ECE2 Mathématiques

ESSEC I 2016

On s’intéresse dans ce probléme a deux mesures du risque utilisées par les marchés financiers.

Pour cela, on considére des variables aléatoires sur un espace probabilisé (€2, o7, P), qui modélisent des
pertes financiéres subies par des acteurs économiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires définies dans ce probléme sont des variables aléatoires sur
cet espace probabilisé.

Soit D I'’ensemble des variables aléatoires réelles & densité X vérifiant :

o X admet une espérance notée E(X).

« il existe un intervalle Iy (dont on admet 'unicité) sur lequel la fonction de répartition de X, notée
Fx, réalise une bijection de classe C! strictement croissante de Iy sur ]0,1].
On note Gx la bijection réciproque, définie de ]0, 1] sur Ix. Les notations Fx et Gx seront utilisées
dans tout le sujet.

Dans tout le probléme [ est un réel appartenant a |0, 1] et représentant un niveau de confiance.

Partie 1 - Définition et propriétés de la « Value at Risk »

1. Soit X € D. Montrer qu'il existe un unique réel v tel que P([X < v]) = 3, et que l'on a v = Gx(5).

Démonstration.

o La v.a.r. X appartient a D.
Donc Fx réalise une bijection de Iy dans |0, 1].
Or g € 10,1].

Donc il existe un unique v € Ix C R tel que P([X <v]) = Fx(v) = 5.

o D’apres I’énoncé, la fonction Gx est la bijection réciproque de Fy sur Ix.

Donc : v = Gx(Fx(v)) = Gx(B).

O

« On définit alors rg(X) appelé la « Value at Risk »au niveau de confiance 3 de X, par rg(X) = Gx ().
C’est une grandeur qui permet d’évaluer le risque pris par 'acteur qui détient 'actif dont les pertes
sont modélisées par X.

« On remarque que 73(X) est égal au capital minimal qu’il faut détenir pour étre en
mesure de couvrir les pertes de ’actif associé 4 X avec une probabilité égale a j.

2. On suppose que, dans cette question, X est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
paramétre A € ]0, +oo].

a) Rappeler la valeur de Fx(z) pour tout réel x.

Démonstration.

1—e ™ giz>0

Fsz%{ 0 siz <0 O

1
b) En déduire que X € D et que l'on a r3(X) = —Xln(l - B).

Démonstration.

e La v.ar. X est & densité.

1
« Elle admet une espérance (E(X) = X)
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e La fonction F'x est :
x continue sur ]0, 400/,
x strictement croissante sur |0, 4-o00].
En effet, la fonction Fx est dérivable sur |0 + oo et :
Vz €10, +oof, Fx(z) = —(=A)e " =Xe™* >0

Ainsi, Fx réalise une bijection de |0, +o0o] sur Fx(]0, +o0]).
Comme Fx est une fonction de répartition, on a : lim Fx(z) = 1.
T—>+00
D’ou :
Fx (|0, +oo) = | lim Fx(z), lim Fx(z)| =]0,1|

Ainsi, la fonction Fx réalise une bijection de |0, +oo] sur ]0, 1].

Finalement : X € D.

e Déterminons Gx.
Soit x € |0, 4+o00[. Soit B € ]0,1].

Gx(B) =z < B = Fx(x) & f=1—e"
& 1-B=e?" & In(l-p8)=-Az

& —% In(l-p)==x

Ainsi : V3 € 10,1], Gx(8) = —§ In(1 — B).

rs(X) = — In(1- )

O

3. On suppose dans cette question que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant
la loi normale de paramétres m et o2 pour X et de paramétres u et s pour Y.
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et ¢ sa densité usuelle.

a) (i) Justifier que ® réalise une bijection de R sur ]0,1[. On note ®~! la bijection réciproque.

Démonstration. ,

_z

La fonction ¢ : x +— e~ 2 est continue sur R.

1
V2T
Donc @ est de classe C! sur R en tant que primitive de ¢ et :

Vo € R, &' (z) = ¢(x) >0

Donc la fonction ® est strictement croissante sur R.

En résumé, la fonction ® est :

« continue sur R (car de classe C! sur R),

x strictement croissante sur R.

Ainsi @ réalise une bijection de R = | — 0o, +o0o[ sur ®(] — oo, +00]).

Or @ est une fonction de répartition, donc : lim ®(z)=0et lim &(x) = 1.
T—r—00 T—r+400

On en déduit :

O] —oo0,+o0]) = | lim @(z), lim P¢(z)| =]0,1]

T——00 T—r—+00

Ainsi, la fonction ® réalise une bijection de R sur |0, 1[.
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(ii) Pour tout x € R, exprimer Fx(x) en fonction de ®, m, o et x.

Démonstration.
o D’apres I'énoncé : X — N (m,0?).
On note Z la v.a.r. centrée réduite associée a X. Alors :
_X-EX) X-m
V(X) o

La v.a.r. Z est une transformée affine de X qui suit une loi normale. Donc Z suit également

une loi normale.

Deplus: E(Z) =0et V(Z) = 1.

Donc : Z < N (0,1).

Commentaire

On rappelle le résultat de cours suivant : V(a,b) € R* x R,

m

g

\.

X <N (m,0%) & aX +b—= N (am+b,0%)

X —
En particulier : X < N (m,0?) & X* = — N (0,1).

e Soit x e R.

Commentaire

Soit =z € R. .
Fy(z) = P(X < a]) = / fx(t) dt

Or X < N (m,0?). Donc :

D'ou :

La démonstration de ce résultat pouvait également s’effectuer par calcul direct.
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Commentaire \

Deux méthodes de résolution sont alors possibles :
e Méthode 1. On remarque :

_ 1 _
VteR,@(t m>:¢<t m>
o o o
Soit A € | — 00, x].

[re(5m)a=[o(5m)] - o () -0 (25

A—
Or, comme ® est une fonction de répartition : lim @ < Ly 0.
A——o00 o
Dou: Fx(z) = @ (x —m>'
o
. . t—m
e Méthode 2. On effectue le changement de variable | u =
******** o
t —_
u= (et donc t = ou+m)
o
1
—du=—dt et dt=o0du
o
el =-00 = u=—
T—m

et=x = u=

g

Ce changement de variable est valide car ¥ : u — o u +m est de classe C! sur | — oo, z].
On obtient alors :

T—m

i+ [Lo(52) b - [ - o(52)

\.

(iii) En déduire que X € D et que rg(X) =m +c®~1(3).

Démonstration.

o La v.a.r. X est a densité.

« Elle admet une espérance (E(X) = m).
« On note f la fonction définie par :

x—m
frx—

Alors : Fx =®o f.

D’aprés la question 8.a) (%), on sait que ® réalise une bijection de R sur ]0, 1[.
Montrons alors que f réalise une bijection de R sur R.

Soit y € R. Soit x € R.

€T m
y=f(x) & y=— & oy=xz—-—m & cy+m=x=x
o

Ainsi, la fonction f réalise une bijection de R sur R, de réciproque f~!:x — oz + m.
Finalement, la fonction Fx réalise une bijection de R dans 0, 1[.

Ainsi : X € D.
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e Déterminons Gx.
Tout d’abord : Fix = ®o f. Donc : Gx = F)El =flod !
Soit 8 € ]0,1[. On obtient alors :

Gx(B) = f~H(@7'(B)) =0 @7 (B) +m
Ainsi : rg(X) =m+ o @71(B). n

b) Quelle est laloide X +Y 7?7
En déduire rg(X +Y) en fonction de m, u, o, s et .

Démonstration.
e Lesvar. XetY :
x sont indépendantes,
x suivent des lois normales (X < N (m,0?) et Y < N (p, s?)).
Donc par stabilité des lois normales, X + Y suit une loi normale.
De plus, par linéarité de ’espérance :
E(X+Y) = E(X) +E(Y) =m+ 4
Par indépendance de X et Y :
VX +Y)=V(X)+V(Y) =0%+ 5

Dou: X +Y < N (m+ p, 0%+ s?)

« On applique le résultat de la question 8.a) pour m =m + u et 0% = o2 + s%.

On obtient : 73(X +Y) = (m + p) + Vol + s2 @_1(/8). -

¢) Pour quels 8 € ]0,1[ a-t-on 73(X +Y) < rg(X) +rp(Y)?
Démonstration.
Soit B € 10, 1].
ra(X) +75(Y) = (m+ 0 @7HB)) + (u+ s @7HB)) = (m + p) + (0 + 5)271(B)

Donc :

(X +Y) <rg(X)+r3(Y) & (mA+7) +Vo?+s2 0 B) < (m+T) + (0 + )@ 1(B)
& Vor+s2d7HB) < (o+9)27HB)

Trois cas se présentent alors.

(caro>0,s>0 et
& 02452 < (04 5)? x — 22 est strictement
croissante sur |0, 4o00[)

o 12 +205+ 42
< 0<os

Or ¢ > 0 et s > 0, donc la derniére assertion est vraie.
D’otu, par équivalence, la premiére aussi, c¢’est-a-dire :

rg(X +Y) <rp(X) +rp(Y)
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ra(X +Y)<rg(X)+r3Y) & Vol+s2>20+s & 005

Cette derniére assertion est fausse. Donc, par équivalence, la premiére aussi.

o Si @7 1(B) = 0. Alors l'inégalité : Vo2 + s2 @7 1(B) < (0 + s)@L(p), est trivialement vérifice.

On a donc encore par équivalence :

ra(X +Y) <rp(X) +7r5(Y)

De plus :
1
() =0 & B=23(0) = 5
1
Finalement : 73(X +Y) <rg(X) +1r3(Y) & B> 5 O
4. Soit X une variable aléatoire appartenant & D, ¢ un réel et A un réel strictement positif.
On pose Y = X 4+ cet Z = AX et on admet que Y et Z appartiennent a D.
a) Montrer que rg(Y) = rg(X) +c.
Démonstration.
o Déterminons le lien entre Fy et Fx.
Soit x € R.
Fy(z) = P(Y <a]) = P(X+c<a]) = P(X<z—d) = Fx(z—c)
 De plus, par définition de rg :
x B =Fx(rg(X))
x B=Fy(rg(Y)) = Fx(rg(Y) —c), d’apreés la relation précédente.
Dot :
Fx(rg(X)) = Fx(rg(Y) —¢)
Or, comme X € D, la fonction Fx réalise une bijection de Ix sur ]0,1[. Donc :
rg(X) =rp(Y) —c
rp(Y) =rp(X) + ¢ -

b) Montrer que 73(Z) = Arg(X).

Démonstration.

o Déterminons le lien entre Fy et Fx.
Soit = € R.

 De plus, par définition de rg :
x B =Fx(rg(X))

< 5= Falra2)) = Fx (2

A

), d’aprés la relation précédente.
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D’ou :
Fx(rp(X)) = Fx <7~5§\Z)>

Or, comme X € D, la fonction Fx réalise une bijection de Ix sur |0, 1[. Donc :

rg(Z)
)

rp(X) =

r3(Z) = Arg(X)

O

5. Soit X et Y deux variables aléatoires appartenant & D et telles que pour tout w € 2, X (w) < Y (w).

a)

b)

Comparer, pour tout réel z, Fx(x) et Fy(x).

Démonstration.

Soit x € R. Soit w € Q.

Supposons w € [Y < z], autrement dit : Y (w) < .

Comme X (w) < Y(w), on obtient : X(w) < z, c’est-a-dire w € [X < z].
On en déduit :

Donc, par croissance de P :

Ainsi : Vo € R, Fy(z) < Fx(z).

Commentaire

En général, pour comparer des probabilités, on s’efforcera de raisonner dans un premier
temps sur les événements.

En déduire que rg(X) < rg(Y).

Démonstration.
Par définition de g :
Fx(rp(X)) = B = Fy(rpg(Y))

Or, d’apres la question précédente : Fy (rg(Y)) < Fx(rg(Y)). Donc :
Fx(rp(X)) < Fx(rs(Y))

Or, comme X € D, la fonction F'x réalise une bijection strictement croissante de Iy sur |0, 1.

Ainsi : 73(X) < r5(Y).

O
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Partie II - Estimation de la valeur de 73(X)

Dans la pratique la loi de X n’est pas totalement connue et on a besoin d’avoir une idée assez précise
de la « Value at Risk » ne connaissant qu’un certain nombre de valeurs de cette variable.

On modélise cette situation en supposant, dans cette partie, que la loi de X dépend d’un paramétre
inconnu appartenant 4 un sous ensemble © de R ou R?, que r5(X) = g(#) ott g est une fonction définie
sur © et que pour tout § € ©, X € D.

On utilise aussi les hypothéses et notations suivantes :

o (Xk)k>1 est une suite de variables aléatoires réelles appartenant a D, mutuellement indépendantes,
de méme loi que X.

o pour tout w € Q et n € N*, on ordonne X;(w),...,X,(w) dans l'ordre croissant et on note alors
Xin(w),..., Xnn(w) les valeurs obtenues.
En particulier, X ,,(w) est la plus petite des valeurs X;(w), ..., Xp(w) et X, n(w) la plus grande.

« on admet que pour tout n € N* et k € [1,n], les X, ,, sont des variables aléatoires.

« pour tout réel x et tout entier naturel non nul n, on définit la variable aléatoire N, ,, ainsi :
pour tout w € €, N, ,(w) est le nombre d’indices k compris entre 1 et n tels que I'on ait Xj(w) < .

6. Montrer que pour tout € R et tout n € N*, N, suit une loi binomiale dont on précisera les
parameétres. En déduire I'espérance et la variance de Ny j,.

Démonstration.

o Soit w € Q. Pour déterminer le nombre d’indices k € [1,n] tels que Xi(w) < z, on teste succes-
sivement pour chaque k € [1,n] si Xi(w) est inférieur a x.
On considére alors le test a deux issues suivant :

x soit X est inférieur & ,
x soit X est strictement supérieur a zx.
Il définit donc une épreuve de Bernoulli.

o On considére alors ’expérience consistant en la succession de n épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes. En effet :

x il y a autant d’épreuves que de v.a.r. X1, ..., X,,
x ces épreuves sont identiques car X, ..., X, ont méme loi,
x elles sont indépendantes car X1, ..., X, sont indépendantes.

Le succés de celles-ci est d’obtenir X inférieure a x, ce qui se produit avec probabilité :
P(X < 2]) = Fx(z)

e La v.a.r. N, estla v.a.r. associée au nombre de succes de cette expérience.
Donc N, suit la loi binomiale de parameétres n et F'x(z)

Nypn = B(n, Fx(x))

On en déduit : E(Ny,) =n Fx(z) et V(Ny ) = nFx(z)(1 — Fx(z)).
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7. Montrer que pour tout x € Ret € > 0 :

lim P (H Non _ Fx ()

n—-+4oo n

>e|) =0

admet une variance car N, , en admet une.

Démonstration.
Soit z € R. Soit € > 0.

z,n

o La v.a.r.

n
On peut donc appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On obtient :

N, N, v ( N’”’")
(Sl == @
n n €
o De plus, par linéarité de ’espérance :

Par propriété de la variance :

v (Nx,n) V(Ngn) w Fx(x)(1 — Fx(x)) Fx(z)(1 - Fx(x))

n n2 n? n

o L’inégalité (x) devient donc :

J(E

o Par propriété d’une probabilité :

ne2

s ) < Pl Pt

AN
ne2

Nzn
0 < ]P)<|: 77,7 —Fx(.%')

) < P Fxte)

e Or: lim Fx(x)( — Fx (@)

5 = 0.
n—+oo ne

Donc, par théoréme d’encadrement :

lim ]P’<[ 2€:|> = 0.
n—-+00 ]
8. Soit z € R et n € N*.

a) Montrer que pour tout k € [1,n], il y a égalité entre les événements [X},,, < z] et [Ny, > k.

N:L'TL
— _— F
. X ()

Démonstration.
Soit k € [1,n].

e Les viar. Xy, ..., X, sont ordonnées dans ’ordre croissant, c’est-a-dire :
Vwe Q, Xin(w) < Xopn(w) <+ < Xign(w) < Xppp1p(w) <+ < Xpp(w)

o Or, par définition de Ny 5, I'événement [N, ,, > k| est réalisé si et seulement s’il existe au moins
k v.a.r. parmi Xy, ..., X, telles que les événements [X; < z] soient réalisés.
Donc, comme : Vw € Q, X 5(w) <+ < Xpp(w) < Xppipw) < < Xpp(w) -
[Nx,n = k] = [Xl,n < -73] n---N [Xk,n < l’]

o Or : pour tout i € [1,k], [Xin < 2] C [ Xy < 2] (car : Vw € Q, X p(w) < Xppn(w)).
Donc, finalement : Vk € [1,n], [Nyn = k] = [Xp, < 2] O
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b) En déduire que pour tout k € [1,n] :
_ n n T n—r
P([Xpn <2) = 20 () (Fx(2))" (1 = Fx(2))
r=k
et que Xy ,, est une variable aléatoire a densité.
Démonstration.
Soit k € [1,n].

« D’aprés la question précédente et comme N, ,(€2) = [0,n] :

n

P(Xin < 2]) = BN > 8) = (0 o =)

Or les événements [Ny, = k|, ..., [Ngn = n] sont incompatibles. Donc :

)

IP’(TCJ [Nx,nzﬂ) = 3 B(Nap =)

=k

Dot : P([ X}y, < z]) = ik <7:> (Fx(x)"(1 = Fx(x))" "

e« Comme X € D, la v.a.r. X est une v.a.r. a densité.
En particulier, sa fonction de répartition F'x est :

x continue sur R,
« de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Or, d’aprés ce qui précéde :
no/n
P, (0) = P <) = & (1) (@) (1 = Pe(ol)
Donc la fonction de répartition F,  est :

x continue sur R en tant que somme et produit de fonctions continues sur R,

« de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points, pour la méme raison.

La v.a.r. Xi , est une v.a.r. a densité.

Commentaire

Il n’est pas nécessaire, dans cette question, de détailler la continuité et le caractére C*
sur R de la fonction Fx,  : ce qui est testé ici, c’est la connaissance de la définition
d’une v.a.r. & densité.

10
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9. Soit (Up)nen+ une suite de variables aléatoires et ¢ un réel. On suppose que pour tout € > 0 :

n—-+00
On considére (uy)n>1 une suite convergente de réels et on pose ¢ = hrf U,
n——+oo
a) Etablir que : lim P([U, > t]) = 0 sit>c
que: lm nZ2l)=931 Gi<e

lim P([|Up —c|>¢]) =0

Démonstration.

« Etudions tout d’abord I’hypothése de 'énoncé.

Soit € > 0. Soit n € N*.

P([[Un —cl 2¢]) = 1=P([|[Un —¢| <e])
L’hypothése de I’énoncé apporte donc deux informations.
x Tout d’abord : lim P([|U, — ¢| > ¢]) = 0 (évidemment)

n——+o0o
x Ensuite : lim P([|U, —¢| <¢]) =1
n—-+o0o

Soit ¢ > ¢. Alors il existe eg > 0 tel que : t = ¢+ ¢¢. Donc :

[Up>2t] = [Uy=c+eog] = [Uy—c > e

Montrons : [U,, — ¢ > go] C [|Up —¢| = €]
Soit w € Q.
Supposons w € [U,, — ¢ > g¢], autrement dit U, (w) — ¢ > &o.

Donc, par croissance de la fonction z +— |z| sur [0, 400] (on a bien gy > 0) :

c’est-a-dire w € [|Uy, — ¢| = &g.
Dou: [U, —c>¢e0| C [|Uy,—c| > e

Ainsi : [Uy, > t] C [|U, —c¢| > €]

On en déduit, par propriétés d’une probabilité :
0 < P([Un 21]) < P([[Un—c| > e0))
Or, d’aprés I’énoncé :

lim P([|U,—¢| >¢0]) = 0

n—-+0o

|Un(w) = | = eo,

n—-+o00

Donc, par théoréme d’encadrement : ¥Vt > ¢, lim P([U, >t]) = 0.

Soit t < ¢. Alors il existe e1 > 0 tel que : t = ¢ — 1. Donc :
[Un 2 t] = [Up 2 c— 1]

Montrons : [|U, —c| <e1] C [U, = c—e1].
Soit w € Q.
Supposons w € [|U,, — ¢| < £1], autrement dit |Uy,(w) — ¢| < €1. Or :

|Up(w) —cl<e1 & —e1<Up(w)—c<e1 & c—e1<U,<c+e;

En particulier : Uy (w) > ¢ — &1, c’est-a-dire w € [U,, = ¢ — &1].
Dou: [|U, —¢| <ei] C [Up=c—el]

Ainsi : [|U, —¢| <e1] C [Up >t

11
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D’ot, par propriétés d’une probabilité :
P(|Un — el <e1]) < B([Un>1]) < 1
Or, d’aprés I’énoncé :

lim P(|Un —¢c| <e1]) =1

n—-+o0o

Donc, par théoréme d’encadrement : V¢ < ¢, lim P([U, > t]) = 1.

n—-+o0o
Finalement : lim P([U, >t]) = { 0 > bze
n——+oo 1 sit<ec 0
{—c
b) On suppose £ > ¢ et on pose € = 5

En remarquant que ¢ — ¢ = ¢+ ¢, montrer qu’a partir d’'un certain rang, u, > ¢+ €.
En déduire que lim P([U, > u,]) = 0.
n——+o0o

Démonstration.

e D’aprés I’énoncé lim wu, =£.
n—-+o0o

Donc il existe N € N tel que, pour tout n > N : |u, — ¢| < e.
Or, pour tout n > N :

lup — € <e & —e<u,—¥0<e & l—e<u, <l+e
En particulier, pour tout n > N :

U, 2l—c=c+e

D’ou, a partir du rang N : u, > c+e.

e Soitn > N. Alors : up, > c+e.
Donc :

[Un = up] C [Uy=c+el
D’on, d’aprés les propriétés d’une probabilité :
0 < P([Up 2 uy)) < P([Up = c+e])
Or, d’apreés la question 9.a) : lim P([U, > c+¢]) =0.

n—-+0o00

Donc, par théoréme d’encadrement : lim P([U, > u,]) = 0.
n——+00

Commentaire .

« On utilise ici la définition de la convergence d’une suite (uy,) vers ¢ :

((un) converge vers L € R) < (Ve >0, AN €N, (n> N) = (Ju, — {| < ¢))

e Démontrons : { —e =c+¢.

D’une part :
l—c 20— (¢ —¢) (+c
E— = e— = =
c 2 2 2
D’autre part :
l—c  2c+(l—-c) [Ll+c
che=ct—H- = 2 -
On adoncbien:l—c=c+e. -

12
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¢) Montrer de méme que si ¢ < ¢, lim P([U, > u,]) = 1.

n—-4o0o
Démonstration.
On pose ¢/ = CT_g
e D’aprés I’énoncé lim  u, = 4.

n—-+o0o

Donc il existe N’ € N tel que, pour tout n > N’ :
Up <O+ €

D’ou, puisque £ + &’ = ¢ — €', a partir du rang N’ : u,, <c—¢'.
e Soit n > N'. Alors : u,, < c—¢'. Donc :

[Un >c— 5’] C [Un = up]

D’otu, d’aprés les propriétés d’une probabilité :

P([Up > c—¢]) < P([Un > un)

N
—_

Or, d’apreés la question 9.a) : lim P([U, > c—¢]) = 1.

n—-+0o00

Donc, par théoréme d’encadrement, si £ < c¢: lim P([U, > u,)) = 1.
n—-+o0o

Commentaire \

Détaillons égalité £ +¢&' = c — €.

D’une part :
;L c—0 2+ (c—t) L+c
b+ =10+ 5 = > =

D’autre part :
e — . c—t  2c—(c—t) L+c
° - 2 2 -2

Onadonchbien: l+¢ =c—¢.

)0

10. On définit pour tout n € N* tel que nf8 > 1, la variable aléatoire Y, sur (Q, &, P) par Y, = X|,,5/n
ou |nf] désigne la partie entiére de nf et on pose ¢’ = rg(X).
Soit € > 0.
a) Montrer que : P([|Y,, — 0| <¢e]) =P([Y, < ¢ +¢]) —P([Yn < 0 —¢]).

Démonstration.
On a les égalités suivantes :

P([[Yy — 9’! <el)

= P([-e<Y,—0 <¢])

= P —e<Y, <0 +¢])

= P([Yngﬁ +e|\[Yn <0 —¢))

= PV, <0 +e)) —P([Yo <O +elN[Y, <0 —¢])

= PV, <0 +¢]) —P([Y, <0 —¢]) (car [V, <0 —e| C [V, <0 +¢])

(car, d’apres 8.b), X, 5)n est une
v.a.r. 4 densité)

I
=
<
N

<
_l_

™

) =P([Yn <0 —¢])

P([[Yn — 0| <e]) = P([Yn <O +e]) —P([Yn <0 —¢])

13
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b) En déduire que :
P([[Y, — 0| <e]) =P ([N"'“’” > W”D ~P ([Ne"&” > L"mD

n n n n

Démonstration.

« Par définition de la v.a.r. Y, :

P([Yn<0’+s}) = ]P)([thmméel-i-f])

= P([Nojen = [nB]]) (d’apres la question 8.a))
= P([N0l+€’" > Lm@}) (carm >0)
n n

e« De méme :

P([Y, <0 —¢]) = P([NG’—&" - LHBJD

=
n n
o Or, d’aprés la question précédente :

P([|[Yo— 0| <e]) = P([Ya <O +e]) —P([YVo <0 —¢])

Donc : B(([Y, — 0| <¢]) = P ([N9'+a,n > anD _p <|:N0’a,n > LNBJD.

n n n n

o o<y —
¢) En déduire : ngrfoo P([|Y, —¢| <¢]) =1.

Que peut-on en déduire concernant I'estimateur Y, de r5(X)?

Démonstration.
Soit n € N*.

o D’aprés le résultat obtenu & la question précédente, on souhaite appliquer les résultats des
questions 9.b) et 9.c) a :

Ny
1)U _ 07—11—5,11 et u _L’fl,BJ

o =
[n 8]
n
Commengons par le premier cas.
On démontre que toutes les hypothéses d’application des questions 9.b) ou 9.c¢) sont vérifiées.

>e|) =0

NG’—i—a,n

NG’—s,n
— et u, =

2) U, =

x D’aprés la question 7. :

No'ten
lim P(H“g’ — Fx(0' +¢)
n

n—-+00

En choisissant ¢ = Fx (0’ +¢) et U,, =
lim P([|U, —¢| = ¢€]) =0.

n—-+00

, on a bien :

14
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[n8]

n
Montrons maintenant que (u,) converge et déterminons sa limite.
Soit n € N*. Par définition de la partie entiére :

InBl < nB < [nB]+1

x Pour tout n € N*, on pose : u,, =

Donc :
nf—1 < |[npl<np

Comme n > 0, on obtient :

Or: lim (ﬂ—i—i)—ﬁ

n—-4o00

Donc, par théoréme d’encadrement : lim u, = (.
n—-+o0o

On choisit alors : £ = .

x Pour savoir si 'on applique la question 9.b) ou la question 9.¢), il faut maintenant comparer

les réels c et /.
Par définition de rg(X) :

(<c & B<Fx(0+e) & Fx(rp(X)) < Fx(0 +¢)

Or, comme X € D, la fonction Fx est une bijection strictement croissante de Ix sur |0, 1].

Donc :
(<c &rg(X)<b +e¢

Or ¢ =rg(X) et € > 0, donc la derniére assertion est vraie.

Par équivalence, on obtient donc : £ < c.

x On est donc ici dans le cadre d’application de la question 9.¢). Donc :

lim P([U, > uy]) =1

n——+0o0
Noiyen
On en déduit : lim P([ O'te, > LTLBJ}):I
n—-4oo n n

x On démontrerait de méme, avec la question 9.b), en choisissant :

Ny
UR:L, un:Ln J, c=Fx(@ —¢) et (=8
n n

la convergence suivante :
lim P([Up > u,))=0

n—-+4o0o
Noyi—em
On en déduit : lim P([ 0'—e, > Lnﬂj}) =0.
n—+o00 n n

D’apreés la question précédente, on obtient donc :
lim P([|Y,—0|<e))=1-0=1.
n——+0o

15
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e On sait :
]P’([|Yn—«9’| >5]) =1 —P([\Yn—9’| < 5])

Donc, d’aprés ce qui précéde :

lim P([|Y, —¢'| >¢])=0

n—-4o0o

D’ou (Y;,) converge en probabilité vers ¢'.

On en déduit que Y, est un estimateur convergent de 6" = rg(X).

Commentaire |

Il peut étre intéressant de garder en téte le résultat suivant : || ~ .

x—+00

Ce résultat est & savoir redémontrer. Détaillons cette démonstration.
Soit x € ]0, +o0].
Par définition de la partie entiére : || <z < |z] + 1. Donc :

r—1<|z|<z

D’ot, comme x > 0 :
1
P LA

~X
x x
) 1
Or: lim (1-——-)=1.
Tr——+00 xX
x
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim Lz] = 1. Cest-a-dire : |z|] ~ .
r—+oo I x— 00
\ 7 D

11. On suppose que 'on a défini un fonction d’en-téte function R = triCroissant(T) qui renvoie le
tableau des valeurs se trouvant dans T rangées dans 1’ordre croissant.
Par exemple, si T=[0 -1 0 2 4 2 3] alors disp(triCroissant(T)) affiche :

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function r = VaR(X,beta) qui renvoie la valeur de 'estima-
tion obtenue avec I'estimateur Y;, pour rg(X) si le tableau X contient la réalisation de I’échantillon
(X1,...,X,) et beta la valeur de .

Démonstration.

function r = VaR(X,beta)
n = length(X)
Z = triCroissant(X)
r = Z(floor(n * beta))
endfunction

[[S2S P C R | SR
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Détaillons I'obtention de cette fonction.
D’apreés la question précédente, on sait que Y;, = X|,, g/, est un estimateur convergent de rg(X).
Pour déterminer Y,, a partir de Xy, ..., X,,, on souhaite donc :
1) définir n. Il s’agit de la taille de ’échantillon X, ..., X,.
Donc on stocke cette valeur dans la variable n avec la commande suivante :

2 n = length(X)

2) obtenir une réalisation de X5, ..., X, , c’est-a-dire ordonner une réalisation de Xy, ..., X,
dans l’ordre croissant.
On stocke ce nouveau vecteur dans la variable Z avec la commande suivante :

3 Z = triCroissant(x)

3) sélectionner dans ce vecteur la réalisation de X |, 5/ ,,, ce qui correspond a la |n B]®™€ coordonnée
du vecteur Z.
On stocke ce résultat dans la variable de sortie r, ce qui donne :

4 r = Z(floor(n x beta))

ol la commande floor correspond a la fonction partie entiére. O

Partie III - L’« Expected Shortfall » (ES)

On conserve les notations de la partie I.

Pour qu’une mesure de risque soit acceptable, on souhaite qu’elle vérifie un certaines propriétés.

On dit qu'une fonction p définie sur D & valeurs réelles est une mesure de risque cohérente sur D
si elle vérifie les quatre propriétés :

(R1) VX eDVeeR, p(X+c¢)=pX)+c;
(R2) VX € D,VAER, p(AX) = Ap(X);
(R3) V(X,Y) € D2 sipour tout w € Q, X(w) < Y(w) alors p(X) < p(Y);
(Ry) V(X,Y)eD? tellessque X +Y €D, p(X +Y) < p(X) +p(Y).
12. Montrer que ’espérance est une mesure de risque cohérente sur D.
Démonstration.
Montrons que 'espérance vérifie les propriétés (Ry) a (Ry).
Soit (X,Y) € D% Soit (c,\) € R
o Par linéarité de I'espérance :
E(X+c¢)=EX)+E(c) =E(X)+c et EAX)=MIE(X)
Donc (R;1) et (R2) sont vérifiées.
o Par croissance de ’espérance :

si pour tout w € Q, X (w) < Y(w), alors E(X) < E(Y)

Donc (Rg3) est vérifiée.
o Par linéarité de I'espérance :
E(X+Y)=EX)+E®Y)

Donc, en particulier : E(X +Y) < E(X) + E(Y).
Ainsi, (Ry) est vérifice.

On en déduit que I'espérance est une mesure de risque sur D.

17
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13. La « Value at Risk » 73 est-elle une mesure de risque cohérente sur D pour toute valeur de g €]0,1[?
On détaillera si chacune des propriétés de (R1) a (R4) est satisfaite ou non.

Démonstration.
« D’aprés la question 4.a), rg vérifie (Ry).
o D’aprés la question 4.b), r3 vérifie (R3).
« D’aprés la question 5., rg vérifie (R3).
« D’aprés la question 3., si on considére :
X<—>N(m,02) et Y<—>J\/(u,32)
Alors 71 ne vérifie pas (Ry).
4

1
(en fait, pour tout B < 50 T8 me satisfait pas (Ry))

On en déduit que 73 n’est pas une mesure de risque cohérente pour tout 3 € ]0, 1].

Commentaire .

Attention : la question 8. démontre :

B < % = (R4) n’est pas vérifié.
Elle utilise pour cela un contre-exemple.
Cependant, ce résultat n’est pas une équivalence !
En particulier, rien ne dit :

1
g = 5 = (R4) est vérifice.

Pour démontrer un tel résultat, il faudrait considérer deux v.a.r. X et Y dans D quelconque
(et non des v.a.r. gaussiennes).

. )

Soit X une variable aléatoire appartenant & D, admettant une densité fx. On définit I’ « Expected
Shortfall » de X de niveau de confiance (3 par :

1 oo
ES(X) = M[B(X) 2fc(@) de (1)

Le but de cette partie est de démontrer que, pour tout 3 € ]0,1[, £S3 est une mesure
de risque cohérente sur D, assez « proche » de rg.

14. Soit X une variable aléatoire appartenant a D.
a) Montrer que ESz(X) est bien définie, et que ESg(X) = r3(X).

Démonstration.

e Comme X € D, en particulier la v.a.r. X admet une espérance.

“+oo

Donc l'intégrale / x fx(x) dx converge absolument.
oo

Ainsi, I'intégrale / x fx(z) dx converge aussi absolument.
r5(X)

On en déduit que ESg(X) est bien définie.
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b)

o Soit x > rg(X).
Alors, comme fx(z) > 0 (car fx est une densité), on obtient :

ra(X) fx(z) < = fx(x)

Par croissance de l'intégrale (les bornes sont bien ordonnées) et comme les intégrales en pré-
sence convergent :
+00 +oo
/ ra(X) fx(X) da;é/ z fx(x) dx
r5(X) rp(X)
Or :

+00 +oo
[ a0 sx@ e = 000 [ fxta) de = ra0) BIX 2 ra(X))
rg(X) rg(X)

= rp(X)(1 = Fx(rs(X)))
De plus, par définition de rg(X) : Fx(rg(X)) = . Donc :

+oo
/ rg(X) fx(x) de = rg(X)(1 - B)
r5(X)
D’ou :
+00

ra(X)(1-p) < / z fx(z) do

rp(X)
Comme 1 —5>0:

1 +oo
QTB(X)M < 1_5/%()() r fx(r) dr

On en déduit, par définition de ESg(X) : rg(X) < ES3(X).

O
A l'aide du changement de variable t = Fx(x), établir :
1 1
BSs(X) = —— / G() dt (2)
1-8Js

Démonstration.
Soit A > rg(X).
On effectue le changement de variable | ¢ = Fx(x)

t = Fx(x) (et donc z = Gx(t))

— dt = fx(x) dz

e v =r3(X) = t=Fx(rsg(X)) =0
Ce changement de variable est valide car ¢ : t +— G x(t) est de classe C! sur Iy (car X € D).
On obtient finalement :

A Fx (4)
/ z fx(z) de = / Gx(t) dt
r5(X) B
Or, comme Fx est une fonction de répartition : AliIJrrl Fx(A)=1.
—400
1 1
) déduit : ESp(X) = —— Gx(t) dt.
n en dédui 3(X) 1—5/5 x(t) .
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On pourra utiliser (1) ou (2) au choix dans la suite pour définir ESg(X).

15. a) Montrer que ESg vérifie la propriété (Ry).

Démonstration.
Soit X € D. Soit ¢ € R.

« D’aprés la question 4.a) : rg(X +c¢) =rg(X) +c.

o De plus, d’aprés la démonstration de la question 4.a) :

Vz € R, Fx+C(I) = Fx(l‘

—C)

On a admis en question 4.a) que X + ¢ € D. En particulier, (X + ¢) est une v.a.r. a densité.

On en déduit :

Vr € R, fxie(®) = fx(z —¢)

« On obtient alors avec (1) :

—+00

ESg(X + C)

T fxie(x) do

1-p rg(X+c)

t=x—c

On effectue le changement de variable

t=x—c (et donc x =t+c)
— dt = dx

e x=713(X)+c = t=rg(X)
e T =400 = t=-+00

1-p

“+o00

/’I‘B(X)+C

! z fx(x —c) dx

Ce changement de variable est valide car v : t — ¢ + ¢ est de classe C! sur [rg(X), +ocl.

On obtient finalement :

1 oo
1

(L

ESﬁ(X) +

ESB(X + C)

+o00

t fx(t) dt+c/

rg(X)

1-p

Cc

17
ESB(X) +c

(1= Fx(rs(X)))

ESg(X) +

fx(t) df)

(par définition de rg(X))

Ainsi, ESg vérifie (Ry).

b) Montrer que ESg vérifie la propriété (Ry).

Démonstration.
Soit X € D. Soit A € R.
o D’aprés la question 4.b) : 73(A X)) = Arg(X).

o De plus, d’aprés la démonstration de la question 4.b) :

Vo € R, FAx(x):Fx(

X

A

)
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On a admis en question 4.b) que A X € D. En particulier, A X est une v.a.r. & densité.
On en déduit :

Vr € R, fax(z) = %fx (;)

« On obtient alors avec (1) :

IS 1 [t 1, vz
T r5(X

On effectue le changement de variable | t =

z
A

tz% (et donc © = \t)
Hdt:%dx et dr=X\dt

. .I':/\TB(X) = tzrg(X)

e T =400 = t=+00 (car A >0)

Ce changement de variable est valide car v : ¢ — At est de classe C* sur [rg(X), +ocl.
On obtient finalement :

+0o0
ES;(AX) = 1—15/ IRZCR

- 1—6/+OO )

— AESs(X)

Ainsi, ESg vérifie (Ry).

16. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

1
a) Montrer que ESg(X) = r3(X) + %

Démonstration.

1
« D’aprés la question 2.b) : rg(X) = ~3 In(1 - 3).
Donc, en particulier : rg(X) > 0. D’out :

1 +oo 1 oo Az
8 rg

o Soit A > rg(X). On effectue I'intégration par parties (IPP) suivante.
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b)

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [rz(X), A]. On obtient :

A N A
/ Are M dr = [fxe_’\x] +/ e N dx
rs(X) 8 Jrg(X)

A
1
= —Ae M +rg(X) e Ars(X) 4 [ Y e A ]
rg(X)

1 1
= —Ae_)‘A + Tﬁ(X) e_krﬁ(X) _ Xe—>\A 4 Xe—krﬁ(X)

= e X) (rg(X) + i) — Ae M — %e”‘A

e Or: lim e 4 =0.

A—+oo

De plus, par croissances comparées : lim  Ae *4 = 0.
A—+o00

+oo
/ Aze N dp = e M) <r5(X) + i\)
rp(X)

Donc :

1
o Or, d’aprés la question 2.b) : r3(X) = Y In(1 — /). Donc :

e ATE(X) o Xx(—x In(1-p)) _ n(1-8) _ 1-8

/;OO Nze T dp = (1— B) (TB(X) + i)

5(X)
e On en déduit :

En déduire que ESg(X) ~ rg(X).

B—1
Démonstration.
D’aprés la question précédente :

ESs(X)  ra(X)+1 1
rg(X) r5(X) Arg(X)

Or, d’aprés la question 2.b) : 73(X) = —% In(1 — 3). Donc :
BSs(X) _ , 1 1
ra(X) X(—L (1 -p) In(1 — B)

De plus : lim In(1 — ) = —oco. D’ou :
B—1

im le—Ozl
B—1 TB(X)

On en déduit : ESg(X) ~ rg(X) -
B—1
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17. On suppose dans cette question que X suit la loi normale centrée réduite.

a) Montrer ESg(X) = %

Démonstration.
Par définition de ¢ :

BSyX) = —— [ ol ew g SN e
= — x e 2 dr = —— —F— re 2 dx
=T /7”ﬁ(X) V2r 1=5 v2r /na(X)

A
A a2 a2 _a _pe0)?
rze 2 dxr = | —e” 2 = —e 2 +e 2
,

5(X) rg(X)

. _ A%
Or: lim e 2 =0.
A—+oo

+oo o2 +oo o2 (rp(x))?

Donc l'intégrale / re 2 dx converge et : / re 2 dr=e 2z .
rg(X) rp(X)

De plus, par définition de rg(X) : = ®(rg(X)). Donc :

1 1 w02 p(rg(X))
ES(X) = e 2 = T & v
5 = 30,(%) vor = ®(rs(X))
p(rg(X))
ESg(X)= ——"——"—
? 1—®(rg(X))
+oo t
b) Pour tout x > 0, établir 'égalité : 1 — ®(z) = SOSU) — / Lpt(Q) dt.
Démonstration.
Soit « > 0.

o Par définition de ® :

v teo 1 oo g2 1 e t
1-9 = 1- t)dt = t)dt = — T2 dt = — —xte 2 dt
@ =1 o= [ eta = o [ et G [ e

e Soit A > z. On effectue l'intégration par parties (IPP) suivante.

1 1
t2 2
V() = te 2 v(t) = —e 2

A A A £
1 2 1 2 e 2
—te 2 dt = ——e 2 — —5 dt
z U t . = t
_A2 22 2
e_% e 2 A e_% dt
A + x _/x t2

2
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_A?
e Or: lim ’ = 0.
A—+o00
De plus :
A _=A? _a? A _zA? _a? A
e 2 e 2 e 2 1 t2 e 2 e 2
dt = — — —te 2 dt = — — V2 t) dt
/x 2 A + x /z i '° A + T 71-/I e (t)
+o0 —% oo
Donc l'intégrale / 2 dt converge, car 'intégrale / ©(t) dt converge.
x x
e On en déduit :
. a2 oo 22 12 too Lk
e 2 e 2
SRR B L B e A S L
Vom z z t z " t
_op@) [T ()
= — dt
x . 2
+oo
t
Vo >0,1-®(zx) = “’(9”)—/ ig)dt
T = t ]
+o0o
t 1
¢) Montrer que, pour tout z > 0: 0 < /33 (Pt(g) dt < ?(1 — ()

(z)

En déduire que : 1 — &(z) ~ ——.

T—+o0 €T
Démonstration.
Soit x > 0.
1 1
e Soit t > x. Alors, par décroissance de t — 2 su 10, +00] : 2 < -
x
1
De plus : o) = 0. Donc :
1 < 1
Or, comme ¢ est une densité, en particulier : ¢(¢) > 0. D’ou :
et) _ ()
0s % s 2

« Par croissance de U'intégrale (les bornes sont bien ordonnées) et comme les intégrales en pré-
sence sont convergentes :

“+oo “+o00
0</ Mdtg/ o) g

t2 x?
e Or: N 0 N
ot 1 oo 1 1
L A ar = xQ/ o) di = GP(X >1]) = (1 - ()
T p(t 1
On en déduit : Vo > 0, 0 < / @dt < 51 =9(2)
= t x
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Le schéma de résolution de cette question est plutot classique.
b
Afin de comparer deux intégrales / f(t) dt et / g(t) dt :
1) on cherche d’abord & comparer leurs intégrandes, c¢’est-a-dire montrer :
vt € [a,b], f(t) <g(t) ou Vielab], f(t)=>g(t)
2) on utilise ensuite la croissance de I'intégrale (si les bornes a et b sont bien ordonnées,
c’est-a-dire a < b) pour conclure :
b b b b
[ rwaes [Cawar ou [ [ gt a
a a a a
Soit x > 0.

d)

o D’aprés la question précédente :

La-ew) < —/+oo 0 4 < o

x 2
Donc, d’aprés la question 17.b), en ajoutant #(2) a chaque membre de cet encadrement :
x
p(z) 1 p(z)
- —1-9 <1-9 <
L 10) () < &

e On en déduit :

1—a@) < 29 < 1o a@)+ L0 - a@) = (1- o) <1 . ;2)

D’ou, comme 1 — ®(z) >0 :

1
e Or: lim <1+2):1.
r——+00 €T

Donc, par théoréme d’encadrement : lim —=%— =1.
z—+oo 1 — ®(x)

Ainsi : 1 — ®(z) ~ go(x)

x—+o0 €T

En conclure que 'on a aussi dans ce cas : ESg(X) ~ rg(X).
B—1

Démonstration.
« D’aprés la question 3.a) (i) : r3(X) = 71(3).

Or, d’apreés la question 8.a) (%), la fonction @ réalise une bijection strictement croissante de

] — 00, +oof sur ]0, 1[.
On en déduit : lim ®~(8) = +oo. D’out : lim rg(X) = +oc.
B—1 B—1
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« De plus, d’aprés la question précédente : 1 — ®(z) ~ go(:v)
xr—r+00 €T
X p(ra(X))
Dou:1—®(rg(X)) ~ ——==.
ou (T,B( )) Bl Tﬁ (X)

Ainsi, d’aprés la question 17.a) :

o)) glrolX)

P = T g0 2

MM Tﬁ(X)

T (X)

ESp(X )6’:1 ra(X)
O

Dans les questions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant a D.
« On note h la fonction définie par : Va € R, h(z) = max(z,0).

o On admet que si U et V sont deux variables aléatoires telles que, 0 < U < V et E(V) existe alors
E(U) existe et 0 < E(U) < E(V).

« On note pour tout événement A, 1 4 la variable aléatoire indicatrice de ’événement A. Rappelons
qu’il s’agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.

18. a) Montrer que h(X —rg(X)) admet une espérance, et que 'on a :

+oo
B (X —rs(0) = [ thx(t) di = (1= A)ra(X)
r5(X)
ou fx désigne une densité de X.
Démonstration.

Par définition de la fonction A :

h(t —rp(X)) = max(t —rg(X),0) = {t—"”éa(X) Z;O;rg()()go

t—rg(X) sit>=rg(X)

0 sinon

Dou:Vt e R, h(t —rg(X)) = {

« D’apreés le théoréme de transfert, la v.a.r. h(X —rg(X)) admet une espérance si et seulement
+oo
si l'intégrale / h(t —rg(X))fx(t) dt converge absolument. Or :

—00

x comme fx est une densité : Vt € R, fx(t) > 0;

x d’aprés ce qui précéde : Vt € R, h(t —rg(X)) > 0.
400
Donc cela revient & montrer que l'intégrale / h(t —rg(X))fx(t) dt converge.

—00
« Toujours d’apres ce qui précéde, la fonction t — h(t—rz(X)) est nulle en dehors de [rg(X), +o00].
Donc :

+00 +o0
/ Wt — ra(X))fx(t) dt = / Wt — r5(X)) Fx(t) dt

—00 5(X)
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Par définition de la fonction ¢ +— h(t — r3(X)) sur [rg(X),+oof :

A A
/ Wt — rs(X)) fx(t) di = / (t— (X)) fx (1) dt

5(X) 8(X)

A A
:/ th(t)dt—rg(X)/ fx(t) dt

5(X) rp(X)

e Or, X € D, donc la v.a.r. X admet une espérance.
+00
Ainsi l'intégrale / t fx(t) dt converge absolument.
—0o0
+oo
Donc l'intégrale / t fx(t) dt converge absolument.
rp(X)

o De plus, par définition de r5(X) :

A
/ fx(t) dt = FX(A)—FX(TQ(X)) = Fx(A)—ﬁ A—) 1—5
TB(X) —+00

+oo
e On en déduit que l'intégrale / h(t —rg(X))fx(t) dt converge.
r5(X)

Donc la v.a.r. h(X —r3(X)) admet une espérance.

De plus :

+00 +oo
E(h(X — rg(X))) = / Wt — ra(X)) fx(t) dt = / fx(t) dt — ra(X)(1 - B)

8(X) 8(X)
“+o0o
E(h(X —rg(X)) = / tfx(t) dt — (1 — p)ra(X)
r5(X) O
b) En déduire :
ES5(X) = ra(X) + =B (h(X — 15(X))
Démonstration.
D’aprés I’équation (1) :
1 oo
ESg(X) = — t fx(t) dt
L=B Jrsx)

Or, d’aprés la question précédente :

/ T ) dt = E((X — rs(X)) + (1 Bra(X)

3(X)
Donc :
BS(X) = 1 (B = (X)) + (1= 9rsX)) = =BG — 7)) +75(X)
BS3(X) = r5(X) + {5 B(H(X = ra(X)) .
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19. En utilisant la méthode de Monte-Carlo, dont on supposera la validité, et la fonction VaR définie
dans la question 11., écrire une fonction Scilab qui calcule une valeur approchée de ESg(X) a
partir de la réalisation d’un échantillon de taille n de la loi de X dont les valeurs se trouvent dans
le tableau Scilab X et de la valeur de § se trouvant dans la variable Scilab beta.

Démonstration.
On souhaite obtenir une valeur approchée de ES3(X). Pour ce faire, on doit tout d’abord obtenir
une valeur approchée de I'espérance de la v.a.r. V = h(X — rg(X)).

o L’idée naturelle pour obtenir une approximation de cette espérance est :
x de simuler un grand nombre de fois (N = 10000 par exemple) la v.a.r. V.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (v1,...,vy) qui correspond a 'observation d’un
N-échantillon (Vi,...,Vy) de la v.ar. V.
x de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.
Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :
N

1
moyenne de 'observation = N v~ E(V)
i=1

« Il reste a obtenir le N-uplet (vy,...,vy). Pour ce faire, on dispose d’'un N-uplet (z1,...,zx) qui

correspond & l'observation d’un N-échantillon (Xi,...,Xy) de la v.ar. X.
Cette observation permet d’obtenir (vy,...,vyN) en écrivant :

v; = h(z; —rz(X))

Il est & noter que, comme le suggére I’énoncé, la valeur de rg(X) sera obtenue par 'appel a la
fonction VaR.

1 1
15N

M=

« La valeur approchée de ESg(X) est alors obtenue par le calcul : 75(X) v;.

1

i

o Ce qui aboutit a la fonction suivante :

function ES = ExpectedShortfall(X, beta)

=

2 N = length(X)

3 V = zeros(1, N)

4 r = VaR(X, beta)

5 for i=1:N

6 V(i) = max(X(i)-r, 0)

7 end

8 ES =r + 1/(1-beta) x 1/N % sum(V)
9 endfunction

Détaillons les différents éléments de ce code :
x le paramétre X correspond a 'observation (x1,...,zN).
x en ligne 2, on récupére la taille de I’échantillon fourni en paramétre.

x en ligne 3, on crée une matrice ligne de taille N permettant & terme de stocker ’observation
(1)1, ‘e ,’UN).

x en lignes 5 & 7, on effectue une boucle permettant d’obtenir successivement chaque v; a l'aide
de la valeur x; fournit en paramétre.

x en ligne 8, on obtient la valeur approchée de ESg(X) en effectuant le calcul annoncé.
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Commentaire \

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, écrire correctement la fonction Scilab démontre
la bonne compréhension et permet certainement d’obtenir tous les points alloués.

e On s’est servi en ligne 6 de la fonction max prédéfinie en Scilab.
Il était aussi possible d’utiliser une structure conditionnelle :

if X(i)-r > 0 then

6

7 V(i) = X(@@)-r

8 else

9 V(i) =0

10 end
N

« Enfin, il est possible de calculer la somme ) v; sans créer une matrice de taille N.

i=1

Pour ce faire, on crée une variable S qu’on initialise & 0 et qu’on met a jour dans la
boucle. On obtient le programme suivant :

1 function ES = ExpectedShortfall(X, beta)
2 N = length(X)
3 S =0
4 r = VaR(X, beta)
5 for i=1:N
6 S =8 + max(X(i)-r, 0)
7 end
8 ES =r + 1/(1-beta) x 1/N % S
9 endfunction
)
. . . 1
20. Soit Z une variable aléatoire telle que : E(Z) =1et 0 < Z < 5
a) Justifier I'égalité entre variables aléatoires : h(X —rg(X)) = (X —rg(X)) x ]l[X>r5(X)]'
Démonstration.
Soit w € Q.

Deux cas se présentent.
x par définition de la v.a.r. indicatrice ]l[X>TB(X)] ; ]l[X>TB(X)] (w) =1.

Donc :
(X(@) = r5(X)) % Lpysr, (](@) = X(w) —r5(X)

x par définition de t — h(t —rg(X)) : M(X(w) —rg(X)) = X(w) — rg(X).
D’ou :
h(X(w) —rs(X)) = (X(w) =7s(X)) X Lrye, (xy] (W)

« 51 X(w) S 7p(X), alors :

x par définition de la v.a.r. indicatrice ]l[X>TB(X)] : ]l[X>r5(X)] (w) = 0.

Donc :
(X(w) —rg(X)) x 1[x>r5(x)](w) =0

x par définition de t — h(t —rg(X)) : (X (w) —rg(X)) =0.
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Dot :
h(X(w) —rp(X)) = (X(w) = 7s(X)) X Lrye, (xy] (W)
Finalement : Vw € Q, h(X(w) — (X)) = (X(w) —r3(X)) x ]l[X>TB(X)](w).
h(X — Tﬁ(X)) = (X — T@(X)) X ]l[X>rﬁ(X)] 0

b)

Montrer que E(X Z) existe et établir I'égalité :

ES3(X) ~ B(XZ) = —=—E [(X ~ r5(X)) Wy, ) — (1~ £)2)

1-p
Démonstration.
e D’aprés I'énoncé : 0 < Z < 115
Donc, comme | X| est & valeurs positives : 0 < |X|Z < 1—1ﬁ |.X|.
D’ott, comme Z est aussi & valeurs positives :
R e LU

« Démontrons alors que |X| admet une espérance.

D’aprés le théoréme de transfert, | X| admet une espérance si et seulement si l'intégrale im-

+oo
propre / |t| fx(t) dt est absolument convergente.

—0o0

Or, comme X € D, alors X admet une espérance. Cela signifie que l'intégrale impropre

+oo
/ t fx(t) dt est absolument convergente. Enfin, comme f est a valeurs positives :
—0Q

VEeR, [t fx(®)] = [t [fx@)] = [t] fx(?)

On en conclut que | X| admet une espérance si et seulement si X admet une espérance.

Et comme X admet une espérance, il en est de méme de |X|.

e Or, il est précisé dans I’énoncé la propriété suivante :

{ oKUKV { E(U) existe (x)

E(V) existe 0<EWU) <E(V)

La propriété (x) étant vérifiée, et comme |X| admet une espérance, on peut appliquer la
propriété rappelée ci-dessus & U = | X Z| et V = ﬁ]X |.

On en déduit que la v.a.r. | X Z| admet une espérance.

Ainsi, X7 admet une espérance.

« Il s’agit maintenant d’établir 1’égalité énoncée.

Tout d’abord, d’aprés la question 20.a) :

(X = 1500) (U, 0] — (1= H)Z) = (X = 1500) Loy ] — (X = r5(X))(1 - 6)Z

= WX —rp(X)) - (1=B)XZ+ (1= p)rs(X)Z
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o De plus les v.a.r. h(X —rg(X)), XZ et Z admettent une espérance.

Ainsi, la v.a.r. (X — TB(X))(]I[X>TB(X)] - (1- B)Z) admet une espérance en tant que com-
binaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.
Enfin, par linéarité de ’espérance :

E((X = 75(X)) (L yary ) — (1= 8)2))

= E(M(X —rp(X))) — (1 = BE(XZ) + (1 - B)rg(X)E(Z)

= (1= B)(ESH(X) - rslXT) — (1 - BIE(X Z) + (L= ByrgtX] (d’aprés 18.b) et car

E(Z) =1 d’apres I'énoncé)

= (1-8)(BSs(x) —E(X2))

BS(X) ~E(X2) = 15 B((X = rs(0)1 s, ) ~ (1= 5)2))

Commentaire \

o Pour les v.a.r. & densité ou discrétes, la propriété :

X admet une espérance < |X| admet une espérance

est immédiate par définition de I'espérance (comme démontré plus haut).

o Elle est cependant bien moins triviale pour des v.a.r. quelconques puisque ’on n’a
pas accés i une expression explicite de I'espérance.
On peut cependant démontrer 'implication :

| X'| admet une espérance = X admet une espérance

o Détaillons cette démonstration.
On suppose que | X| admet une espérance.

x On commence par définir les v.a.r. suivantes :

Xt = 7’X’+X et X— = 7\X\—X

2 2
La v.a.r. X = max(X,0) est la partie positive de X.
La v.ar. X~ = —min(X,0) est la partie négative de X.
x Par définition de X et X, on a :

0<XT<IX| et 0< X <|X|

Or | X| admet une espérance.
Donc, d’aprés la propriété (xx) de 1’énoncé, les v.a.r. X et X~ admettent des
espérances.

x Enfin, on remarque :
X=X"-X"

Donc X admet une espérance en tant que différence de v.a.r. en admettant une.
\ 7 D
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¢) En déduire que ESg(X) —E(XZ) > 0.
Comment choisir Z pour que ESg(X) =E(XZ)?

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

ESs(X) —B(XZ) = == E((X =1s(X) (A xs,,00] — 1= )2))

Montrons donc :

X
=
>
v
=
>
|
—
)
3
=
o
o
N
=
<
v
>
=
E
|
=
N
E
N
—

Dot : (X(w) = 15(X)) (L, ) @) = (1= HZ()) > 0.
Finalement : Vw € Q, (X(w) — TB(X))(]I[XMB ](w) - (1-8)Z(w)) = 0.

(X = 15(X) (L xspyo0] — (1= B)Z) > 0

Par positivité de ’espérance :
E((X = r5(X) A yspy0) = (1= 8)2)) > 0

De plus : 8 € ]0,1[. Donc > 0.

1
1-p

Ainsi : ESg(X) —E(XZ) > 0.
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Tout d’abord :
ES3(X)-E(XZ)=0

& 5 B((X =m0 o) — (1= 7)2) =0
& E((X = ra(X)) (U ysy, ] ~ (1= B)2)) =0 (car ! 570

(par positivité de ’espérance, car
& (X = (X)) (L oy ) — (1= H)Z) =0 (X —r5(X) (A, )]~ (L~ 5)2)

est une v.a.r. positive)

(car X est une v.a.r. a densité,
= 1[X>7"5(X)] -(1-8)Z=0 donc n’est pas la v.a.r. constante
égale a rg(X))
1

& Z= 1 _IB]I[X>TB(X)]

1
1-p
« Par définition d’une v.a.r. indicatrice : 0 < ll[
<

1-56

1
Dou:0 < Zyp < —.
ou 0 1—6

Vérifions que Zy =

vérifie les deux propriétés énoncées en début de question.

X>rp(X)] < L

1
Donc 0 g m]l[

X>rg(X)]

« Montrons que E(Zp) = 1.
Pour cela, on note : Y = ]l[X>Tﬁ(X)].

x Par définition d’une v.a.r. indicatrice : Y(©2) = {0, 1}.

x Donc la v.a.r. Y suit une loi de Bernoulli de paramétre :

p=P(Y =1]) = P [tpce, 0] =1] ) = BUX > rg(X)]) = 1= Fx(rs(X)) = 1-8

Ainsi : Y — B(1 - f)

On en déduit :

E(Z) = E<1_IﬁY> _ 1_151@(1/) _ l/lﬁg//ﬁ; ~

Ainsi : E(Zp) =1

1
Finalement, en choisissant Zy = 711[

13 , on obtient : ES3(X) = E(XZ)).

X>rg(X))
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21. On note K 'ensemble des variables aléatoires Z sur (2, .27, P) telles que E(Z) =1 et
0<Z<

~X 1 _ 6'
Justifier I'égalité : ESg(X) = max E(X2Z).
€
Démonstration.

« D’apreés la question 20.c¢) :
VT e K, ES3(X) > E(XT)

Cette inégalité est vérifiée pour tout T € K.
D BESp(X) = E(XZ)).
onc : ESp(X) > max (E(X2))

o De plus : ESg(X) =E(XZ)) et Zy € K. Donc : max (E(XZ)) =E(XZ)).
€

Dot : ES3(X) = max (E(XZ))

22. Démontrer que, pour tout 8 € ]0, 1], la fonction ESg est une mesure de risque cohérente sur D.

Démonstration.
Soit 8 € 0, 1].
« On sait déja, d’aprés les questions 15.a) et 15.b) que ESg vérifie (R1) et (Ryp).
e Soit (X,Y) € D? tel que X < Y.
Soit T' € K. Alors, comme T >0 : XT < YT.
Donc, par croissance de 1’espérance :

E(XT) < E(YT) < max (E(YZ))

Cette inégalité est réalisée pour tout T € K.
D’ou : max (E(XZ)) < max (E(Y Z2)).
zZek zZek

D’apres la question précédente, on en déduit :

ESp(X) < ESp(Y)

Ainsi, ESg vérifie (R3).

« Soit (X,Y) € D? tel que X +Y € D.
Soit T' € D. Alors, par linéarité de I'espérance :

E(X +Y)T) = E(XT)+EXYT) < max (E(XZ)) + max (E(YZ))

Zerx Zerx

Cette inégalité est réalisée pour tout 7' € K. D’ou :

max (E((X +Y)2)) < max (E(XZ)) +max (E(YZ))

D’apres la question précédente, on en déduit :

ESs(X +Y) < ESs(X)+ ESs(Y)

Ainsi, ESg vérifie (Ry).

On en déduit que ESg est une mesure de risque cohérente sur D.
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