ECE2 Mathématiques

EDHEC 2016

Exercice 1

On désigne par Id 'endomorphisme identité de R3 et par I la matrice identité de .#5(R).
On note % = (ey, e, e3) la base canonique de R? et on considére ’'endomorphisme f de R? dont la

3 -1 1
matrice dans la base & est : A = (2 0 2) .
1 -1 3

1. Calculer A2 — 4A puis déterminer un polynéme annulateur de A de degré 2.

Démonstration.

3 -1 1 3 -1 1 8 —4 4
e Tout d’abord : A2=(2 0 2| x[2 0 2|=(8 -4 8].
1 -1 3 1 -1 3 4 —4 8

8 —4 4 12 —4 4 4 0 0
e Ainsi : A2—4A=1[8 -4 8] -8 0 8|=(0 -4 o |—4I
4 —4 8 4 —4 12 0 0 -4

‘ A2 4A — —4] ‘

Donc P(X) = X2 — 4X + 4 est un polynéme annulateur de degré 2 de A.

Commentaire \

« Une matrice A € #,(R) posséde TOUJOURS un polynoéme annulateur non nul P.
On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours
un tel polynéme de degré (au plus) n.

e Si P est un polynéme annulateur de A alors, pour tout v € R, le polynéme a P est
toujours un polynéme annulateur puisque :

(aP)(A)=aP(A)=0
Cela suffit & démontrer que A posséde une infinité de polyndémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple Q(X) = (X —5) P(X) est un polynéme
annulateur de A puisque :

Q(A) = (A 51) P(4) =0

« Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

2. a) En déduire la seule valeur propre de A (donc aussi de f ).

Démonstration.
« On remarque que P(X) = X2 —4X + 4 = (X — 2)2. Ainsi, I'unique racine de P est 2.

Or le spectre de A est inclus dans I’ensemble des racines d’un polynéme annulateur de A.

Autrement dit : Sp(4) C {2}.
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Commentaire \

o Les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres
de A. Si c’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au
plus 3!). Par exemple, comme Q(X) = (X —5) P(X) est un polynéme annulateur,
un tel raisonnement permettrait de démontrer que 5 est aussi valeur propre.

o On dit généralement que les racines d’un polynéme annulateur sont des valeurs
propres possibles de A (comprendre qu’elles sont potentiellement des valeurs
propres). Il faut alors démontrer qu’elles sont réellement des valeurs propres.

\.

« Montrons maintenant que 2 est une valeur propre de A (i.e. {2} C Sp(A)).

1 -1 1 1 -1 1
rg 2 =2 2 =1g 21,1-21,12
1 -1 1 1 -1 1
1 -1 1
= dim( Vect (2),(—2),(2) )
1 -1 1

1
= dim( Vect (2) ) = 1<3

1

rg(A —21)

La matrice A — 21 n’est pas inversible, ce qui signifie que 2 est valeur propre de A.

Sp(4) = Sp(f) = {2} |

Commentaire

e On peut aussi affimer que A—2 I est non inversible en remarquant que cette matrice
posséde deux vecteurs colonnes (ou lignes) égaux (colinéaires suffirait).

b) La matrice A est-elle diagonalisable 7 Est-elle inversible ?

Démonstration.
o D’aprés la question précédente, A posséde 2 comme unique valeur propre.

« Supposons par I'absurde que A est diagonalisable.
Il existe alors P € .#3(R) inversible telle que :

2
A=P|0
0

ce qui est impossible puisque A # 2 Is.

S N O

0
o) Pl=P@2L)P'=2PP =21
2

‘ A n’est pas diagonalisable.

« Montrons que A est inversible.
On sait que Sp(A) = {2}. Donc en particulier, 0 n’est pas valeur propre de A.

Ainsi A est inversible.
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Commentaire \

o Il est aussi possible de démontrer que A n’est pas diagonalisable en déterminant la
dimension de E3(A), espace propre associé¢ a 'unique valeur propre 2.
On démontre alors que dim(F2(A)) =2 # 3 (¢f question suivante).

o Concernant l'inversibilité de A on utilise :
A non inversible < 0 est valeur propre de A

On peut aussi démontrer 'inversibilité de A en déterminant son inverse par la méthode
proposée en 5.b).

« Toutes les méthodes donnant le bon résultat sont acceptées. Evidemment, les méthodes
les plus longues produisent une perte de temps et sont pénalisantes a terme.

3. Déterminer une base (u1,uz) du sous-espace propre de f associé a la valeur propre de f.

) |

Démonstration.

« Soit u = (z,y,2) € R3. Notons U = Matg(u) = (

n e r

u € Es(f) = flu)=2u

= (f—21d)(u) =0
= (A-213)U=0

T - y + z = 0
— 2z — 2y + 2z = 0

z — Yy o+ z = 0
Lo < Ly — 2Ly
Ly« Ly— Ly

{2z -y + 2 =0

= {2 =y - 2

On en déduit :
By(f) = {u=(z,9,2) €R® | f(u)=2u}
= {u:(x,y,z)eRS | :U:y—z}
= {(y—2y,2) eR® | yeR, zeR}
= {y-(1,,00+2-(-1,0,1) eR® | y€R, z € R}
= Vect((1,1,0), (~1,0,1))

« Notons u; = (1,1,0) et ug = (—1,0,1). La famille (u1,uz) est :
x génératrice de Ea(f).
x libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.
C’est donc une base de Ea(f).

Ainsi (u1,u2) est une base de Ea(f).
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Commentaire \

« Comme A est la matrice représentative de f dans la base £, alors : Sp(A) = Sp(f).
« Par contre, comme on le voit ici : Eo(A) # Ea(f). En effet :

x le sous espace-propre Ey(A) est un sous-ensemble de .73 1 (R), espace vectoriel dont
les vecteurs sont des matrices de taille 3 x 1.

« le sous-espace propre Eo(f) est un sous-ensemble de R3, espace vectoriel dont les
vecteurs sont des triplets de réels.

X
Ce qu’on peut résumer par : (x,y, z) # (y) .

z

\. J

4. a) On pose ug = e1 + e2 + e3. Montrer que la famille (u1, ug, u3) est une base de R3.

Démonstration.
« Tout d’abord : ug = e; + e2 +e3 = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) = (1,1, 1).
« Montrons que la famille ((1, 1,0),(-1,0,1), (1,1, 1)) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons :
)\1 : (15 170) + )\2 ' (_Loa 1) + )‘3 : (L 1a 1) = (0’070)

Ceci équivaut au systéme :

M — X + A3 = 0

A + X3 = 0

A + A3 = 0

Ly Lo — Ly Al — X2+ A3 = 0
= A2 =0
A 4+ A3 = 0

L Ly— Lo M — X + A3 = 0
<— A9 =0
A3 = 0

<~ { AM=X=X3=0
(par remontées successives)
La famille (u1,u2,us3) est donc libre.
« De plus, Card((u1,us,u3)) = 3 = dim(R3).

(u1,uz,u3) est donc une base de R3.

Commentaire |

o Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille (u1,ug2,us) est un
ensemble qui contient 3 vecteurs. Elle est donc finie, de cardinal 3 (ce qu’on note
Card((u1,u2,us3)) = 3).

o Vect (uy,ug,us) est espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires
des vecteurs (ug,ug2,uz). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de
son cardinal. Par contre, si I'on dispose d’une base (u1,uz, u3) d’un espace vectoriel,
tout vecteur se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner
une représentation finie de cet ensemble infini.

o Les notations : Car T3, u3)) et di 13, 03)) n’ont aucun sens !




ECE2 Mathématiques

b) Veérifier que la matrice T' de f dans la base (u1,us2,us) est triangulaire et que ses éléments
diagonaux sont tous égaux a 2.

Démonstration.

1 —1 1
Notons U; = Matg(uy) = (1), Us = Matg(uz) = ( 0 ), Us = Matg(us) = (1)

0 1 1
o On a démontré précédemment que uy € Fo(f). Ainsi : f(u1) =2-u3 +0-uz + 0 - us.

On en déduit que Mat

m,UQ,US)

~
=<1\
v

o On a démontré précédemment que ug € Fo(f). Ainsi @ f(u2) =0-u1 +2-uz + 0 - us.
0
On en déduit que Mat (y, 4, uy) (f 2
0

1 1
o Matg(f(us)) = Matg(f) x Matg(us) = A x Us = ( 2) < ) ) (
3

On cherche alors a décomposer ce vecteur suivant (Uy, Us, Us).

3 1
Autrement dit, on cherche (a, 3,7v) € R? tel que (4) = ( ) ( ) + - (1) ,
3 1

Ce qui équivaut au systéme :

a — f + v = 3
«a + v =4
B+ v =3
Ly Ly — Ly a — B + 7 =3
—= I} =1
B+ v =
L3« Ly~ Lo a - 6 v 3
= I} =1
vy = 2
Ly« Ly — Ls a — p =1
— I5; =1
yo=
Ly« L+ Ly @ = 2
= 15} =1
vy o= 2

On en déduit que f(ug) =2-ug +1-ug + 2 - us.

2
Et ainsi : Mat(ul7u2’u3)(f(u;3)) = (1)
2

O O N
o N O

Ainsi : T = Mat(ul,u%ug,)(f) = (

[N )
N——
|




ECE2 Mathématiques

¢) En écrivant T' = 21 + N, déterminer, pour tout entier naturel n, la matrice 7" comme combi-
naison linéaire de I et N, puis de I et T.

Démonstration.
Soit n € N*.

00 —1 00 —1 000
eDeplus: N2=[0 0 —2| x [0 0 —2|=1(0 0 0].
00 0 00 0 000

On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2, N¥ = 0.
(on peut aussi noter que pour tout k > 2, NF = N2 NF-2 = x NF-2 = 0)

e Les matrices 21 et N commutent puisque I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.
On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton.

™ = (2I+N)"
. <Z> @Ik NF = 3 (Z) gn—k [n—k Nk

k=0 k=0
(T N(n (car on a :
— 2n—l~cI Nk — < > 2n—k Nk: i .
kgo <k> kgo k VjeN, I'=1)
L /n non (ce découpage est
_ n—k k k
a kzzjo <k> 2 N +W valable carn > 1)
L /n (car on a montré :
— n—k k
- kzo<k>2 N Yk >2, Nk =0)

_ (n) on NO+ <,;l> 2n71 Nl — 9on I+n 2n71 N

e Enfin : 20 T4+02° ' N=Tet7T0=1.
La formule précédente reste valable pour n = 0.

Ainsi, pour tout n € N, 7% =27 +n 2" 1 N,

e De plus, comme N =T — 21, on obtient :
" = 2" T[4+n2" Y (T—2I) = 2" T[4+n2" ' T—-n2" =n2" ' T—-(n-1)2" I

Pour tout n € N, T" =n 2" 1 T —(n—1) 2" I.

Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n

p n
Zuk:Zuk+ Z UL

k=m k=m k=p+1

(la deuziéeme somme est nulle sip =n)
ou (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

« Dans cette question, on est dans le casoitm =0et p = 1.
[’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part. 0
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5. a) Expliquer pourquoi l'on a :
VneN, A"=n2""1A—(n-1)2" I

Démonstration.
Soit n € N. Notons %' = (uy, uz, us)

o Remarquons tout d’abord, a l’aide de la question précédente :
™ = n2n'T—(n—-1)2"1

(par définition

Ainsi (Matg (f))" = n2"~' Maty (f) — (n—1) 2" Matg (Id) " )

(par linéarité de
Uapplication Mat g (.))

= Matg (n2" ! f— (n—1) 2" Id)
Enfin, comme (Matg (f))" = Matg (f™), on obtient :

Matg (f") = Matg (n2" " f— (n—1) 2" Id)
L’application Mat g (.) étant bijective, on en conclut :

fro=n2nl f o (n—1) 2" Id

« En appliquant Matg(.) de part et d’autre de cette égalité, on obtient, a I'aide des propriétés
listées au-dessus :

Matz(f") = n2" ! Matz(f) — (n — 1) 2" Matgz(Id)

Ainsi: A" =n2""t A—(n-1)2" I

Commentaire \

o Il faut comprendre que 'application Matg(.) établit un isomorphisme entre ’en-
semble des endomorphismes de R3 et 'ensemble des matrices de .#3(R).
La base 4 étant fixée, cela signifie que tout endomorphisme de R3 posséde une
unique représentation matricielle dans % et qu’inversement toute matrice de .#3(R)
est la représentation matricielle dans #Z d’un unique endomorphisme.

« Le passage du monde des endomorphismes vers le monde matriciel (application
Mat4(.)) est parfois appelé « passerelle endomorphisme-matrice ».
Le passage du monde matriciel vers le monde des endomorphismes (la réciproque
de Matg(.)) est parfois appelé « passerelle matrice-endomorphisme ».
On peut donc rédiger comme suit.

On rappelle :
T"=n2""'T—(n—-1)2" 1

x Comme T est la matrice de f dans la base %', on en déduit, par la passerelle
matrice-endomorphisme :

fr=n2""tf—(n-1)2"Id

x Comme A est la matrice de f dans la base (e, ez, e3), on en déduit, par la
passerelle endomorphisme-matrice :

A"=n2" 1 A—(n-1)2" 1T
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Commentaire

On pouvait procéder autrement.
Notons Pg g la matrice de passage de la base Z a la base #'. Alors :

A = Matg(f)
= Py X Mat g (f) x Py g = PxTx P!

Par une récurrence immédiate : Vn € N, A = PT" P~

la faire)

A" = PT" Pl =Pm2»'T—(n-1)2" 1) P~}
= n2"'PTP1-(n-1)2nPpP!
= n2"lA-(n-1)2"1

Et ainsi, pour tout n € N, A" =n 2"t A~ (n—1) 2" I.

\.

(la récurrence n’est pas explicitement demandée dans le sujet, il n’est donc pas utile de

Soit n € N. D’aprés la question précédente, T =n 2" T — (n — 1) 2" I. Donc :

7 D

b) Utiliser le polynéme annulateur obtenu & la premiére question pour déterminer A~! en fonction

de I et de A.

Démonstration.
D’aprés la question 1., A? — 4A = —41.

1
On en déduit que ~1 (A%2 —4A) = I. Et ainsi :

Ax <i (A4I)> iy

1
On en conclut que A est inversible, d’inverse : A~! = ~1 (A—41I).

¢) Vérifier que la formule trouvée a la question 5a reste valable pour n = —1.

Démonstration.
Sin = —1, on obtient :

n2"lA-(n-12"1 = (-1)27'"tA—(-1-1)27'T

1 1 1
= (-1)=A—(-2)=1 = —= A+1
= ——(A—-4I) = A™!
4
Ainsi, la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1.




ECE2

Mathématiques

Exercice 2

T
Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f,, par : Vo € [n, 400, fn(x) = / eVt dt,
n

1. Etude de f,.

a) Montrer que f, est de classe C! sur [n, 4+oc[ puis déterminer f!(z) pour tout x de [n, +oo[.

Commentaire

Donner le sens de variation de f,.

Démonstration.
Dans la suite, notons g la fonction g : t — eVi,

« La fonction g est continue sur [n, +oo] car elle est la composée g = g2 0 g1 ou :

x glzt|—>\/fest:

— continue sur [n, +oo| (car n > 0),
— telle que g1([n,+o0[) C R.

x g2 1t — exp(t), continue sur R.

Ainsi, g admet une primitive G de classe C! sur [n, +oo|.
o Soit x € [n,+oo[. Par définition :

fulw) = | " eVidt=[G(t) T =Glr) - Gn)

La fonction f,, est de classe C! sur [n, +00[ car G l'est.

(fn est la somme d’une fonction de classe C' sur [n,+oo| et d'une constante)

e De plus :

fal@) = G'(x) =0 = g(z) = /"

n

Vi € [n, +oof, fl(x) =eV®

« On remarque enfin que f/(z) =eV® > 0.

La fonction f,, est strictement croissante sur [n, +oo|.

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction f,, est la primitive de g sur
[n, 4+o0o[ qui s’annule au point n. On en déduit immédiatement que f,, est C! sur [n, +-oc[
et : Vx € [n,+oo[, fl(x)=g(z).

o L’intérét de la démonstration précédente est qu’elle est plus générale et peut donc étre
adaptée & tous les cas particuliers. Imaginons par exemple une fonction h,, définie par :

Vz € [n,+oo, hp(z) = /w eVt dt = [ G(t) ]:2 = G(2*) - G(n)

La fonction h,, N’EST PAS une primitive de g.
L’expression ci-dessus permet toutefois de conclure que h, est de classe C! sur [n, +oo]
comme composée de x — z2 par G toutes les deux de classe C' sur R. De plus :

Vit _ g, o

Y € [n, +oof, b, (z) = 2z x G'(2%) = 2z x g(2®) =2z e

o Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de dériver sous le symbole
d’intégration. Les tentatives de ce genre révélent une mauvaise compréhension des objets
étudiés. .

J
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b) En minorant f,(z), établir que lim f,(z) = +oo.
T—>+00

Démonstration.
Soit x € [n, +o0.

« Soit t € [n,z]. Remarquons tout d’abord :

(car t — \/t est strictement
croissante sur Ry )

t>n & Vt = n

cart — € est strictement
= e‘/'E > eV ( .
croissante sur R)

vt € [n,a], g(t) = V"

« Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (x > n) :
x x
/ Vidt > / eV dt
n n
I I

fn(x) > eV (x—n) — +oo

T—>+00

En effet, eV >0 et lim (z—n)= +oo.

T—-+00

On en déduit, par théoréme de comparaison : lim f,(x) = +oc.
T—+00

Commentaire

« Dans cette question, il s’agit de déterminer la limite de f,,(z) quand £ — 400 (A n
fixé) et non pas la limite de f,,(x) quand n — +oo (& x fixé).

o Une lecture précise du sujet doit permettre de ne pas faire ce type de confusions.
O

¢) En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté w,, élément de
[n, 400, tel que fr(u,) = 1.

Démonstration.
Soit n € N.

« Notons tout d’abord : f,(n) = / eVt dt = 0.

« La fonction f,, est :
x continue sur l'intervalle [n, +oo],
x strictement croissante sur [n, 4o00].

Ainsi, f, réalise une bijection de [n, +oo[ dans f, ([n, +00]).

fu(ln, +ool) = [fu(n), lim fu(z)[ = [0, +00]

T—+00

« Comme 1 € [0,4+00], on en déduit que 1 admet un unique antécédent w,, € [n,+oo| par la
fonction f,.

Ainsi, il existe un unique réel u,, € [n,+oo[ tel que f,(uy,) = 1. 0

10
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2. Etude de la suite (uy,).

a) Montrer que lim wu, = +o0.
n—-+00

Démonstration.
Soit n € N.
« Par définition de u,, on sait que u, € [n,+oo[. Ainsi, u, = n.

¢« Or:n — +oo.
n—-4o00

Par théoréme de comparaison, lim wu, = 4oo.

nEJroo D

b) Montrer que : Vn € N, e Vun < Up — N < e~ Vn,

Démonstration.

e Soit t € [n,u,]. Remarquons tout d’abord :

(car t s \/t est strictement
croissante sur Ry )

n<t<u & yn<Vt< Ju,

(car t — €' est strictement

& eVn < eVt < eVvn .
croissante sur R)

Vi € [n,ug, eV < g(t) < eVin

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (u, > n) :

/ eV dt </ e\/zdtg/ eVin gt
I

n

eV (u, —n) < frn(up) < eV (u, —n)

o Ainsi: eV? (up, —n) < 1.

Par multiplication par e=V™ > 0, on obtient : u, —n < e~ V7"

e Bt :1<eV® (u, —n).

Par multiplication par e"V¥" > 0, on obtient : e” V¥ < u, —n

O

3. a) Utiliser la question 2.b) pour compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles permettent
d’afficher un entier naturel n pour lequel u, — n est inférieur ou égal a 10~%.

{52 S U R R
[=}
Il

11
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Démonstration.

o D’aprés ce qui précéde :
Vn € N, un—nge_\/ﬁ

« Afin de trouver un entier n tel que u, —n < 1074, il suffit de trouver N € N tel que :
e_‘/N < 1074
« On obtient alors, par transitivité :
uy — N < e*‘/]v < 1074

« Il s’agit donc de trouver le premier entier N tel que e VN <1074
Pour ce faire, on teste successivement tous les entiers naturels.
On arréte l'itération deés le premier entier qui satisfait cette relation.

while exp(-sqrt(n)) > 10" (-4)
n=n+1

[N SR N

end

Commentaire |

o La terminaison du programme présenté est assuré par le fait que e Vn —+> 0.
n—-+0oo

Ainsi, pour tout £ > 0, il existe N € N tel que : Vn > N, e V" < e.
C’est notamment vrai pour € = 1074

o L’énoncé original contenait une coquille sans gravité. En effet, la quesiton posée
demandait de trouver le premier n tel que v, est inférieur ou égal a 104,

Or, la suite (v,) n’est introduite qu’en question 4. -

b) Le script affiche 'une des trois valeurs n = 55, n = 70 et n = 85.
Préciser laquelle en prenant 2,3 comme valeur approchée de In(10).

Démonstration.

e On cherche & déterminer 'entier N précédent. Or :

(car x — In(x) est strictement

e <10 & —v/n<In(107%) 41n(10) croissante sur R )

& /n > 4In(10)

(car x — x? est strictement

2
>
& n>(4n(10)) croissante sur [0, 400[)

Ainsi, le premier entier vérifiant la relation : e~V < 10~* est 'entier N = [(41n(10))?].
(ot x — [x] désigne la fonction partie entiére par exces)
« Cherchons maintenant une valeur approchée de (4 1n(10))2.
D’aprés I’énoncé : In(10) ~ 2,3, donc 41n(10) ~ 9,2 > 9.
On en déduit :
(41n(10))* > 9% = 81

La seule solution possible parmi celles proposées est n = 85.

Le script affiche n = 85. 0

12
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4. On pose v, = U, — n.
a) Montrer que lim v, =0.
n—+o0o
Démonstration.
Soit n € N.
« D’aprés la question 2.b), e Vi < up —n < eV, Autrement dit :

e Vin Ly, eV

e Or:

« lim e V2= lim e “=0.
n—-+4oo u—r—+00

En effet : lim /n = +oo.

n—-+40o

x llm e V% = Jlim e *=0.
n—-+4o0o u—r—+00

En effet, on rappelle que nll)r_ir_loo Uy, = +00 (question 2.a)) et donc : nll)r_{loo /Uy = +00.

Par théoréme d’encadrement, lim wv, = 0.
n—-+o0o O

b) Etablir que, pour tout réel = supérieur ou égal & —1, ona: /I +z <1+ g
Démonstration.
« Notons h la fonction définie sur [—1, +oo] par :

hz)=v1+z

« La fonction h est de classe C2 sur | — 1, +o0[ et, pour tout # € | — 1, +oc[, on a :

1 3 —1 1 -1 1
et W'(x)=--(1+2)2=— —— = =
(@) 4( ) 4 (1+J;)% 4 (1+2)Vi+zx

N[

W)= (+a)

Or:1+4+ 2z >0et donc 1+ x>0.0On en déduit :
Vz €]—1,+00], h'(z) <0

« La fonction h est donc concave.
Sa courbe représentative est donc située en dessous de ses tangentes.
En particulier, elle est située en dessous de sa tangente au point d’abscisse 0. Ainsi :

Vo € [-1,+o00[, h(z) < h(0)+ A(0) (z —0)

1 1
Enfin : h(0) =v14+0=1 t W)= —x==—.
pin s O) = VEHO=1 e W= 5T

Vo € [—1,400], \/1+x<1+§

Commentaire \

o On a dérivé h grace a lécriture : h(z) = (1 + x)%
Il faut savoir passer d’une écriture & ’autre dans les calculs.

o Le membre droit de I'inégalité souhaitée est un polynéme de degré 1. Sa représenta-
tion graphique est une droite. C’est ce constat qui doit faire penser a une inégalité
de convexité.

« Sion ne pense pas a utiliser une propriété de convexité, on peut aussi résoudre cette

X
question en étudiant le signe de la fonction = +— 1 + 5~ V1+ .
O]

13
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v
¢) Vérifier ensuite que : Vn € N* e7Vir > e_\/ﬁexp <— Z )
2y/n
Démonstration.
Soit n € N*.

« Remarquons tout d’abord :

e Vin > e Viexp <_22\};ﬁ> & e VU >exp <—f— 21\);%)

Up, (car x — In(z) est strictement
_ > _
< Vin 2 vn 2\/n croissante sur R% )

& \/ﬁ< +2n (car \/n>0)
& u—"\1+v—"
n 2n
o v"+n\1+v—”
n 2n

v v

« En appliquant le résultat de la question 4.b) & x = — (ce qui est licite car — > 0 > —1), on
n n

démontre la derniére inégalité.

Par raisonnement par équivalence, la premiére inégalité ’est alors aussi.

(Y

n
2N
‘

o Le mode de raisonnement le plus habituel est celui par implication : on part d’une
hypothése et par une suite logique de propositions, on aboutit au résultat souhaité.

Vn e N*, e Vin > e Viexp (—

« Ici, on raisonne par équivalence : on démontre que le résultat souhaité a la méme
valeur de vérité qu'une proposition plus simple & démontrer. Le fait que I’on travaille
par équivalence permet de s’assurer que I’'on peut remonter de cette proposition jus-
qu’au résultat. Ce mode de démonstration est adapté a cette question car le résultat
& démontrer ne semble pas directement impliqué par une hypothése & disposition.

o Le programme officiel interdit I'utilisation du symbole < comme abréviation.
L’utilisation de ce symbole n’est pas neutre et doit étre réservée au mode de rai-
sonnement par équivalence.

14
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d) Déduire de I'encadrement obtenu en 2.b) que :

Démonstration.
Soit n € N*.

o D’apreés la question 2.b) :

e Vn > u,—n = e Viun

e Or, d’aprés la question 4.a), lim v, =0.
n—-+o0o

Un

Un

2v/n

= exp (—

Uy — N~

e vV,

n—-+oo

v

ey

On en déduit que lim — =0 et donc : lim
n—+o00 2\/ﬁ n——4o00
. . . N 5 . Up — N
Ainsi, par théoréme d’encadrement, lim =1
n——+oo e—\/ﬁ
Uy — N~ e_\/ﬁ
n—-+oo

Exercice 3

) (d’apres la question 4.c))

exp <—22\}7/%> =) =1.

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace proba-

bilisé (€2, <7, P). On désigne par p un réel de |0, 1].

On considére deux variables aléatoires indépendantes U et V', telles que U suit la loi uniforme sur

[—3,1], et V suit la loi uniforme sur [—1, 3].

On considére également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V, dont la loi est donnée

par :
P(Z=1))=p et P(Z
Enfin,on note X la variable aléatoire, définie par :
U(w)
Yw e Q, X(w) =
Vi(w)

=-1))=1-p
si Z(w) =1
si Z(w) =—1

On note Fx, Fy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.

1. Donner les expressions de Fy(z) et Fy (x) selon les valeurs de x.

Démonstration.
« D’aprés I'énoncé, U — U([-3,1]).

Ainsi, pour tout z € R, Fy(x

)=

0

T+3

1

six < —3
siz e [-3,1]
siz>1

15
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o D’aprés I’énoncé, V — U([—1, 3)]).

Commentaire \

0 siz < —1
T+ 1

Ainsi, pour tout z € R, Fy(z) = stz e [—1,3]

siz >3

« Une bonne connaissance du cours est une condition sine qua non de réussite au concours. En
effet, on trouve dans toutes les épreuves de maths (méme pour les écoles les plus prestigieuses),
des questions d’application directe du cours.

« Ici, il suffit de connaitre la fonction de répartition d’une variable U — U([a, b]) (avec a < b) :

0 siz<a
Fy:z— - si x € [a, b
b—a
1 sixz>b
L ny
2. a) Etablir, grace au systéme complet d’événements ([Z = 1],[Z = —1]), que :
Ve €R, Fx(z)=p Fy(z) + (1 —p) Fv ()

Démonstration.
Soit x € R.
La famille ([Z =1],[Z = —1]) forme un systéme complet d’événements.

b)

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :
B(X <al) = B(Z=1]
1]

— B(Z=1)xB(U<a]) + B(Z=—1))xB(V <a])

nix<z) + P( Jn{x
N

< Z=-1n[X <
U<a) + P(Z=-1n[V<

x])  (par définition de X )

(car Z est indépendante

deU et deV)
= pxP([U < =) +  (A=p)xP(V<a)
= p x Fy(z) + (1—p) x Fy(z)

Ainsi, pour tout z € R, Fx(z) =p Fy(z) + (1 —p) Fy(x).

Veérifier que X () = [—3, 3] puis expliciter Fx(x) dans les cas :
r< -3, —-3<z<-1, —-1<z<]l, 1<2<3 et z>3

Démonstration.
o Soit w € . Deux cas se présentent.
— Si Z(w) =1 alors, par définition, X (w) = U(w).

Comme U < U([-3,1]) alors U(w) € [-3,1].
Dans ce cas, X (w) € [-3,1].

16
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— Si Z(w) = —1 alors, par définition, X (w) = V(w).
Comme V — U([-1,3]) alors U(w) € [—1,3].
Dans ce cas, X (w) € [—1,3].

Ainsi, pour tout w € Q, X (w) € [-3,1]U[-1,3] = [-3,3].

On en conclut : X(Q) C [-3,3].
~

o On peut supposer ici qu'une argumentation moins formelle serait acceptée par le
correcteur. Comme X prend les mémes valeurs que U ou V (selon les valeurs prises
par Z), on peut écrire :

X(Q)cUuuv(Q) =[-3,1]u[-1,3] =[-3,3]

« On peut aussi supposer qu’une disjonction de cas écrite sans les w (cas Z = 1 et cas
7Z # 1) serait acceptée. Cependant, il faut bien comprendre que toute v.a.r. Z est
une application Z : Q — R. Ecrire « si Z = 1 » signifie donc que I’on considére tous
les éléments w € Q) tels que Z(w) = 1 c’est a dire tous les éléments w qui réalisent
I’événement [Z = 1].

« Une derniére possibilité est d’écrire la rédaction (correcte) suivante :

— si'événement [Z = 1] est réalisé alors X prend la méme valeur que U, v.a.r. qui
prend ses valeurs dans [—3, 1].

— si événement [Z = —1] est réalisé alors X prend la méme valeur que V, v.a.r.
qui prend ses valeurs dans [—1, 3].

Ainsi, X prend ses valeurs dans [-3,1] U [-1,3] =[-3,3].

e Soit z € R. Plusieurs cas se présentent.
— Siz < —3alors [X <z]=2a.
On en déduit que Fx(x) =P([X < z]) =0.
— Siz € [-3,—1] alors, d’aprés la question précédente :

z+3 T+ 3
+(1—-p)x0 =p

Fx(z) = pFy(z)+(1—p) Fv(z) = p

4 4
— Siz € [-1,1] alors, d’aprés la question précédente :
z+3 z+1 r+2p+1
Fx(x) = p Fulo) +(1-p) Fo() = p 232 4 p2ht = 202
— Six € [1,3] alors, d’aprés la question précédente :
z+1 r+1
Fx(z) = pFu(@) +(1=p) Fv(2) = px14+(1-p) —— = p+(1-p) —
— Siz >3 alors [X <z] =Q.
On en déduit que Fx(x) =P([X < z]) = 1.
( 0 six < —3
3
v stz e [-3,-1]
4
r+2p+1 .
On en conclut que, pour tout x € R, Fx(x) = — six e [-1,1]
T+ 1 .
p+(1—p) 1 stz e [l,3]
L 1 six >3 Hl
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¢) On admet que X est une variable a densité. Donner une densité fx de la variable aléatoire X.

Démonstration.
o La fonction F'x est :

x continue sur R.
En effet, elle est de classe C° (méme C*) sur | —o0, —3[U]—3, —1[U]—1,1[U]1,3[ U]3, +-o0[
car polynomiale sur chacun de ces intervalles.
De plus, elle est continue en —3 car :  lim Fx(x) = Fx(—3)= lim Fx(z)=0.
z—(—=3)~ z—(=3)*
De la méme maniére, elle est aussi continue en —1, 1 et 3.
« de classe C! sur | —oo0,—3[ U] —3,—1[U]—1,1[U]1,3[ U3, +oo] =R\ {-3,-1,1,3}.
Ainsi, X est une variable a densité.

o Afin d’obtenir une densité fx, on dérive F'y sur les intervalles ouverts.
Soit x € R. Plusieurs cas se présentent :

< siwe] =3, =1 alors fx() = F(w) = 7.
1
«size] =11 alors fx(z) = Fy(r) = 1.
1-p

x siz € |1,3[ alors fx(z) = Fi(z) =

x si x € ]3,400[ alors fx(z) = Fi(z) = 0.
1 1
Enfin, on choisit, par exemple, fx(—3) =0, fx(—1) = 7 fx(1) = 2 et fx(3)=0.

(0 siz<—3
g size]—3,—1]
- 1 .
Ainsi, pour tout z € R, fx(z) = 1 six e [-1,1]
1
Tp sixell,3
L 0 six >3

Commentaire

Il faut bien comprendre qu’on peut prendre n’importe quelle valeur positive pour f,
en —3, —1, 1 et 3. On peut ainsi construire une infinité de densités de Y,,.
C’est pourquoi on parle d'une densité.

d) Etablir que X admet une espérance E(X) et une variance V(X), puis les déterminer.

Démonstration.
—+00
e La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si 'intégrale impropre / t fx(t) dt

o
est absolument convergente, ce qui équivaut & démontrer la convergence pour les calculs de
+0o0

moment du type / t" fx(t) dt.

—00
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o Remarquons tout d’abord :

/+OO
—0oQ

car f est nulle en dehors de [—3, 3].

t fx(t) dt

I

t fx(t) dt

« La fonction ¢ — t f(t) est continue par morceaux sur [—3, 3].
3

On en déduit que /
-3

t fx(t) dt est bien définie et que X admet une espérance donnée par :

+o0
B = [t
B 1 1 3 J +o00
_WJr/ /1t4dt+/1t dt + 0 dt
B2 R 1t R el L
GRS )
= P () - )+ R @ 1)
— 2(1—9 +%g,/rj+— 9-1)
= L (-8p+8(1-p)
= —p+(1-p =1-2p

« De méme, la fonction ¢t — t? f(t) est continue par morceaux sur [—3,3]. On en déduit que

3
/ t2 fx(t) dt est bien définie et que X admet un moment d’ordre 2 donné par :
-3

By = [ et ar

1 3 1 +o0
- WJF/ t2dt+/ 2dt+/ 22— Lar 0 dt
4 . 4
P 1 [ 1—p [t 3
Ll
1|3, a3, e 3],
P 3 3 L3 P a3 3
= o - ~ (13— Py
(1)~ (-8)%) g (10— (1)) + P (3 - 1)
P i+ P or—n = L @6pr2+2601-p)
T2 12 12 TR P
1 14 7
= ;(Bp+1+13(1-p) = 6@%““3 13p) = & = 3
o Enfin, d’apreés la formule de Koenig-Huygens :

7 4
V(X)ZE(X2)—(E(X))2Zg—(l—Qp)2=g—(1—4p+4192)=§+4p—4p2
o 4 9

Ainsi, E(X)=1—-2p et V(X):§+4p—4p.
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Commentaire \

Revenons sur I’hypothése de continuité par morceaux.
« Tout d’abord, il faut se rendre compte que la fonction h : ¢t — ¢ fx(t) N’EST PAS
continue sur [—3, 3]. En fait, elle n’est pas continue en —3, ni en —1, ni en 1, ni en
3. Par contre h est continue sur | — oo, =3[, | —3,—1[, | — 1,1[, ]1,3] et |3, +o0].

-1
o Pour autant, cela ne signifie pas que 'intégrale / h(t) dt est impropre.
3

En effet, la fonction h|j_s _j (restriction de h sur Iensemble ] —3,-1]) :
x admet une limite finie en —3 (égale & —3 §),

x admet une limite finie en —1 (égale a —%).

Ainsi, h|j_3 _1[ est prolongeable par continuité en une fonction continue sur [—3,—1]
-1
ce qui justifie que l'intégrale / h(t) dt est bien définie.
-3
Mais c’est la fonction h|j_3 1| qui est prolongée par continuité et en aucun cas h

(ce qui n’aurait pas de sens : la fonction h est définie en —3 et en —1, il n’y a pas
lieu de la prolonger en ces points).

o La notion de continuité par morceaux décrit complétement cette situation :

x h est continue sur les intervalles ouverts | — oo, =3[, | =3, —1[, | — 1, 1], |1, 3[ et
13, +o0[ (ici, elle n’est pas continue en —3, —1, 1, 3).

% h admet une limite finie & gauche en tous ces points.
% h admet une limite finie a droite en tous ces points.

(la limite & gauche est éventuellement différente de la limite a droite)
Ainsi, h est continue par morceaux sur [—3, 3].

\. J D

3. On se propose de montrer d’une autre fagon que X posséde une espérance et un moment d’ordre 2
puis de les déterminer.

a)

Vérifier que l'on a :

Démonstration.
Soit w € 2. Deux cas se présentent.

e Si Z(w) =1 alors X(w) =U(w) et :

Uw) 2D 4y 2 ) T v T i) = x ()

e SiZ(w)#1alors Z(w) = -1, X(w) =V(w) et :

2
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b) Déduire de I’égalité précédente que X posséde une espérance et retrouver la valeur de E(X).

Démonstration.

« Notons tout d’abord que U et V admettent une espérance car elles suivent des lois uniformes.

De plus :
-3+1 -143
EU)= 2"l e EBv)= 22
2 2
1+7 1-Z7
e Les viar. Z, J; et 5 sont finies donc admettent une espérance. De plus :

B(Z)= $ sB(Z=:) = 1R(Z =) +1R(Z=1) = —(1-p)+p =21

Et par linéarité de ’espérance :

o(122)
E<122>:;UMU—E@»=

5 (E()+E(Z) = 5 ((+2 - 1) =p

1
(1-2p+1)=1-p

O |

e Les v.a.r. U et Z sont indépendantes.

Par le lemme des coalitions, on en déduit que les v.a.r. U et sont indépendantes.

1+Z2

On en déduit que la v.a.r. U admet une espérance comme produit de v.a.r. indépen-

dantes admettant une espérance. De plus :

]E(U 1—;Z> = E(U)E<H2Z> =-p

e De méme, les v.a.r. V et Z sont indépendantes.

Par le lemme des coalitions, on en déduit que les v.a.r. V et sont indépendantes.

1-Z

On en déduit que la v.a.r. V admet une espérance comme produit de v.a.r. indépen-

dantes admettant une espérance. De plus :

E<V1_22> _ E(V)E(l_zz)—l—p

o Enfin, d’aprés la question précédente, X s’écrit comme la somme de deux v.a.r. qui admettent
une espérance. On en déduit que X admet une espérance. Par linéarité, on obtient :

1+Z7 1-Z7
E(X) = ]E(U +2 +V = >

1+ 7 1-2
= E(U—=)+E(V —=
(v 557)+=(v57)

= —p+(1-p=1-2p

On retrouve bien que X admet une espérance et que E(X) =1 — 2p. 0

21



ECE2 Mathématiques

c¢) En déduire également que X posséde un moment d’ordre 2 et retrouver la valeur de E(X?).

Démonstration.
On proceéde comme dans la question précédente.

o Tout d’abord :

1+7 1-27\? 1+2\?2 1— 272 1—27\?2
X2 = - = -~ = - = —
<U 5 +V 5 > <U 5 >+UV T+ 1% 5
1427 + 72 1— 72 1—27+ 72
— U2%+UV . +V2+

Or, comme Z(2) = {—1,1}, Z%(Q) = {1} et ainsi Z2 = 1 (Z? est la variable constante égale
a 1). On en déduit :

1+27+4+1 1 1-27+1
X2 = 2 gy py2 T2t
4 4 4
14+Z 1-Z
— U2 V2
2 + 2

e Les via.r. U et V, qui suivent des lois uniformes, admettent un moment d’ordre 2 puisqu’elles
admmettent une variance. On peut déduire de la formule de Koenig-Huygens :

E(U2):V(U)+(E(U))2:(1_1(2_3))2+(1)2:£+1:§+1:;
E(v2)=V(V)+(E(v))2:(3—1<2—1>>2+12:£+1:;

1+Z

e Les var. U?, admettent une espérance et sont indépendantes.

On en déduit que la v.a.r. produit U? admet une espérance, donnée par :

o 14+2Y\ 9 1+Z\ _ 7
]E(U —5— =E(U®) E — ) =37

e Les var. V2, admettent une espérance et sont indépendantes.

1-Z
On en déduit que la v.a.r. produit V2 — admet une espérance, donnée par :

E <V2 1—22> —E(V?)E <1_22> =§ (1-p)

o X? admet une espérance car est la somme de v.a.r. qui admettent une espérance.
Enfin, par linéarité de ’espérance :

1+2 1-2 1+2 1-2
E(X?) = E<U2J; +VE ):E<U2J; >+E<V22 )

= §p+g(1—p)=§(p+(1—p))=§

7
La v.a.r. X admet un moment d’ordre 2 et E(X?) = 3 =
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4 a)

b)

Soit T" une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p.
Déterminer la loi de 27" — 1.

Démonstration.
e Comme T — B(p), T(2) = {0,1}. On en déduit :

QT -1)(Q) = {2u—1|ueT(Q)}
= {2x(-1)-1,2x -1}
= {-1,1}

2T -1)(Q) ={-1,1}

e De plus :
PRT-1=-1]) = P(2T'=0)) = P(T'=0]) = 1-p

BT —1=1)) = B(2r=2) = B([T=1)) = p

Ainsi, 2T — 1 et Z suivent la méme loi.

Commentaire

o Dire que deux v.a.r. discrétes Z; et Z5 suivent la méme loi ne signifie pas que Z; = Zs.
Cela ne signifie pas non plus que P([Z] = Z5]) = 1.
Cela signifie simplement :

x Z1(Q) = Z2(9),
x Vz € Zl(Q), P([Zl = Z]) = P([ZQ = Z])

o Comme Z(Q2) ={—-1,1} #{0,1}, la v.a.r. Z ne suit pas une loi de Bernoulli.
De maniére générale, une v.a.r. qui ne prend que deux valeurs ne suit pas pour autant une

loi de Bernoulli. Pour que ce soit le cas, il faut que ces deux valeurs soient 0 et 1.

\.

J

On rappelle que grand(1,1, 'unf',a,b) et grand(1,1, 'bin',p) sont des commandes Scilab
permettant de simuler respectivement une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur
[a, b] et une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p.

Ecrire des commandes Scilab permettant de simuler U, V, Z, puis X.

Démonstration.

o Pour simuler les v.a.r. U, V et T, il suffit d’utiliser les instructions données.

1 U = grand(1,1,'unf',-3,1)
2 V = grand(1,1,'unf',-1,3)
3 T = grand(1,1,'bin',p)

o Pour les v.a.r. Z et X on utilise les questions 3.a) et 4.a).

Z
X

2xT -1
Ux (1+42)/2 + V % (1-2)/2

lov b~
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Commentaire \

o Ces quelques lignes ne sont utilisables que si p est préalablement défini. Pour ce
faire, on peut ajouter une ligne : p = input('Entrer une valeur pour p : ')
en début de programme afin que I'utilisateur entre une valeur pour p.

Une autre maniére de régler ce probléme est de transformer ce programme en une
fonction de paramétre p.

o Dans le programme, on a écrit : Z = 2 x T - 1. Autrement dit, on a décidé de
simuler la v.a.r. Z en lui donnant pour valeurs celles d’une v.a.r. qui suit la méme
loi. Au-dela de la v.a.r. , c’est ici la loi qu’on cherche & simuler. Ainsi, n’importe
quelle v.a.r. qui suit cette loi fait ’affaire.

e Comme dit précédemment, la v.a.r. Z ne suit pas une loi de Bernoulli.
Toutefois, on a vu en question précédente :

P(Z=-1)) = P(T=0)) = 1-p et PB(Z=1)) = P(T=1)) = p

On peut exploiter ce point pour écrire Z & ’aide d’une structure conditionnelle :

1 T = grand(1,1,'bin',p)
2 1f T == 0 then

3 Z = -1

4 else

5 Z =1

¢ end

o Une fois U, V et Z codées, on peut aussi coder X en se servant de sa définition initiale.

5 1f Z == 1 then
6 X=0U
7 else
8 X=YV
9 end
\ J

Probléme

Partie I : Questions préliminaires.

Dans cette partie, z désigne un réel élément de [0, 1].

n
1. a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, x], simplifier la somme > #P~1.
p=1

Démonstration.
Soit n € N* et soit t € [0, x]. Par conséquent, t < x < 1 et donc ¢t # 1. Ainsi :

n n—1 1—¢
> =1 — St =
p=1 p=0 L—t
n 1—-t"
Vn e N* vt e [0,z], > ! =
p=1 1—-1 O
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t’l’b
1-1¢

n P xT
b) En déduire que : i —In(l —z) — / dt.
p=1 P 0

Démonstration.

n
« La fonction ¢ + Y #*~1 (polynéme de degré n — 1) est continue sur [0, z]. Il en est donc de

p=1
n

méme de la fonction ¢t —

puisque ces deux fonctions coincident sur [0, x].

e On déduit de la question précédente :

z n x 1—1" x 1 x tn T
/ Sl a4 — / gt — / g — / gt (par) .lm,earzt.e
0 \p=1 o 11—t o 1—1t o 1—t de lintégration)

@ oo (car1—t>0
N _“n(l_t”ﬂ_/o l—tdt puisque t < 1)

— —(n(-o) - ) - [

On remarque enfin, par linéarité de l'intégration :

/Oz <§3 tp‘1> dt:pfjl Om =y [ZL -y

p=1 p=1

n D T tTL
VxG[O,l[,VnEN*,Zx——ln(l—:L')—/ dt
p=1 p 0 t

T n

¢) Etablir par encadrement que l'on a : lim dt = 0.

n—+oo Jg —t

Démonstration.
Soit t € [0, z]. Ce qui signifie que 0 < t < x.

« Tout d’abord, par croissance de la fonction élévation a la puissance n sur Ry :

0Lt <"
o D’autre part :
comme 0<t<zx
alors 0> —-t>—x
et 121—-t>21—2z
1 1 (par décroissance de
fi 1< < . .
e S1-t T 1-z la. fonction inverse sur RY.)

o Toutes les quantités étant positives, on déduit des deux précédentes inégalités :
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n

« La fonction t —

; est continue sur [0, z].

Ainsi, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

x " T n n T n+1
0</ dt</ T ogp= " / 1dt="2
0 1—1¢ 0 1—=z 1—=x 0 1—=x

. Or :
x lim 0=0,
n—-+4oo
n+1
x lim =0 car, comme x € [0,1[, z""1 — 0.
n—+oo 1 — n—+00

n

x
On en déduit donc, par théoréme d’encadrement, que / dt admet une limite lorsque
0

n tend vers +o00, et que cette limite est nulle.

X n
vz €[0,1], lim

n—+oo g —t

dt =0

Commentaire

Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de passer a la limite
sous le symbole d’intégration. Les tentatives de ce genre révélent une mauvaise com-
préhension des objets étudiés.

O
“+o0o xk
d) En déduire que : — = —1In(1 —x).
k=1 F
Démonstration.
Soit x € [0,1] et n € N*
P
« D’aprés la question 1.b), > T admet une limite finie lorsque n — +o0o car s’écrit comme la
p=1 P
somme de deux quantités ayant une limite finie.
o Par passage a la limite, on en déduit :
n .13 x tn
— = —In(1- — dt
; ’ n(l —x) /0 T3
1 i i
£ ¥ +
8 i 8 l 8 i
+00 P
Z — = —In(1-=2) 0
+00 P
On en déduit : Z — =—In(1 —x).
O
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2. Soit m un entier naturel fixé. A I'aide de la formule du triangle de Pascal, établir 'égalité :

q k 1
b \TT m—+1
Démonstration.

L’entier m étant fixé, démontrons par récurrence : Vg > m, P(q)

7w £ ()= ()

1) Initialisation :

m k m
° D, t : == = 1

1
o D’autre part : (m+ ) =1.
m+1

D’ot P(m).
2) Hérédité : soit ¢ > m.

. . q+1 k q + 2
Supposons P(q) et démontrons P(q+ 1) (i.e. Y = ).

m m+1

k=m

20 - 2000

g+1 g+1 (par hypothése
+ .
m+1 m de récurrence)

Tout d’abord :

D’ou P(g+1).

q+2 (par la formule du
m+1 triangle de Pascal)

Par principe de récurrence : Vg > m, P(q).

O

3. Soit m un entier naturel non nul. On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires, mutuel-
n

lement indépendantes, suivant toutes la loi géométrique de paramétre x, et on pose S, = > Xj.

a) Déterminer S, (Q2) puis établir que, pour tout entier k supérieur ou égal a n + 1, on a :

k—1

P([Snt1=k]) = 22 P([Sn =j]1 N [Xn41 =k —J])

j=n

Démonstration.

« Pour tout k € N*, X;,(Q2) = [1, +oo[. Ainsi, pour tout w € Q :

Sulw) = 2 Xplw) > X1 =n
k=1 k=1

On en déduit : S,(2) C [n, +oof.
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Commentaire \

Cette question améne une remarque sur la notation X () lorsque X est une v.a.r.
« Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggére, X (Q2) est I'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X (92) n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X©Q) = {X(wlweq}
= {z€eR|weQ, X(w) =1}

« Il faut bien noter que, dans la définition de X (2), aucune application probabilité P
n’apparait. Méme si cela ne correspond pas directement & la définition, il est d’usage
courant de confondre, dans le cas des v.a.r. discrétes, I’ensemble de valeurs possibles
de la v.a.r. X (i.e. ensemble X (€2)) et 'ensemble des valeurs que X prend avec
probabilité non nulle (dans le cas ot X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est
appelé support de X et est noté Supp(X)).

o C’est certainement ce que le concepteur du sujet a en téte dans cette question. Les
v.a.r. X étant indépendantes, il est aisé de démontrer que S,, peut prendre toutes
les valeurs de [n, +oo[ avec probabilité non nulle. Si on accepte la confusion entre
X () et Supp(X), on peut alors rédiger comme suit.

Rappelons que S, = > Xj. Or, pour tout k € N*, X (Q) = [1, +oo[.

k=1
Les variables X}, étant mutuellement indépendantes, on en déduit :

$(©) = [, +0]

« La famille ([S, = j] )j e[ toof forme un systéme complet d’événements.

Soit k > n + 1. Par la formule des probabilités totales :

B((Suii=k) = 5 P(Su=4] N [Suss =)

j=n

- +§°j° P([Sn = 7] N [Sn+ Xpnt1 = K])

= %OP([Sn:j] N [Xpy1 =k —J])

— +ij P([Sn =J] N [Xny1 =k —j])

j=n
k—jeXn1(Q)

“+o00

=% —j)) (car [Xop1=k—j]=2)
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b)

La derniére ligne est obtenue en constatant :

k—j€ Xny1(2) =N 1<k—j j<k—1
= = o {n<j<k-1
< n <

j € [n,+o0] n<j j
Wk 4L B([Sne = K) = 5 B(Sn =] N1 [Xnsr =k~ J))
j=n

Commentaire

o Il est fréquent, lors de I’étape de restriction des indices de la somme de tomber sur
une contrainte s’exprimant par deux inégalités :

a<i<bET c<i<d of1(a,b,c,d)€(ﬁ)4

ot R = RU {—00, +00}. On pourra alors utiliser le résultat suivant :

(a<i<bET c<i<d) < max(a,c)<i<min(b,d)

(a gauche c’est le plus grand élément qui contraint le plus, a droite c’est le plus petit
élément qui contraint le plus)

o On peut alors rédiger comme suit :

k—j € Xns1(Q) = N* 1
) =
J € [n,+oo]

En déduire, par récurrence sur n, que la loi de S, est donnée par :

vh e o, +ool, B(S =K = (£ 1) a" (1=t

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n)

ou P(n) : Vk € [n,4oo[, P([S, =k]) = <
1) Initialisation :

Soit k € [1,+o0].

o D'une part : P([S; = k]) = P([X1 = k]) = (1 — 2)* 1 2 car S1 = X1 — G (z).

T: 1) o (- = (kgl> 2' (L—a)bt = (1 —a)h L.

o D’autre part : (
D’ou P(1).

2) Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1)

(i.e. Vk € [n+ 1, 4+o00[, P([Sps1 = k]) = (k;l) 2"+ (1 — x)k—(n+1))_
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Soit k € [n+ 1, +oo[.

P([SnJrl = k])

(car Sy et X1
sont indépendantes (*))

(par hypothése
de récurrence)

(car Xp+1 = G (x))

(car ™1 (1 — 2)k—n=1 est
ndépendant de l'indice de
sommation j)

(d’apres la question 2. avec
g=k—2,m=n—-1)

D’ou P(n+1).

(*) En effet, X,, 1 est indépendante de X3, Xo, ..., X,,.
On en déduit, par le lemme des coalitions, que X,,4+1 est indépendante de X1 + ...+ X,,.

Par principe de récurrence : Vn € N*, P(n).

¢) En déduire, pour tout x de ]0,1[ et pour tout entier naturel n non nul :

Démonstration.

S () a-ar=n

k=n n—1

Soit = € )0, 1] et soit n € N*.

La famille ( [S, = k] )

On en déduit :

et A [ }
I forme un systéme complet d’événements.

(d’apres la
question précédente)

b <k - 1) 2 (1 — g)bn

k=n n—1

1
On en déduit, en multipliant de part et d’autre par —
x

(2] a-ar=

h=n \n—1 T
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d) On rappelle que la commande grand(1,n, 'geom',p) permet & Scilab de simuler n variables
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi géométrique de paramétre p.
Compléter les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent la variable aléatoire S,.

1 n = input('entrez une valeur de n supérieure & 1 :')
2 S | —
s disp(S)
Démonstration.
n
« On rappelle que S, = Y  Xj ou les via.r. X, ..., X, sont indépendantes et suivent toutes
k=1

la méme loi G (x). L’instruction grand(1,n, 'geom',p) permet de générer une matrice ligne
[1,...,2,] qui simule le n-échantillon (X7,...,X,).

o Pour simuler 5, il suffit de faire la somme des coefficients de cette matrice ligne.

2 S = sum(grand(l,n, 'geom',p))

Commentaire \

I est possible (mais moins élégant) de réaliser cette somme a ’aide d’une structure
itérative. On obtient le programme suivant.

2 S=0
s tab = grand(l,n,'geom',p)
a2 fori=1:n
5 S =S + tab(i)
¢ end
L ) O

Partie 2 : étude d’une variable aléatoire.

Dans cette partie, on désigne par p un réel de |0, 1[ et on pose ¢ = 1 — p.
On considére la suite (ug)gen+, définie par :

qk

k In(p)

1. a) Vérifier que la suite (ug)gen+ est & termes positifs.

Vk € N*, uj, = —

Démonstration.
Soit k € N*.

« Comme p € ]0, 1], In(p) < 0.
« Comme ¢=1—p¢c]0,1], ¢ > 0. On en déduit :

qk

k In(p)

<0

(notons que k x In(p) # 0 car k > 1 et In(p) #0)

k
T <

Ainsi, pour tout k € N*, uy, = —
k In(p) m
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+oo
b) Montrer, en utilisant un résultat de la partie 1, que > wuy = 1.
k=1
Démonstration.
Soit N € N*.
« Tout d’abord : up = = — —.
k=1 =1 k In(p) In(p) y=1 k
k
x
« Or, d’apreés la question 1.d) de la partie 1, pour tout = € [0, 1], la série >, — est convergente,

k>1

de somme — In(1 —z). En appliquant ce résultat & x = p € |0, 1], on obtient que la série > uy
k>1
est convergente, de somme :

+o0 1 +oo£__1 (1 — _ 1 I B
ST T &k ) TS gy D=
+oo
Zukzl
k=1 O

On considére dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par :

Vk € N*, P([X =k]) = ug
2. a) Montrer que X posséde une espérance et la déterminer.

Démonstration.

« Lav.ar. X admet une espérance si et seulement si la série ) k uy est absolument convergente.
k=1
Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
o Soit N € N*.
ku, = =—
=1 In(p) In(p) i1

o Or, comme q € ]0,1[, la série 3 ¢* est convergente.
E>1
On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance, donnée par :

1 q1
In(p) 1—¢q

qk;

M=

k=1

E(X)= 5 k L
= U = —— — —
k=1 g IH(P) k=1 1

q
p In(p)

Commentaire .

Il est indispensable de connaitre les formules donnant la valeur d’une somme géométrique.
o Dans le cas d'une somme finie. Pour tout ¢ # 1, n € Net m € N tel que m < n :

La v.a.r. X admet pour espérance E(X) = —

n 1—q"t! !
gt ——r et Y=
k=0 l—q k=m 1—¢q

m n+1

« Dans le cas d’une somme infinie. Pour tout ¢ € | — 1, 1], pour tout m € N :

m

—+o00
q
Sdh=— et S =
q k=m 1—g¢q
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— 1
b) Montrer également que X posséde une variance et vérifier que : V(X) = W
p n{p

Démonstration.

« Lav.a.r. X admet une variance si et seulement si la série > k2 uy est absolument convergente.
k>1

Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
e Soit N € N*,
% 2 % s —¢ 1 % k g X
k* up = k =— kq"=— kg™
k=1 k=1 ¥ In(p) In(p) = In(p) =
o Or, comme g € ]0,1[, la série 3_ k ¢"~! est convergente.
k>1
On en déduit que la v.a.r. X admet un moment d’ordre 2, donné par :
+o0o +00 1
q k—1 q q
EX?) =Y Fu=—— S kg l=- -
F=1 In(p) = In(p) (1-¢)*  p* In(p)

o Enfin, par la formule de Kcenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))?

- 72921#1&(17) N (p 2131(20)>2

a4  q
p* In(p)  p* (In(p))?

_ —ah@p)-¢ _ —q(g+np)
p* (In(p))? (p In(p))?

— 1
La v.a.r. X admet pour variance V(X) = W
b

Commentaire \

Il faut aussi connaitre la formule pour les sommes de séries géométriques dérivées
premiére et deuxiéme. Pour tout ¢ € | — 1,1 :
+o0 1 +o0 2
Skdl=——x e > ok(k—1) ¢ = ——
k=1 (1-q)? k=2 (1—-gq)? -

3. Soit k£ un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement
a 'événement [X = k|, est la loi binomiale de paramétres k et p.

a) Montrer que Y (2) = N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi que la question 1)
de la partie 1, pour montrer que :
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b) Aprés avoir montré que, pour tout couple (k,n) de N* x N* on a :

Démonstration.

« D’aprés 'énoncé, on sait que si ’événement [ X = k] est réalisé alors Y peut prendre toutes les

valeurs de [0, k].
o Or X(Q2) = N*. Autrement dit, X peut prendre toutes les valeurs k

On en déduit que Y peut prendre toutes les valeurs de N.

Y(Q) =N

o La famille ([X = k]) pens forme un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales :

i=1 k In(p

(d’apres la
partie 1 av

_ % (In(p) + In(1 + q)) = Eg; +lnl(rll(;)Q)

Ainsi, P(Y =0]) =1+ hll(rll(;)Q)

pour tout entier naturel n non nul, on a :

Py =) =L S (M) @)

En déduire, grace a la question 3) de la premiére partie, I’égalité :

q’I’L
P =n)=—3 (1+q)" In(p)

Démonstration.
Soit (k,n) € N* x N*. On doit démontrer :

)=+ G5)

o Remarquons tout d’abord que si n > k, alors n —1 > k — 1 et ainsi

e N*.

question 1.c)
ecx=q*>€]0,1])

O

k k—1
n) — @, établir que,
k n

()=o)
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« On suppose maintenant que n < k. Tout d’abord :

E\ k! B k!
" (n) T —n)! T (n— D! (k—n)!
Par ailleurs :
E—-1Y\ (k—1)! B k!
k(n—l>_ n—1N (k=X —(n-0)  (n—1)!(k-n)

k
n

k—1
n—1

Ainsi : V(k,n) € N* x N*, n <

)=+

)

o La famille ([X =k]), cn- forme un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales :

P(Y =n) = 3 B(X =k [Y =n)
— 55 R(X = k) x P (Y = )
n—1 n|) =
— % B e - =0
+ 5 P(X = H) x Py ([¥ =)
oo gk kN n P
= kgn () X <n> p" (1 —p)k (par définition de X etY)
o =) e
S Thp E k0
B A~ ) R
IO S
A = i)
T &
insi, on a bien : =n :_pnqn (k-1 k—n
Alinsi, bien : P([Y 1 o () kgn <n - 1) (¢®)F.
o Enfin
Py =a) = P E (PT) a-a-)t o =1-0-¢)
_ p" q" 1 (d’apres la question 3.c)
n In(p) (1—q¢2)n avecx =1 —¢q? €]0,1[)
N A 1
n In(p) (=" (1+q)"
On en conclut : Vn € N* P([Y )] n ) (1)
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Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & k éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient k individus)

On souhaite alors construire une partie P & n éléments de cet ensemble contenant un
éléement distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de n individus dans
lequel figure un représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & n éléments de E : (ﬁ) possibilités.

On distingue ensuite un élément de cet ensemble P : (Tf) = n possibilités.
(on choisit d’abord les n individus et on élit ensuite un représentant de ces individus)

Ainsi, il y an (ﬁ) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, I’'élément a distinguer : (’f) = k possibilités.
On choisit ensuite n—1 éléments dans E qui, pour former P, en y ajoutant I’élément
précédent : (ij) possibilités.
(on choisit d’abord le représentant puis on lui adjoint un groupe de n — 1 individus)
Ainsi, il y a k (ln“j) maniéres de construire P.

On retrouve ainsi le résultat. =
\ 7

+o0o
¢) Vérifier que 'ona ) P([Y =k]) =1

k=0

Démonstration.
o Notons tout d’abord :

—+o00 —+o0
> P(Y =k]) = P(Y =0) + X P([Y =k])
k=0 k=1
. Or . k
oo oo —q (d’apres la
P(lY =k]) = .
k; ( ) k; k (1+q)* In(p) question 3.b))
k
_ o1 ()
In(p) i=1 k
A q (d’apres 1.d)
~ In(p) (#In (1 1 —i—q)) de la partie 1 (*))
= ! In < ! >
~ In(p) 1+g¢
B 7ln(1 +9q)
In(p)
(*) On peut utiliser ce résultat car 0 < ¢ < 1+ g et donc 0 < %q <1

o On en déduit, a l'aide de la question 8.a) :

+oo _ _ In(1tq/\ In(ltq
SR = = (1+ 557) - Tl -

+o00o
On abien: Y P(Y =k]) =1. -
k=0
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d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de In(p) et g.

Démonstration.

« La v.arx. Y admet une espérance si et seulement si la série Y k P([Y = k]) est absolument
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit N € N.
% k]P’([Y:k]) = OXIP([YZO])—i- % kIP([Y:k])
k=0 N _qk k=1
= 2 rwe o

B 1n_<zlo> é <1iq>k

k
e Or, comme - € ]0,1[, la série 3° <ﬁ> est convergente.
E>1
On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance, donnée par :

E(Y) = Y kB(Y =)

“In(p) 1 T
_ 1 q 1
In(p) 14+¢q 1— %q
_o 1 q _ 4
In(p) (1+4)—4 In(p)
La v.a.r. Y admet pour espérance E(Y) = — 7.
In(p) O

q (¢+ (1+q) In(p))
(In(p))? '

e) Montrer aussi que Y posséde une variance et que 'on a : V(Y) = —

Démonstration.
o La v.iar. Y admet une variance si et seulement si la série > k? P([Y = k]) est absolument
k>0
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
o Soit N € N.
N N
SRP(Y =k) = 02xP(Y=0)+ 3 kPB(Y = k)
k=0 k=1
N _ .k
= S K2 q
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k-1
o Or, comme +L € ]0,1[, la série ) k (L) est convergente.

14+q 14+q
On en déduit que la v.a.r. Y admet un moment d’ordre 2, donné par :

E(Y?) = ?’Zk? P([Y = K])

(1+4q) In(p) ( —ﬁ>
_ q 1+a® _ q¢(+q)
(A47) In(p) ((1+4q) —q)* n(p)

« Enfin, par la formule de Kcenig-Huygens :

V() = E(Y?) - (E(Y))

_ a(+4+q9 [ 4 )2
In(p) In(p)
q (1+q) ¢

Commentaire

¢ (¢g+n(p))

V(X) = et V(Y) =—

« Il ne faut pas se laisser abuser par le signe devant les expressions de V(X

g (1+q) In(p) +q)

) et V(Y) :

p (In(p))?

Ces deux quantités sont bien positives.

(In(p))?

o Démontrons que cette premiére expression est positive.
Rappelons I'inégalité de convexité classique :

Vee]—1,4o00f, In(l+2z) <z

En l'appliquant en z = —g € | — 1, 0], on obtient : In(1 — ¢) < —q.
Alnsi - ¢ +1In(p) <0 et V(X) > 0.

o D’autre part, en multipliant I'inégalité obtenue par 1+ q :

(1+¢) In(p)<—q(l+q9)=-q—¢*<—¢

Ainsi, (14¢) In(p) +¢<0et V(Y) > 0.
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