ECE2 Mathématiques

HEC 2015

Exercice

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et B = (e, ea,...,e,) la base canonique de R”.
n

Soit v un vecteur donné de R” de coordonnées vy, va, ..., v, dans la base & et qui vérifie > v; = 1.
i=1

Soit f Papplication définie sur R™ qui a tout vecteur z = (z1, 22, ..., x,) € R", associe le vecteur f(x)

n
défini par : f(z) =z — (Z :EZ) -,

i=1
1. a) Montrer que f est un endomorphisme de R”.

Démonstration.

o Montrons que f est une application linéaire.
Soit (A, i) € R2. Soit (z,y) € (R™)2. Alors il existe (z1,...,2n,Y1,...,yn) € R?" tels que :

r=(z1,22,...,%,) et Y= (y1,Y2,---,Yn)

Par définition de f :

Fcatuen) = ot - (£ Ot um) o

n n

= /\'af+u-y—(AZ T+ p) yz> X
=1 =1

n n

— vatpy-A(Ea)o-n(Eu)

i=1 =1

v (o= (Ea) o) v (v (S u) o)

= A fl@) +p-fy)

L’application f est linéaire.
« Montrons que f(R") C R", i.e. : Vo € R", f(z) € R".
n

Soit x = (z1,...,2,) € R™. Alors: > x; € R.
i=1

n
On rappelle que : f(z) =z — (Z xl> -,
i=1
Ainsi, f(z) apprait comme combinaison linéaire des vecteurs de R", = et v.

Comme R"™ est un espace vectoriel, on a bien : f(x) € R™.

L’application f est & valeurs dans R".

L’application f est un endomorphisme de R™.
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b) Montrer que fo f = f.

Démonstration.
Soit = (z1,...,x,) € R™

(fofx) = f(f(x) = f

= f@) - (L= (”‘@1“) U>

On en déduit : fo f = f.

Commentaire

Si E est un espace vectoriel, un endomorphisme f € Z(FE) qui vérifie f o f = f est
appelé projecteur de E. Dans cet exercice, on va étudier quelques propriétés classiques
(mais hors programme) des projecteurs.

2. Déterminer le spectre de f.

Démonstration.
« D’apreés la question précédente : fo f— f = 0ggn).

Donc Q(X) = X2 — X = X(X — 1) est un polynéme annulateur de f.
Ainsi : Sp(f) C {racines de @} = {0, 1}.

o On remarque alors :

f(v)zv—(zévi>-vzv—1-v:0

n v 7é Orn
Or v # Ogn car v; = 1. Donc : .
7,;1 { f(v) = Ogn

On en déduit que v est un vecteur propre de f associé & la valeur propre 0.

Ainsi, 0 est valeur propre de f.

o D’aprés ce qui précéde, pour tout x € R”, f(f(:c)) = f(z)=1- f(x).
Ainsi, tout vecteur f(z) non nul est vecteur propre associé a la valeur propre 1.
Un tel élément existe forcément. Pour le démontrer, remarquons tout d’abord que comme ’endo-
morphisme f n’est pas 'application nulle alors : Im(f) # {Orn }.
Ainsi il existe u € Im(f) tel que u # Orn. Et d’aprés ce qui précéde : f(u) =1-u.

(on peut de nouveau le détailler. Comme : uw € Im(f), il existe v € R" tel que u = f(x) et
fuw) = f(f(@) = (fo f)z) = flz)=u)

Ainsi, 1 est valeur propre de f.

Finalement : Sp(f) = {0, 1}.
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Commentaire .

« L’application f est définie & I'aide du vecteur v. Penser a déterminer f(v), dés la
lecture de cette définition, est un bon réflexe. Il faut alors penser & utiliser ce calcul
au bon moment : pour démontrer 0 est bien une valeur propre de f puisque v en est
un vecteur propre.

o Il est plus difficile de trouver un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
On se sert pour cette question du résultat suivant :

Vu € Im(f), f(u) =u

Cette relation est vraie pour tout projecteur f et se démontre grace a la relation :
fof=f(cest ce qui a été fait dans le corrigé de cette question et dans la suivante).

o Il est important de penser & la notion de polynéme annulateur dés que 1’énoncé met
en jeu des puissances de matrices ou des itérées d’applications linéaires.
Ce réflexe permet de démontrer ’étape :

Sp(f) < {0,1}

S’il est évidemment préférable d’écrire toutes les étapes de démonstration d’une ques-
tion, chacune d’entre elles rapporte des points. Il est donc vivement conseillé d’écrire
la premiére étape de démonstration quitte a admettre celles qui suivent. O

\. J

3. a) Montrer que le vecteur y appartient a l'image de f, notée Im(f), si et seulement si f(y) = v.

Démonstration.
Soit y € R™.
(=) Supposons que y € Im(f). Alors il existe x € R™ tel que : y = f(x).
On obtient alors :

fy) =F(f@) = (fe f)z) = flx) =y

(<) Supposons que : f(y) = y.
Alors, en posant : x = y, on exhibe bien x € R” tel que y = f(x).
Donc y € Im(f).

Yy eR", (yelm(f)) & (f(y) =y)

Commentaire

Cette démonstration n’utilise pas la définition de f mais seulement la propriété : fof = f.
C’est donc un résultat général sur les projecteurs que I’on montre ici.

b) Montrer que la dimension de Im(f) est inférieure ou égale a n — 1.

Démonstration.

« D’apres la question 2., 0 est valeur propre de f. Donc : Ker(f) # {Ogn}.
On en déduit : dim(Ker(f)) > 1.

o Ainsi, d’aprés le théoréme du rang :
dim(R") = dim(Ker(f))+ dim(Im(f)) > 1+ dim(Im(f))

I
n

Comme n > 1+ dim(Im(f)), on a bien : dim(Im(f)) <n — 1. O
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¢) Montrer que pour tout i € [1,n — 1], on a : (e; — e;11) € Im(f).
Démonstration.
Soit ¢ € [1,n — 1].

o Pour tout j € [1,n], notons : e; = (e},e?, N

,€}). Alors, par définition de e; :

Vke[[Ln]]? e?:{(l) sik=

sinon

n
Ainsi : k2:31 ej = 1.
e On calcule alors :
fleo)=e—1-v=¢—v
De méme : f(e;j+1) = eit1 — v.
On en déduit, par linéarité de f :

flei —eiy1) = f(ei) — f(eir1) = (€i —w) — (€ir1 —¥) =€ —€in

D’aprés la question 3.a), on en déduit : (e; — e;11) € Im(f).

Vi e [1,n—1], (e; — eiy1) € Im(f) O

d) En déduire une base et la dimension de Im(f). Quel est le rang de f?

Démonstration.
« Montrons que la famille (e; — e2,e2 —e3,...,e,_1 — €,) est une famille libre de Im(f).

x D’apreés la question précédente :
Vi € [[l,n — 1]], (62' — €i+1) S Im(f)

x Démoontrons maintenant que cette famille est libre.
Soit (A1, A2,...,An_1) € R"1. Supposons :

v (61 _62)+>\2'(62_63)+"'+>‘n—1 ’ (en—l_en) = O~
On obtient alors :

Acer+ A — A1) e+ 4+ (Anm1 — An—2) - €n—1 + Ap—1 - €, = Opn

Or la famille (eq,...,e,) est une base de R™. La proposition précédente équivaut donc a :
A1 =0
A1+ A2 =0
- )\n—2 + An—l =0
A1 = 0
S === a2=X_1=0

(par remontées successives)

La famille (e; — e, e2 —e3,...,e,_1 — €,) est une famille libre de Im(f).
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e On en déduit :
dim(Im(f)) > Card((e1 — e2,e2 —€3,...,en—1 —€n)) =n—1

Or, d’apreés la question 3.b) : dim(Im(f)) < n — 1.
On en déduit : dim(Im(f)) =n—1

« On sait que :
x (€1 —eg,ea —e3,...,en_1 — €y) est une famille libre de Im(f),

x Card((eq —e2,e2 —€3,...,ep—1 —€y)) =n — 1 =dim(Im(f))

On en déduit que (e; — eg, €9 —€3,...,€,—1 — €y) est une base de Im(f).
De plus : rg(f) = dim(Im(f)) =n — 1.

Commentaire \

Les énoncés de type HEC / ESSEC se distinguent des énoncés EML / EDHEC par
un découpage plus faible des questions qui oblige & prendre plus d’initiatives. Ici, la
formulation de la question « En déduire que ... » doit aider & comprendre qu’il s’agit
de se servir du résultat précédent. En question précédente, on exhibe (n — 1) vecteurs
de Im(f). Il s’agit alors de tester si la famille constituée de ces vecteurs est une base

de Im(f).
\ 7 D
4. a) Déterminer une base du noyau de f.
Démonstration.
o D’aprés le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R")
I I
n—1 n
Donc : dim(Ker(f))=n—(n—1) =1.
o D’aprés la question 2. :
x v € Ker(f),
x U 7é O]Rn.
Donc (v) forme une famille libre de Ker(f).
« On obtient alors :
x (v) est une famille libre de Ker(f),
x Card((v)) =1 = dim(Ker(f)).
On en déduit que (v) est une base de Ker(f).
O

b) Quels sont les sous-espaces propres de f 7

Démonstration.

o On a déja, d’aprés la question 4.a) :

Eo(f) = Ker(f — Og -id) = Ker(f) = Vect (v)
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On en déduit que : Ey(f) = Vect (v).

o Soit y € R™. D’aprés la question 3.a) :

yelm(f) & fly) =y & ye€ Ei(f)

On en déduit que : Im(f) = E1(f).

D’aprés la question 3.d) :
El(f) = Im(f) = Vect (61 —€2,€62 —€3,...,6p—1 — en)

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Démonstration.
D’aprés les questions 38.d), 4.a) et 4.b) :

dim(Ep(f)) + dim(E1(f)) =1+ (n— 1) = n = dim(R")

On en déduit que f est diagonalisable.

O

5. Ecrire la matrice M de I'endomorphisme f dans la base canonique de R™ et la matrice M’ de f

dans une base de vecteurs propres.

Démonstration.

e Soit i € [1,n]. On a déja montré en question 3.c) :
n
flei) = ei—v = ei—= ) vj-¢
j=1

= (—1)1)‘614-"'4-(1—7),')'ei—l-(—vi_,_l)~6¢+1+"'+(—Un)'en

1-— U1 —U1 e —U1 —U1
—V2 1-— vy v —V2 —V2
On obtient alors : M =
—Un—-1 —Up—-1 --° 1- Un—1 —Un-1
—Up, —Up e —vp, 1—v,
o La famille (v,e; —eg,e2 —€3,...,e,_1 — €,) est une base de vecteurs propres de f.

x Comme v € Ey(f) :
f0) =0rn=0-v+0-(e1 —e2) +-+0-(en—1 — en)
x Comme (e; —e2) € Eq(f) :
fle1—e2)=e1—ea=0-v+1-(e1—e2)+0-(ea—e3)+---+0-(en—1—en)

X e

x Comme (en,—1 —ey) € E1(f) :

flen—1—en)=ep—1—€e,=0-v+0-(e1—€e2)+---+0-(en—2—€n_1)+1:(en_1—e€p)

01 0
On obtient alors : M’ = . )
0 0 1
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Probléme (HEC 2015)

Dans tout le probléme :
« Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (€2, o7, P).

« On considére une variable aléatoire X a valeurs strictement positives suivant la loi exponentielle de
paramétre A (avec A > 0), de densité fx définie par :

0 siz <0
fxiafl—>
Ae % six >0

1
Partie I. Comparaison de deux estimateurs de X

L’objectif de cette partie est de comparer deux estimateurs sans biais et convergents du parameétre
inconnu —.

Pour n entier de N*, soit (X7, Xo, ..., X,,) un n-échantillon de variables aléatoires & valeurs strictement
positives, indépendantes et de méme loi que X.

n — 1
On pose pour tout n € N* : Y, = >~ X;, X,, = — Y, et M,, = max(Xy, Xo,..., X,).
i=1 n

1. Rappeler sans démonstration les valeurs de l'espérance E(X), de la variance V(X)) ainsi que l'ex-
pression de la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.

Démonstration.
1 1
Comme X — £(\) : E(X) = " et V(X) = 2
0 siz €| —o0,0]
Deplus : Fx : x> .
1—e % sizel0,+oo] O

2. Calculer E (Yn) et V(Yn) En déduire que X, est un estimateur sans biais et convergent du

arametre —.
P )

Démonstration.

o La v.arxr. X,, admet une variance (et donc une espérance) en tant que combinaison linéaire de

v.a.r. qui en admettent une.
o Tout d’abord :
n
x)

&=
>
2
I
=
/~
S

1 & (par linéarité de
T on Z; E(X:) ’espérance)
_ 1 z”: 1 (car : Vi € [1,n],
- Lyl
o A
— 1
D'ou : E (X ):X
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o Ensuite :
V(X,) =V 1 fj Xl>
n =1
~ v (Z X;
n? i=1
1 2 par indépendance de
= gz 2 VX g(l, o Xn)
1 i 1 (car : ¥i € [1,n],
n ;=1 )\2 XZ%E(A))
1 1
= ﬁ X F
Dou:V (Xn) = L
n A2
e« Lavar X, = % i X; s’exprime :
i=1

x al’aide d'un n-échantillon (Xi,...,X,) de la v.aar. X,

x sans mention du paramétre .

_ 1
La v.a.r. X, est donc un estimateur de %

e De plus:

_ 1
On en déduit que X,, est un estimateur sans biais de 3

« La v.a.r. X, admet une variance. Elle admet donc un risque quadratique.
Par décomposition biais-variance :

— - — 1\ 2

m(Xn) = V(Xn)+ (b (Xn))

= 10 (d’apres ce qui précede)

On remarque : nEIfoo Vi 0, ve. ngrfoo T (Xn) = 0.

_ 1
On en déduit que X,, est un estimateur convergent de %

3. a) Montrer qu'une densité fy;, de M, est donnée par :

fm, cx—

nAe (1 —e M)l gz >0
0 siz <0

Démonstration.
« D’aprés I'énoncé : Vi € [1,n], X;(22) C ]0, +oo].
Ainsi : M, (Q) C ]0, +o0.
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o Déterminons Fyy, , la fonction de répartition de M,,.
Soit « € R. Deux cas se présentent :

x six € ] = 00,0], alors [M,, < 2] =@ (car M,(€2) C |0, +oo[). D’ou :

Fuy,(z) = P(M, <z]) = P(@) =0

x sl x € )0, 400, tout d’abord :

Ainsi :

(car les v.a.r. Xy, ..., X,
sont indépendantes)

Il
=t
=
=
/AN
B,

I
s
=
&

@
Il
—

(car, pour tout i € [1,n],
Xi s EN) etz >0)

Il
—1=
—~

—

|
CDI
>
8
~—

@
Il
MR

0 size]—o0,0]

Finalement : Fyy, : x +— N
(1—e?M)" size]0,+oo]

o Démontrons que M, est une v.a.r. & densité.
x La fonction Fyy, est continue :
- sur | — 00, 0[ en tant que fonction constante.
- sur 0, 4o00| en tant que produit de fonctions continues sur |0, +oo].
- en 0. En effet, d’une part : 11I(I)17 Fyr, () = Fy, (0) = 0.
D’autre part : xl_i)%l+ Fur, (a:)gc;> 1-e?0=1-1=0. Ainsi :

lim Fy, () = Fu, (0) = lim Fy (2)

z—0~ z—07F

La fonction F)y, est donc continue sur R.

« La fonction Fy, est de classe C! sur | — 0o, 0] et sur ]0, +-o0[ avec des arguments similaires a
ceux de la continuité sur ces intervalles.
Elle est donc de classe C! sauf éventuellement en 0.

La v.a.r. M, est une v.a.r. a densité.
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o Pour déterminer une densité fys, de M, on dérive sa fonction de répartition Fjy,, sur les intervalles

ouverts | — oo, 0[ et ]0, +o0].
Soit z € R.

fa,(2) = Fy(z) = 0

n—1

Fin(@) = Fiyy@) = —n(-2e) (1) ™ = naee (1o ere)™

x On choisit enfin : fys, (0) = 0.

0 siz €| —o0,0]
Finalement : fps, : x —

nie ™ (1— e_/\l“)n_1 si z € ]0,4o00[

Commentaire

e On fait ici ’étude de la loi d’'un maximum de v.a.r. . Cette étude est classique et
commence toujours par ’énoncé de 1’égalité entre événements, pour tout x € R :

max(X1,..., Xn) <] = ﬁ X; < 2]

o On rappelle que dans le cas de I’étude d’un minimum de v.a.r. , on commence par une
égalité similaire, pour tout x € R :

n

min(Xy,...,X,) >z = ) [Xi> ]

L ! O
b) Etablir pour tout n € N*, I'existence de 1’espérance E(M,,) de la variable aléatoire M,,.
Démonstration.
Soit n € N*.
+o0
o La v.a.r. M, admet une espérance si et seulement si l'intégrale / x far, (z) dx est ab-
—0o0
solument convergente, ce qui équivaut a démontrer qu’elle est convergente pour un calcul de
+oo
moment du type / " far, (x) de.
—00

« Comme la fonction fy, est nulle en dehors de 0, 400 :

+oo +oo
/ x fu, (z) de = / x fu, (z) dz
0

—00

+o0
« Lafonction z — x fy, () est continue par morceaux sur [0, +o0o[. L’intégrale / x fur, (x) dx
0

est donc seulement impropre en +oc.

10
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e De plus :

x on remarque : z fyr () = o <> En effet :

Or, par croissances comparées : lim z3e % =0. D'ou: lim
T—>+00 T—>+00 ==
€T

1
x pour tout z € [1,+o00[ 1 — > 0 et x far, (x) > 0 (car fu, est une densité)
x
“+oo
x l'intégrale —5 dx est une intégrale de Riemann impropre en +o0o d’exposant 2 (2 > 1).
T
Elle est donc convergente.

Par critére de négligeabilité d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, 'intégrale
+oo
/ x fur, (x) dx est convergente.
1
« Enfin, la fonction = +— z fy, (z) est continue par morceaux sur le segment [0, 1]. L’intégrale

1
/ x far, (z) dx est donc bien définie.
0

+oo
On en déduit que I'intégrale / x fur, (z) dx est convergente.
0

Finalement, pour tout n € N*, la v.a.r. M,, admet une espérance.

¢) En posant z = 1 — e™*%_ justifier pour tout a > 0, I’égalité :

o e
/ xe_)‘m(l _ e—)\a:)n—l dr = -3 zn_l ln(l — Z) dz
0 A 0

Démonstration.
Soit a > 0.

Ax

On effectue le changement de variable| z=1—e~

1
z=1-e¢"*? (donc x = —~ In(1 — 2))

A
1 1

s dz=Xe M dr et dz:x 1_zdz

ex=0 = 2=0
Aa

ez=a = z=1—¢e"

1
Ce changement de variable est valide car ¢ : z — 3 In(1 — 2) est de classe C! sur [0,1—e™*9].
On obtient :

. 1—e~?@
/0 re (1 —e Moyl gy = /0 (_i 1“<1_Z)>MZM <il/1/zdz>

a 1 1—era
On en déduit : / ze A (1—e )L dp = v / 2" n(1 - 2) dz.
0 0

11
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1
d) En déduire que l'on a : E(M,,) = — / 2" Hn(1 - 2) dz.
0

>3

Démonstration.

o D’aprés la question 3.b), la v.a.r. M, admet une espérance et :

+oo +o00
E(My) = /0 T fu, () dv = nA /0 re M (1 —e )1 dy

+o0o
« En particulier I'intégrale / ze M (1 —e )" dx est convergente. On en déduit, avec
0
1
la question précédente, que 'intégrale / 2" 1 In(1 — 2) dz converge également et :
0

+o0o 1 !
/ ze M (1-— e_’\gc)n_1 dr = —— 2 In(1—2) dz
0 A% o

A

1 1
Finalement : E(M,) =n\ (— / 2" 1 n(l - 2) dz> S / 2" 1n(l - 2) dz.
0 0

[l

e) Montrer que la fonction z — (1 —z)(1—1In(1 — z)) définie sur Pintervalle [0, 1], est une primitive
de la fonction z — In(1 — 2).
A l'aide d’une intégration par parties, en déduire pour tout n € N* une relation entre E(M,, 1)

et E(M,).
Démonstration.
« On note g la fonction définie sur [0,1] par : g : z + (1 —2) (1 — In(1 — 2)).
x La fonction g est dérivable sur [0, 1] en tant que produit de fonctions dérivables sur [0, 1].
x Soit z € [0,1].
-1

gd(z) = (1) x (1-In(l-=2))+ (1—7) x < J//Z>

= XY+In(l—-2)+%

= In(1-2)

On en déduit que g : z — (1 — 2)(1 — In(1 — 2)) est une primitive de z > In(1 — z).

o Soit n € N*. D’aprés la question précédente :

n+1

1
E(Mp41) = — 3 /0 2" In(1 —z) dz

Soit B € [0,1].
On procéde par intégration par parties (IPP).

u(z) = 2" u'(t) = nzl

V() = In(l-2) v(t) = (1-2)(1-In(l-=2))

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, B].

12
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On obtient alors :

B
/ 2" In(1 — 2) dz
0

B
= [2"(1-2)(1-In(1-2)) / 1—z)(1—ln(1—z))dz
0
B
= B"(1-B)(1-In(1-B) n/ (1-2)(1=In(1-2)) dz
0
De plus :
B
/ 21 -2) (1 -In(1—2)) dz
0
B
= / (2" =2") (1 —In(1 - 2)) dz
0
B B B
= / ("1 — 2 dz—/ z"lln(l—z)dz—i—/ 2" In(1 - z) dz
0 0 0
1 1 B B B
= | =" — —— 2! —/ z"lln(l—z)dz—i-/ 2" In(1 — z) dz
n n+1 0 0 0
n n+1 B B
_ BB —/ z"_lln(l—z)dz—i—/ 2" In(1 — 2) dz
n n+]. 0 0
o Or:

x tout d’abord :
B"(1-B)(1-In(1-B)) = B*(1-B)—B"(1-B) In(1 — B)
De plus : lim B" (1 - B) =0.
B—1
Et, en posant le changement de variable u=1— B :
lim B"(1-B)In(l1-B) = lim (1—u)"uln(u) = 0 (par croissances comparées)

B—1 u—0

D’ou : El;1211 B"(1-B)(1-In(1-B)) =0.
x Ensuite :

B™ B! 1 1 w+1l—w 1

lim — — = - _ - _
B=>1 n n+1 n n+l n(n+1) n(n+1)

1 1
x Enfin, d’aprés la question 3.d), les intégrales / 2" 1n(l - 2) dz et / 2" In(1l — z) dz
0 0

convergent et :

! A ! A
" n(1 - = — = E(M, / " In(1 - = — E(M

/0 z n(l—z) dz - (M) et ; 2" In(1 - z) dz ] (My41)
D’ou :

lim /B 1=z (1-In(1—2)) dz = _ (A E(M,) |+ |- A E(Mp+1)
B—1 Jo  n(n+1) n " n+1 i

1 A A
= e T EM) o B

13
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Finalement :

B
lim B"(1-B)(1-In(1-B)) —n / 2" 1-2)(1-In(l-2)) dz
0

B—1
1 A A
= 0—n(— +2E(M,) - E(M,
0 n(n(n+1)+n (M) n+1 ( +1)>
N 1.7/ SPU WL /3 VA
— nr%l n n_+1 n+1
e On en déduit :
n+1 1 n
E(M,. ) = — _ “AE(M,) + A E(M,
(Myr) T (o~ ABOL) +A L B0

= % + (n+1)E(M,) — nE(M,41)

Ainsi :
(4 DE(Mo) = 5+ DE(M,)

1 1
An+1

Commentaire |

On rappelle qu'une intégration par parties s’effectue toujours sur un segment. Ici

On en conclut : Vn € N*, E(M,41) = + E(M,).

1
lintégrale d’intérét est / 2" In(1 — 2) dz qui est impropre en 1. La démonstration

0
de sa convergence et son calcul s’effectuent donc en 2 étapes (classiques) :
1) calcul de l'intégrale sur le segment [0, B],

2) passage a la limite quand B tend vers 1.

no1 1
f) On pose pour tout n € N* : w, = >  —. Déduire de la question précédente : E(M,,) = 3, Un-
j=11J

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

1

Vk € N, E(Mps1) - E(Mg) = 1+ 1

>| =

o Soit n € N*,
En sommant les égalités précédentes pour k variant de 1 a n — 1, on obtient :

1

n—1 n—1
k; (E(My11) — E(My)) = kgl F o

E(M,) —E(M) (par télescopage)

> =

14
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On en déduit :
E(M,) = E(M)+ >,
L
- par décalage dindice
k

Or, par définition de M; : M7 = X1. On en déduit que la v.a.r. M; suit une loi exponentielle
de paramétre A. D’ou :

1
Ainsi : Vn € N*, E(M,,) = 3 Une

M, no1
4. On pose pour tout n € N* : M/ = —" et v, = >_ - On admet : V(M) = 2 U
Un j=1J

a) Calculer E(M]) et V(M),).

Démonstration.

o La v.a.r. M) admet une variance (et donc une espérance) en tant que transformée linéaire de
la v.a.r. M, qui en admet une (d’aprés I’énoncé).

o Tout d’abord :

1
E(M!) = E (u Mn>
n
1 ar linéarité de
— — E(M,) z@ ,
U, espérance)
1 1 (d’apres la question
T oun e précédente)
. / 1
Ainsi : E(M)) = 3

o Ensuite : .

- Ly
1 1 < 3
= oz v (d’apres I’énoncé)
Ainsi : V(M]) = I
A2 u2 O

b) Justifier la convergence de la suite de terme général v,,. Déterminer lirf Up,.
n——+0o0

Démonstration.

« La suite (vy,) est la suite des sommes partielles de la série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1).

La suite (vy,) est donc convergente.

15
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c)

. 1 . .. . .
« La série ) — est une série a termes positifs, la suite de ses sommes partielles (uy,) est donc
n>1 n
croissante.

Deux cas se présentent :

x si (up) est majorée, alors elle converge.

Démontrons par 'absurde que (u,) n’est pas majorée.

Supposons que la suite (u,) est majorée.

Alors elle converge.

Or la suite (uy,) est la suite des sommes partielle de la série de Riemann d’exposant 1 (1>1).
Absurde!

On en déduit : lim wu, = +oo.
n—-+o0o ]

Déduire des questions 4.a) et 4.b) que M) est un estimateur sans biais et convergent du para-
metre —.

A
Démonstration.

1
e Lav.ar. M) = — max(Xy,...,X,) s’exprime :
Unp,

x a l'aide d’un n-échantillon (X,...,X,) de la viar. X,

x sans mention du parameétre A.

1
La v.a.r. M), est donc un estimateur de X

e La v.ar. M) admet une espérance. Elle admet donc un biais. De plus, d’aprés la question

4.a) : . .
(M) = E(Mfz)—x =3

1
On en déduit que M), est un estimateur sans biais de X

o La v.a.r. M/ admet une variance. Elle admet donc un risque quadratique.
Par décomposition biais-variance :

r(M) = V(M) + (ba(M)))?

Up, (d’apres 4.a) et ce
= +0 S
A2 u2 qui précede)

De plus, d’apres la question 4.b) :
x la suite (v,) converge,
x la suite (uy,) diverge vers +00.

v
On en déduit : lim — =0. Ainsi: lim ry(M),) = 0.

n——+oo Uy, n—-+oo

1
On en déduit que M), est un estimateur convergent de %

16
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n 1\ 2
d) Soit @Q la fonction polynomiale définie sur R par : Q(z) = > <x — ) .
j=1 J
A Daide de I’étude de Q, établir I'inégalité : u2 < nop.
Démonstration.
e Soit x € R.
n 1 2
o) = ¥ (a-1)
j=1 J
n
= 3 <x2—2x -+ 2)
j=1 J
no1 LU
= naz?-2x > -t =
j=1J j=11J

= na?—2u,x+ v,

« La fonction @ est donc une fonction polynomiale de degré 2.
2
n
De plus, pour tout x € R : Q(z) = > <:1: — ) > 0, car une somme de carrés est positive.
j=1

Commentaire

A = (=2u,)? —4nv, = 4u —4nv,

Ainsi, comme A < 0, alors : 4u2 < 4nvy,.

AN . 2
D’ou : u;, < noy.

On reconnait ici le principe de démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(Cov(X,Y))* < V(X)V(Y)

1) Montrer qu’une fonction polynomiale de degré 2 est de signe constant.
Pour linégalité de Cauchy-Schwarz, il s’agit de la fonction @ définie par :

Q: A= VAX+Y)=XMV(X)+2\ Cov(X,Y) + V(Y)

2) En déduit que le discriminant du polynoéme associé est négatif.
Pour l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

A = (2Cov(X,Y))? —4V(X)V(Y) = 4(Cov(X,Y))” —4V(X)V(Y)

3) En déduire I'inégalité souhaitée.
Pour linégalité de Cauchy-Schwarz :

comme A <0
alors 4 (Cov(X,Y))? <4V(X)V(Y)

ot (Cov(X,Y))? < V(X)V(Y)

Cette fonction polynomiale étant de signe constant, on en déduit que le discriminant du poly-
nome associé est négatif. Or :

17
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e) Comparer alors V(M},) et V (X,). Conclure.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

u2 < nop,
1 Up, 9
donc - < — (car nug >0)
n - oul
, . 1 Un, 9
d’ou mé ol (car \* >0)

ainsi  V(X,) < V(M) (dapres 2. et 4.a))

V(Xn) < V(M)

— 1
« Comme les estimateurs X, et M/ de " sont sans biais, on en déduit :

ra(Xn) < 7a(My)

— 1
On peut alors conclure que X, est un meilleur estimateur de — que M.

Partie II. Un exemple.

Les notations et le contexte sont ceux de la partie I.

Dans cette partie, on suppose que la durée de vie (en heures) d’un composant électronique est une
variable aléatoire X a valeurs strictement positives suivant la loi exponentielle de paramétre A (avec
A>0).

On suppose qu’en cas de panne, le composant électronique est immeédiatement remplacé par un com-
posant neuf dont la durée de vie est indépendante et de méme loi que celle des composants précédents.
Pour j € N*, on note X; la variable aléatoire égale a la durée de vie du 4®™e composant.

Pour n entier de N*, on constitue ainsi un n-échantillon (Xi, Xo,...,X,) de variables aléatoires a
valeurs strictement positives, indépendantes et de méme loi que X.

1 n
On note (z1, 2, ..., Ty) la réalisation du n-échantillon (X7, Xo,..., X,,) et on pose : T, = — > x;.
n =1
: e 1 o .
5. a) Donner une interprétation de % Dans quelle unité s’exprime X ?
Démonstration.
La v.a.r. X correspond & la durée de vie en heures d’un composant électronique.
1
De plus, comme X — & ()A), alors : E(X) = Y

1
On en déduit que le réel X peut s’interpréter comme la durée de vie moyenne,

en heures, du composant. O

b) Soit p €]0,1[. Déterminer en fonction de p et A, I'unique réel h,, pour lequel on a: P([X > hy]) = p.

Démonstration.
Soit z € R. Alors :

P(X >z])=p & 1—-Fx(z)=p & Fx(x)=1-p

18
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Deux cas se présentent :

o si x <0, alors, comme X — & (A\) : Fx(z) =0. D’ou :

Fx(z)=1-p & 0=1—-p & p=1

C’est impossible car p € 0, 1.

L’équation P([X > z]) = p n’admet donc aucune solution sur | — oo, 0[.

e siz >0, alors: Fx(z) =1—e % Dot :
Fx(r)=1-p & 1—e?*=1-p
& p=e

(par bijectivité de la fonction
In sur |0, +o0])

In(p)

L’équation P([X > z]) = p admet donc une unique solution sur [0, 4o00[ : —

In(y).

On en déduit que 'équation P([X > z]) = p admet une unique solution h, sur R : h, = —

L]
c) Proposer un estimateur H,, sans biais et convergent pour le parametre h,.

Démonstration.

o D’aprés la question 2. :

— 1
E(X,) =<
(%) = 5
— 1
donc  —In(p) E(X,)=— ng\p)
y — In(p) (par linéarité de
dou B(—In(p) Xn) = - A lespérance)

— 1 n
e On pose alors : H, = —In(p) E(X,,). Lav.ar. H, = —In(p) x — > X s’exprime :
" k=1

x & l'aide d'un n-échantillon (X7,...,X,) de la viar. X

x sans mention du parameétre A.

La v.a.r. H, = —In(p) X, est donc un estimateur de h,,.

« La v.a.r. H, admet une variance (donc une espérance) en tant que transformée linéaire de la
v.a.r. X, qui en admet une. Elle admet donc en particulier un biais et un risque quadratique.
De plus :

_In(p)
A

brx(Hy,) = E(H,) — ( ) =0 (d’apres le point précédent)

La v.a.r. H, est donc un estimateur sans biais de hy.

19
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o Enfin, par décomposition biais-variance :

TA(HTL) = V(Hn)+(bA(Hn))

= (W)’ V(X,)

2
= 7( h:l(fg) (d’apres 2.)

(In(p))”
On remarque : lim —=2~ =0.Doa: lim ry\(H,) =0.

n—-+o0o n )\2 n—-+o0o

On en déduit que la v.a.r. H, est un estimateur convergent de h,,.

100

d) On suppose que sur un échantillon de 100 composants, on a obtenu : Y x; = 10° heures.
i=1
Donner une estimation de h1 (on donne In(2) ~ 0, 7).
2

Démonstration.
D’aprés la question précédente, la v.a.r. Hyigg est un estimateur de h 1. On note ¢ 'estimation

qu’elle fournit. Alors :

1 - 1 100 1 5 3
¢ = —In 3 Ti00 = In(2) 10021:1: ()xmxlo = In(2) x 10

Comme In(2) ~ 0,7, on en déduit que ¢ ~ 700 est une estimation de h1.
2

Commentaire .

La notation hi1 peut sembler un peu maladroite. En effet, on note souvent higy 1'es-

2
timation fournie par ’estimateur Hgg, mais on risque alors de confondre ’estimation
hioo et le réel & estimer hi. C’est pourquoi on choisit dans cette question la notation
2

£ pour 'estimation fournie par Higg. -

6. On admet sans démonstration que pour tout n € N*, la fonction de répartition Fy, de la variable
aléatoire Y,, est donnée par :

n—1 A k
1—e_>‘xz( J;) six >0
Fy, : x> =0 K
0 sinon

Soit t > 0 un réel fixé et N(t) la variable aléatoire égale au nombre de pannes dans 'intervalle [0, ¢].

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire N(t).

Démonstration.
o Par définition de N (¢) : (N(£))(Q2) C N.
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Commentaire \

e Soit n € N.
On cherche maintenant a exprimer I’événement [N(¢) =n| a 'aide de la v.a.r. Y, dont on
connait la fonction de répartition.

x On rappelle que les v.a.r. Xy, ..., X, correspondent aux durées de vie des n premiers

composants (un composant est remplacé dés qu’il tombe en panné).
n

On en déduit que la v.a.r. Y, = > X; correspond au temps écoulé jusqu’a la n®™® panne.
i=1

x On en déduit :

[N(t) > n] est réalisé
< il y a eu au moins n pannes strictement avant 'instant ¢

au moins n composants sont tombés en panne strictement
avant 'instant ¢

< Y, < t] est réalise

On en conclut : [N(t) > n| = [Y,, < t].

(car Fy, est continue sur |0, +o0],

= <
P([Y, <)) donc continue en t)
= Fy,(t)
n—=1 ()\ )k
= l-—e? Y ( f) (car x > 0)
= k!

« Rappelons la démonstration de I’égalité :
P([Yn <t]) = P([Yn <t]) = P([Yn =1])

Tout d’abord :
Y, <t] = [Yo<t]U[Y, =1

Or les événements [Y;, < t] et [Y,, = t] sont incompatibles. On en déduit :
P([Ya <)) = P([Yn <)) + P([Yn = y])

D’ou I’égalité demandée.
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Commentaire

o Revenons de plus sur I'égalité :

P(Y,=t]) =0 (car Fy, est continue en t)

Elle provient de la propriété suivante.

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :
Fx continneenz € R & P([X =2z]) =0

Rappelons en la démonstration.

x Par définition :

Fx continueen z € R < lim Fx(t) = Fx(z) = lim Fx(t)
t—zt t—x—

Or, comme Fx est une fonction de répartition, elle est en particulier continue & droite
en tout point, donc en z. On en déduit que 1’égalité lim+ Fx(t) = Fx(z) est toujours
t—x

vérifiée. Ainsi :

Fx continueenz € R < Fx(x)= lim Fx(t)
t—x~

x Or: lim Fx(t) =P([X < z)).
t—x—
De plus, comme rappelé dans le point précédent :
Fx(z) = P(X <z]) = P(X <z]) +P([X = z])
Ainsi :

Fx continue en z < Fx(x)= lim Fx(t)
t—x—

& P(X <z2)) +P(X =2]) = P(X <z])
& P([X==z])=0
o Notons qu’on retrouve bien que, si X est une v.a.r. a densité, alors :

Ve eR, P([X =z]) =0

En effet, si X est une v.a.r. & densité, alors sa fonction de répartition Fx est continue sur R.

\. J

x Or :

(car N(t) est a
valeurs entiéres)

De plus, les événements [N (t) = n] et [N(¢) > n + 1] sont incompatibles. On en déduit :

Pac}
E
N
Il
S,
Il
-
=
N’
\Y

n]) = P(IN(t) = n+1])
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D’apres les calculs fait plus haut, on obtient :

k=0 k=0
e (& Qo) el (At
- <kzo k! _kz::O k! >
I e §) (Az)" (A
= A (ZO X + ol E() 7l )
_ e (Ax)"
n!

Finalement : N(t) < P (A xz).

Commentaire \

o On a commencé la résolution de cette question en précisant que la v.a.r. N(t) est une
v.a.r. discréte (et méme & valeurs entiéres). Pour déterminer sa loi, I'idée classique
est de déterminer, pour tout n € (N(t))(Q2) C N, le réel P([N(t) = n]).

x On commence donc par étudier I’événement [N (¢) = n| et on obtient :

IN() =n] = [Ya < 8]0 Y1 >4
En effet :

[Y, < t]N Y41 > t] est réalisé

& [Y, <] est réalis¢ ET [Y,4+1 > t] est réalisé
o les n premiers composants sont E le (n + 1)®™° composant est
tombés en panne strictement avant ¢ tombé en panne apreés t

exactement n composants sont tombés en panne
strictement avant 'instant ¢

< [N(t) = n] est réalisé

x Cependant les v.a.r. Y, et Y41 = Y, + X541 ne sont pas indépendantes. On
ne peut donc pas simplifier 'expression de P([Y,, < t] N [Y,41 = t]). Il faut donc
déterminer la loi de N(t) par un autre moyen.
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\.

Commentaire |

o Comme I’étude précédente n’aboutit pas, on pense & déterminer la fonction de
répartition de la v.a.r. N(t) (puisque la fonction de répartition caractérise la loi).
On s’intéresse alors, pour tout z € R, a I'événement [N (t) < z].

x Soit z € R.
Alors il existe un unique entier n € Z tel que :

n<r<n+1

(en fait, cet entier n est la partie entiére de x : n = |x].)

x Comme N (t) est a valeurs entiéres, on obtient :

‘ | | | ‘ |
‘ I I I ‘ T

0 n—2 n-—1 n e n+1

Comme N (t) est a valeurs entiéres, les valeurs de l'intervalle [0, x| prises par
N(t) sont les entiers en bleu.

On retrouve donc bien l'égalité : [N (t) < z] = [N(t) < nl.

Notons qu’on a méme :

o L’événement [N (t) < n] étant difficile & traduire dans notre cas, on a privilégié
I’étude de I’événement [N (t) = n).

o On a ensuite obtenu la loi de N(t) en exploitant une égalité entre événements
classiques pour les v.a.r. & valeurs entiéres :

b) Donner une estimation « naturelle » du nombre moyen de pannes dans 'intervalle [0, ¢[.

Démonstration.

« La v.axr. N(t) correspond au nombre de pannes dans l'intervalle [0,¢]. Le nombre moyen de
panne dans l'intervalle [0,] est donc E(N(t)) = At (car N(t) < P (At) d’aprés la question
précédente). On cherche donc une estimation « naturelle » de E(N (t)).

o L’idée naturelle pour obtenir une approximation de IE(N (t)) est :

X

X

de simuler un grand nombre de fois (notons M ce grand nombre) la v.a.r. N(t).
Formellement, on souhaite obtenir un M-uplet (nl(t), M (t)) qui correspond a 1’obser-
vation d'un M-échantillon (Ni(t),..., Npy(t)) de la v.ar. N(t).

(les v.a.r. Ni(t) sont indépendantes et de méme loi que N(t))

de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.
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Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :

1 M
moyenne de 'observation = i > oni(t) ~ E(N(t))
i=1

Une estimation naturelle du nombre moyen de pannes dans U'intervalle [0, ¢]

1 M
est donc i > ni(t), o (ni(t),...,num(t)) est Pobservation
i=1

d'un M-échantillon (Ni(t),...,Na(t)) de la var N(¢).

O

7. L’objectif de cette question est de déterminer un intervalle de confiance asymptotique du parameétre

: 1 .
inconnu + au niveau de confiance 1 —a (0 < o < 1).

a) Soit ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et soit ¢ et ¢y deux réels
L. « o
vérifiant ®(t1) =1 — 5 et O(tg) = 5 Montrer : to = —t;.

Démonstration.

o Démontrons que la fonction ® est bijective sur R.
La fonction & est :

x continue sur R, en tant que fonction de répartition d’une v.a.r. & densité,

x strictement croissante sur R.

En effet, la fonction ® est dérivable sur R car c’est une primitive de la fonction ¢ : x
1 2

e T qui est continue sur R. De plus, pour tout z € R :

B

1 2?2

P'(z) = p(x) = ez >0
(@) = ple) = =
Elle réalise donc une bijection de | — 0o, +oo[ sur ®(] — oo, +00[) ot :
2]~ o, toc]) = | lim_®(x). lm_a(x)| =]0.1]

ol la derniére égalité est obtenue car ® est une fonction de répartition.

Ainsi, ® réalise une bijection de R sur ]0, 1].

o Comme @ est bijective sur R :
to =—11 & (I)(tg) = (I)(*tl)

On cherche donc a calculer ®(—t7).

o Par propriété de @ :

() = 1-B(t) = ¥ — (1—%) - % = B(ty)

On en déduit : t9 = —17.
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Commentaire

o Il est toujours bon de garder en téte que la fonction ® est bijective. C’est une propriété que
I’on utilise fréquemment dans le contexte de I’estimation.

o On pourrait par exemple également s’en servir pour démontrer que les réels t; et to existent
et sont uniques. En effet :

x la fonction ® réalise une bijection de R sur ]0, 1],

o)

X 1—56]0,1[,car04>0.
On en déduit qu'il existe un unique ¢; € R tel que : ®(¢;) =1 — %.
o) o
Comme 3 € 10, 1[, on démontre de méme qu’il existe un unique t3 € R tel que : ®(t2) = 3

L

b) On pose : R, = +/n ()\ X, — 1). Justifier que la suite de variables aléatoires (Ry,),en+ converge
en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

Démonstration.

PN . PO . , . %
On cherche ici a appliquer le théoréme central limite. On commence donc par déterminer X, et
on souhaite relier cette v.a.r. 4 la v.a.r. R, de ’énoncé.

« Comme la v.a.r. X,, admet une variance non nulle d’aprés 2., la v.a.r. Y; est bien définie. De
plus :

X, =

n

><\

(d’aprés 2.)

\H »\H
T ><\

><\

n
1

Avn

- (e

= \/ﬁ()‘yn - 1)

On en déduit : Y; =R,.

>

« La suite (X;);en est une suite de v.a.r. :
x indépendantes,

x de méme loi,

1
x qui admettent une variance non nulle -

Ainsi, par théoréme central limite : R, %) Z,ou Z — N(0,1).
n—-+0oo
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¢) En déduire : lim P([-ti < R, <t1])=1—«a.

n—-+o00

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

lim P([—tl < Rn < tl]) = P([—tl < A

n—-4o0o

N

t1])
(t1) — ®(—t1) (car Z — N (0,1))

i

a o L
= <1 - 5) —3 (d’apres 7.a))
1-«

lim P(—t; <R, <t])=1—
n—1>I—&I-100 ([ ! R 1]) @ O

1
d) Déterminer un intervalle de confiance asymptotique de X au niveau de confiance 1 — .

Démonstration.

e Soit n € N*.
On comme par chercher a exprimer I'encadrement de I’événement [—t; < R,, < ¢1] comme un

encadrement de %

P([~t1 <R, <th]) = P([~t1 <VR(AX,—1)<t])

:E»([_“n@xn—mjﬁ]) (car v/ > 0)
t1 = th
(i-meomei Z])
1- 4 1+
- p VI v
X, Xn

La derniére égalité est vérifide car : Vi € [1,n], X;(Q) C 0, +oo[. Ainsi : X,,() C ]0, +00]).

o On souhaite maintenant composer par la fonction inverse mais on ne connait pas le signe des

t
quantités 1 — L oet1 + ~L . Déterminons le.

Vn NZD
x Tout d’abord : ; ;
1-—2>0 & 1>-%
n

v v

. 31 o 31
Or, comme lim — =0, alors il existe n; € N* tel que : Vn > nq, 1 > —.
n—+o00 \/ﬁ ! 4 Z ™ \/ﬁ

x De méme :

t1 t
1+4—=>0 & 1>-—
Vvn LD
t t
Or, comme lim - S S 0, alors il existe no € N* tel que : Vn > no, 1 > N

n—-+oo \/ﬁ

On note : ng = max(ny, ng2). Ainsi, pour tout n > ng :

NZD

¢ ¢
1—L~0 e 1+-L>0
n n

v v
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Commentaire

o

NG

Ce qui nous suffit pour cette question puisqu’on ne cherche pas démontrer :

51
On a ainsi déterminé le signe des quantités 1 — et 1+ — a partir d’un certain rang.

VTLGN*, P([—tl <Rn<t1]) = P([

mais :

nllglkloo P([~t1 < R, < t1]) nglfx P ([ \t/% 14 f )

11 suffit donc que 1'égalité (x) soit vraie dans un voisinage de +oco (et non pour tout n € N*).

\.

e Soit n > ng. On obtient :

[ X, 1 X, (par stricte décroissance de la
= F T 7 A > 14 fonction inverse sur ]0,+oo[)
L Vn Vvn ’
e On en déduit, d’aprés la question précédente
X 1 X
lim ]P’( ntl gxg ntl]>:1—a
n—-+00 1+ 7n 1— 7n
On en déduit que 'intervalle N ; [0 est un intervalle de confiance
th 1k

> =

asymptotique de — au niveau de confiance 1 — a.

e) Que se passe-t-il lorsque « est proche de 0 ou lorsque « est proche de 17

Démonstration.

e Si « est proche de 0, alors :

x Tout d’abord : o
O(t1)=1-— 5 est proche de 1 et 1 = lim ®(z)

Tr——+00
Par bijectivité de @, on en déduit que ¢; est proche de +oc.

x Si on reprend les calculs de la question précédente, on obtient :

— 4L 1+
M1P<[”%<A< “):1—a

n—+00 X, = Xn
) est proche de 1.
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x Or tp est proche de +o00. Ainsi 'intervalle de confiance asymptotique de A : [ < ;

e

t
L~

n
st proche de | — oo, +00].

On en déduit que, si « est proche de 0, un intervalle de confiance de A\ au niveau de confiance
(proche) de 1 est | — oo, +00].

On en conclut que si « est proche de 0, le niveau de confiance est proche de 1

(donc trés élevé), mais U'intervalle de confiance est inutile car trop imprécis.

e Si « est proche de 1, alors :

x Tout d’abord :

Par bijectivité de @, on en déduit que t; est proche de 0.

x D’aprés la question précédente, I'intervalle [1

1 1
O(t)=1— % est proche de 2 et 5= o(0)

