ECE2 Mathématiques

EML 2014

Exercice 1

On considére lapplication ¢ : 0, +00] — R, x +— e* — zer. On admet 2 < e < 3.

Partie I : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que ¢ est de classe C? sur |0, +oo|, calculer, pour tout = de ]0,+oo[, ¢'(z) et ©"(x) et

3 1
montrer : Vo € ]0, 400, ¢"'(z) = e* + chul gty

5
Démonstration.
« La fonction z + er est de classe C3 sur 10, 400 car elle est la composée hy o hy ou :
1
x h1:x— — est:
x

- de classe C3 sur ]0, +oo[ en tant quinverse d’une fonction de classe C? qui ne s’annule pas
sur cet intervalle,
- telle que : hy(]0,+o00[) C R.

% ho:x — e® est de classe C3 sur R.

On en déduit que la fonction ¢ est de classe C? sur |0, +0o[ en tant que somme et produit
de fonctions de classe C? sur ]0, +o0.

« Soit z € )0, 400].

/ x 1 I 2 x 1 1
g — r — —_ x = 7—1 T
o' (x) e (e :cx2e> e +<$ )e
1 2 1 1 1 1 2
/" = T ex — ——1 — ez = T ex
o' () of-5e ( )3326 of—ge
3 1 1 1 1 3 1 1 3r+1 1
m 1 i 1
(P(x>—ex+74€ +73$2€1 _ex+<x4+w5>el—ex+ 5 ex
/ 1 ES
Vo €0, 400, ¢'(z) =e+ | ——1)e=
x
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/! T o
O'(x)=e i
3x+1 1
" — AT >
") =e" + e -

2. Etudier le sens de variation de ¢” et calculer ¢”(1).
En déduire le sens de variation de ¢/, et montrer : Va € ]0,4o00[, ¢'(x) > e.
Démonstration.
« Soit x € |0, 400[. Déterminons le signe de ¢"'(x).
« Tout d’abord : e > 0 et e+ > 0.

x Ensuite, comme x > 0 :

On en déduit : ¢ (x) > 0.

3z +1
5

>0
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« On obtient le tableau de variations suivant :
T 0 1 +00
Signe de ¢"'(x) + +
+o0
Y
Variations de ¢” /O/
—0o0
« Détaillons les éléments de ce tableau :
1 1
« tout d’abord : ¢”(1) = el — = el = e—e = 0.
1 1
x ensuite: lim —e» = 0x1 = 0.Deplus: lim e” = +oo. Ainsi: lim ¢"(z) = +o0.
r—+0oc0o X Tr——+00 Tr—+00
1 1
x enfin: lim — er = +oo. Deplus: lim e" = eV = 1. Ainsi: lim ¢"(z) = —o0.
z—0t T z—0t z—0t
« On déduit le tableau de variations suivant :
T 0 1 +o00
Signe de ¢"(z) - 0 +
400 —+00
Variations de ¢’ \ /
(6]

« Détaillons les éléments

x tout d’abord : /(1)

x ensuite :
. 1

x enfin : lim < —1

z—0t x

« La fonction ¢’ est :

de ce tableau :

1
= e — (= ATe

1
lim < — 1> ex = —1. De plus : lim e® = 4o00. Ainsi :
r——+00 x€x

T—+400

x strictement décroissante sur ]0, 1],

x strictement croissante sur [1, +o00].

Elle admet donc un unique minimum en 1 égal a e.

lim ¢'(z) = +oo.

Tr—+400

> er = +00. De plus : lim e” =1. Ainsi : lim ¢'(x) = +oo.
z—0t+

z—0t

On en déduit : Vx € |0, +o0], ¢'(z)

¢'(1) =e. 0

3. Déterminer la limite de () lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

Démonstration.

o« Tout d’abord : lim &%
z—0t

« Ensuite, pour tout z € |0, 400 : zer =

1
. es . eX
lim — = lim — = +oo
z—0+ = X—+o0 X
Finalement : lim ¢(z) = —oc.
z—0t

=0 =1.

1

ex

— Avec le changement de variable X =

1
—, on obtient :
x

(par croissances comparées)
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4. Déterminer la limite de M lorsque z tend vers +o00, et la limite de () lorsque z tend vers +o0.
x
Démonstration.
« Soit z € ]0,400].
o(x) o —zer e’ 1
= = — — Cz
x x x
Or :
el’
x par croissances comparées : lim — = 4o0.
r—+4oco I
« lim er = & = 1.
T—+00
x
On en déduit : lim #(z) = +o00.
Tr—+00 xX
x
« Pour tout z € 10,00[ : p(z) = = ol )
x
D’aprés le calcul de limite précédent : i = .
apres le calcul de limite précédent @ lim p(x) = +o0 0

5. On admet : 15 < ¢(3) < 16. Montrer : Va € [3,+00[, p(z) > ex.
On note C la courbe représentative de .

Démonstration.

e On note h: x — p(z) —ex.
La fonction h est dérivable sur ]0, +o00o[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o0].

« Soit z € )0, 400].
W(z) = ¢'(x)—e = 0 (dapres 2.)

« On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 3 +00
Signe de h/(z) + +
o +00
Variations de h /h(3)
—00

« En particulier : Vz € [3,4+00[, h(z) = h(3). Or :

h(3) = ¢(3)—3e > 15—3e > 0

On en déduit, pour tout = € [3,+o00[ : h(x) > 0, c’est-a-dire (x) > ex.
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\

Commentaire \

On pouvait également démontrer cette inégalité en utilisant la convexité de .
« D’aprés la question 2. : Va € |1, +o00[, ¢"(x) > 0.
La fonction ¢ est donc convexe sur |1, +00[. Sa courbe représentative est donc située
au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 3, droite d’équation :

y = ¢B)x-3)+9@)
« Soit z € [3,+o0].
Comme ¢'(3) > e (d’apres la question 2.)
alors  ¢'(3)(x —3) =2 e(xz—3) (carx —3>0)

(car ¢(3) > 15 d’apres

PJREN / _ > —
dou  ¢'(3)(x —3) +¢(3) Ze(z —3) + 15 I’énoncé)

e De plus, comme e < 3 :

e(x—3)+15 = ex—3e+15 > ex

Finalement : Vz € [3,400[, p(z) = ¢'3)(x —3)+¢(3) > eux. 0

J

6. Montrer que C admet un unique point d’inflexion, déterminer les coordonnées de celui-ci et I’équation
de la tangente en ce point.

Démonstration.

« La fonction ¢” est négative sur 0, 1] et positive sur [1, +ool.

La fonction ¢ change donc de convexité en 1,
seul point d’inflexion de la courbe représentative de .

+ Les coordonnées de ce point d’inflexion sont (1,¢(1)). Or :

o(l) = el—lel = e—e =0

La courbe représentative de ¢ admet pour point d’inflexion, le point de coordonnées (1,0).

L’équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ en 1 est :
y = D@1 +¢(1) = e(@-1). O

7. Dresser le tableau de variations de ¢, avec les limites en 0 et en 400, et la valeur en 1.
Tracer I'allure de C et faire apparaitre la tangente au point d’inflexion.

Démonstration.
« D’apreés la question 2. : Va € |0, +oo|, ¢'(z) = e > 0.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

T 0 1 +0oo

Signe de ¢'(z) + +

Variations de ¢ /
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« L’obtention des différents éléments de ce tableau a été détaillée en questions & et 4.

o On en déduit que C admet la représentation graphique suivante.

6 x

1.5 2 2.5

Commentaire

o Un point d’inflexion de C est un point en lequel C change de convexité. Si la fonction ¢ est de
classe C? sur 'intervalle I d’étude, une condition suffisante d’existence de point d’inflexion
est que la fonction ¢” s’annule en changeant de signe en I’abscisse de ce point.

o L’énoncé demande de représenter la tangente au point d’inflexion. Il est important que le
dessin de la courbe mette en évidence :

x la notion de tangente : la courbe de C et la tangente doivent apparaitre comme confondues
a proximité du point (1,0).
x la notion de point d’inflexion : sur ]0, 1] la fonction est concave et sur |1, +00] la fonction est

convexe. Cela doit apparaitre clairement sur la représentation graphique. En particulier,
la tangente obtenue « traverse » la courbe C.

J

) |

Partie I : Etude d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles
On note U = Rx ]0, +00[ et on considére 'application : f: U — R, (z,y) — zy — e* In(y).

8. Représenter graphiquement ’ensemble U'.

Démonstration.
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9. Montrer que f est de classe C? sur 'ouvert U et calculer, pour tout (z,y) de U, les dérivées partielles

premicres et les dérivées partielles secondes de f au point (z,y).

Démonstration.

« La fonction g : (7, y) — In(y) est de classe C? sur U car elle est la composée g1 = 1)1 o hy oil :

x hy:(x,y) —yest:

- de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale,
: hi(U) C 10, +o0l.
x by 1 t = In(t) est de classe C? sur |0, +oo|.

- telle que

« La fonction gy : (7, y) + e® est de classe C? sur U car elle est la composée gy = 13 0 hy ot :

x hy:(x,y) — x est :
- de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale,
- telle que : ho(U) C R.

x g : t > el est de classe C? sur R.

« La fonction (z,y) — 2y est de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale.

de fonctions de classe C2 sur U.

Finalement, la fonction f est de classe C? sur U en tant que somme et produit

Commentaire

Le détail d’une seule des deux compositions suffit sans doute & obtenir la totalité des

points alloués & cette partie de la question.

V(z,y) €U, a(f)(zy) = y—In(y)e®, o(f)(,y) = o — —
Z(Nwy) = —In@)e, 2,(ay) = 1- if
B1(Ney) = 1- 2f, R,y(f)(a,y) = ZZ

10.
1
>0 et y=ez et ¢(r)=0

Démonstration.
Soit (z,y) € U.

Etablir que, pour tout (z,y) de U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si :

Le couple (x,y) est un point critique de f si et seulement si V(f)(x,y) =0 4, (&) Or :

1 T
o) = 0y & { AOEN =0 [ITERT =0
L,Y) =Y 1(R (S
2O )@y =0 pe=0 z
Deux cas se présentent alors.
x T
e Sixz <0, alors 'équation z = < n’admet pas de solution car < > 0.
””” Y Y
La fonction f n’admet donc pas de point critique sur | — oo, 0] x |0, 4+o00].
« Si z > 0, alors, en reprenant les équivalences, comme x # 0 :
r _ @ y _ 1
y—1In(y)e* = 0 y = In(y)e o In(y) z
xz = = ~
v 2@ : e .
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Ensuite :
( 1 1
ex =y exr =y 1 1 1
ex = y erx = y exr — y
o & o & ) & . &
r = — x = — rer = e e’ —rer = 0 e(x) =0
\ Yy ex

Finalement, pour tout (z,y) de U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si :
x>0 et y:e% et @(z)=0.

Commentaire

X X
. . e e
o On pouvait aussi remarquer : t = — & y= —.
x
Il est classique de tenter d’écrire une variable en fonction de 'autre. Ce faisant, on peut
el’ X
remplacer y par son expression en x dans la premiére ligne : — = In <> e”. Par des
x x

manipulations usuelles, on démontre alors que cette équation est équivalente a : ¢(z) = 0.

o On a opéré ici par disjonction de cas pour pouvoir gérer en amont la difficulté « x > 0 ».
Cependant, on aurait pu traiter ce point au moment ou il apparait dans la démonstration.
Détaillons la démonstration.

« Soit (z,y) € U. On a:

_1 T
V(f)(z,y) =0 R n(f)(@,y) = N y—In(y)e® = 0
’ = U yx R -
5,1(R) Oo(f)(z,y) = - = 0
y—In(y)e” =0 (1)
= o
r = — 9
; (2)
- @
Or, comme y >0et e >0,0ona: (2) < ro= y . On en déduit alors :
x>0

y—In(y)e” =0 (1)

o(f)(z,y) =0 e”
\Y% z,y) =04, r = — 2
(@Y = 0w © {8200)(%@:0 = ; @

x>0 (3)

On peut alors reprendre la liste d’équivalences de la démonstration précédente en adjoignant
a chaque systéme la propriété (3).
o Cette maniére de procéder peut sembler un peu subtile ou lourde d’écriture.

I1 est aussi possible de raisonner par implication en remarquant que la propriété (2) et le
fait que y € U implique x > 0. On peut alors une nouvelle fois conclure avec la succession
d’équivalences de la démonstration page précédente. Il faut cependant bien comprendre qu’avec
cette présentation, on perd la succession d’équivalence (on a introduit une implication dans
cette succession). Il faudra alors bien penser a traiter la réciproque, a savoir :

x>0 e y=ez e p)=0 = V(f)(x,y):O//lzyl(R)
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11.

12.

13.

En déduire que f admet un point critique et un seul, et qu’il s’agit de (1, e).
Démonstration.
Soit (z,y) € U.
o D’aprés la question précédente :
z >0
(x,y) est un point critique de f < y = ew
p(x) = 0
« Or la fonction ¢ est :
« continue sur |0, 4+oo[ (car elle est de classe C? sur ]0, +oo[ d’aprés 1.),
x strictement croissante sur ]0, +-o0o[ (d’aprés 7).
Ainsi, ¢ réalise une bijection de ]0, 4o00[ sur gp(}O, +oo[) ol, d’aprés les questions 3. et 4. :

gp(]0,+oo[) = | im ¢(z), im ¢(x)| =]—o00,+o0]

r—0t T—+00

Or: 0 € ]—o00, +0o0[. On en déduit que 'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution sur |0, +oo[.
De plus, d’aprés 7. : ¢(1) = 0.

On en conclut que le réel 1 est 'unique solution de I’équation ¢(x) = 0 sur |0, +o0|.

« On obtient alors :

z >0 z >0 1 1
y:e% & y:e%<:> y=°o o y=e =¢
p(xr) =0 x =1
On en déduit que f admet un unique point critique sur U de coordonnées (1,e). =

Est-ce que f admet un extremum local en (1,€)?

Démonstration.

« Pour conlure quant & la nature du point critique (1, e), on cherche a déterminer le signe des valeurs
propres de la matrice hessienne H = V2(f)(1,e).

e Or, d’apres la question 9. :

—In(1)e! 1- eT —e 0

H = = 1
el el 0 -

1-— T 67 €

o La matrice H est diagonale. Ses valeurs propres sont donc ses coeflicients diagonaux.

Ainsi : Sp (H) = {—e,%}.

La matrice V2(f)(1,e) admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative. On en déduit que (1,e) n’est pas un extremum local (c’est un point sefle).

Est-ce que f admet un extremum local sur U 7

Démonstration.
La fonction f admet (1,e) comme unique point critique sur U, d’aprés 11.. Or, d’aprés la question
précédente, ce point n’est pas un extremum local.

On en déduit que f n’admet pas d’extremum local sur U.
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Partie III : Etude d’une suite et d’une série
On considére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =3 et : Vn € N, w1 = @(uy).
14. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 3e".
(On pourra utiliser les résultats de la Partie I).
Démonstration.
st
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou P(n) : tn XI5 i
Uy = 3€
» Initialisation :
D’aprés I'énoncé : ug = 3. Or : 3eY = 3. Dot : ug > 3¢e°.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
. ist
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. { ZZE ;Xlgseiﬂ )
o Par hypothése de récurrence, u,, existe et : u, > 3e". En particulier : u, > 0.
Donc ¢(uy,) est bien défini. On en déduit que u,41 existe.
« Par hypothése de récurrence : u,, > 3e™ > 3. Donc : u, € [3, 400
Alors, d’apreés la question 5. :
o(up) = euy
Il WV
Up41 ex3e” = 3entl
D’ou P(n +1).
Par principe de récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u,, > 3e™. .

15. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante et que u, tend vers 4+o0o lorsque n tend vers

I'infini.

Démonstration.
e Soit n e N.
D’aprés la question précédente : u, € [3,+00].
Ainsi, d’aprés la question 5. :
o(up) = eup
| Vv

Unp+1 Un

On en déduit que la suite (u,,) est strictement croissante.

« Toujours d’aprés la question précédente :
VneN, u, >3e"

Or: lim 3e"™ = +oo.

n—-+00

Par théoréme de comparaison : lim wu, = +oc.

li
n—-+o0o
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16. Ecrire un programme Scilab qui affiche et calcule le plus petit entier n tel que wu, > 103.

Démonstration.
1 n=20
2 u=3
3 while u < 1073
4 u = exp(u) - u % exp(1/u)
5 n=n-+1
6 end
7 disp(n)

Détaillons les éléments de ce programme.

o Début du programme
La variable n est initialisée a 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (u,), est initialisée a ug = 3.

n=20
u=3

o=

o Structure itérative
Les lignes 3 & 6 consistent & déterminer le plus petit entier n tel que u, > 103. On doit donc
calculer les valeurs successives de la suite (u,,) jusqu’a ce que u, > 103. Autrement dit, on doit
calculer ces valeurs successives tant que u, < 103. Pour cela on met en place une structure
itérative (while) :

3 while u < 103

Tant que u, < 103, on calcule u, et on stocke toujours cette valeur dans la variable u :

u = exp(u) - u x exp(1/u)

[

On met alors a jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on a calculé 1.

5 n=n-+1

o Fin du programme
A Dissue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que u, > 10°.
On affiche alors enfin la valeur de la variable n

7 disp(n)

Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab dé-
montre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’ob-
tenir la majorité des points alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

10
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1
17. Quelle est la nature de la série de terme général — 7
n

Démonstration.

« Soit n € N. Comme u,, > 3¢", par décroissance de la fonction inverse sur |0, 4o00] :

1 < 1
U, . 3en
« On obtient :
1 1/1\"
x VneN, 0 < — < <)
Up 3 \e
" 1
x la série > <) est une série géométrique de raison — € | — 1,1[. C’est donc une série
n=0 € e

. 1/1\" .
convergente. La série > = [ —) l'est donc aussi.
n=0 €
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non nul)

1
Par critére de comparaison de séries & termes positifs, la série Y . — est convergente.
n=0 Up,

11
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Exercice 2

On considére I'espace .#5(R) des matrices d’ordre 2 & coefficients réels. On définit :

=0 0)2= (0 0)-e= (0 V)=o)
5:{<g g),(a,b,c)eR3}

1. Montrer que & est un espace vectoriel et que (4, B, C) est une base de £.

Démonstration.
o Par définition de & :

&€ = {(3 I;)(a,b,c)el[@}
= {a (g )0 (6 o) rer (6 ) 1o ems)

= {a-A+b-B+c-C|(abc)ecR?}

= Vect(A4,B,C)

Donc € est un espace vectoriel et la famille (A, B, C') engendre &. ‘

« Montrons que la famille (A, B, C) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R®. Supposons : Ay - A+ X2 - B+ A3 C =0 4,r) (%)

oo e B - (0

Mo\ (00
@<0 A3>_(00>

= {)\1:)\2:)\3:0

La famille (A, B, C) est donc libre.

« La famille (A4, B,C) est :
x libre,

x génératrice de £.

On en déduit que la famille (A, B, C) est une base de £.

12
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Commentaire

« Il est relativement fréquent de trouver dans les sujets de concours des ensembles de matrices
écrites a 'aide de paramétres. Lorsque c’est le cas, on trouve généralement une ou plusieurs
questions consistant a démontrer la stabilité de ces ensembles (comme c’est le cas ici en
question 2. et 8.). Il faut donc étre a l'aise sur la compréhension et la manipulation de
tels ensembles. Ici, 'ensemble £ n’est autre que ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2
triangulaires supérieures.

o Dans I'énoncé, on demande de démontrer que £ est un espace vectoriel engendrée par la
famille (A, B, C). Cette famille étant fournie, I'écriture & = Vect (A, B, C) (c’est le caractére
générateur de la famille) permet de démontrer que € est un espace vectoriel. Il faut privilégier
cette démonstration a celle qui consiste a vérifier les propriétés axiomatiques de la notion
d’espace vectoriel. Cependant cette maniére de procéder doit aussi étre connue car ’ensemble
étudié ne se décrit pas toujours naturellement comme espace vectoriel engendré par une partie.

« Rappelons ci-dessous la rédaction.
(i) € C M>r(R)
.. 0 0
(it) €& # @ car 0///2([@) = (0 0) €.
(iii) Démontrons que & est stable par combinaisons linéaires.
Soit (\, u) € R? et soit (M, N) € £2.

x Comme M € &, il existe (a1, b1, c1) € R? tel que M = (%1 il)
1

x Comme N € &, il existe (ag,bs) € R? tel que N = <%2 122)
2
Démontrons que A- M +p- N €&. On a:

) . o S by a2 bo o Aai+pag Aby 4+ by o a f
AMAp-N = A (0 q)—l—,u, (0 cz> o ( 0 )\C1+,LLCQ> o <0 v €&

avec : (o, B,7) = (Aa1 + prag, \by + pba, ey + pea) € R3.

L’ensemble &£ est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

\.

2. Etablir que & est stable par multiplication, c’est a dire :
Y(M,N) e 2, MN €&

Démonstration.
Soit (M, N) € £2. 1l existe donc (a1, b1, c1) € R3 et (ag, b, c2) € R? tels que :

(a1 b (a2 b
M_<0 Cl> et N_<0 CQ)

On obtient alors :

MN — (a1 b1><a2 bz) _ <a1a2 a1b2+b1c2> =ajas- A+ (aibs+bica) B+eies-C

0 ¢ 0 ¢ 0 C1C2

Donc MN € Vect (A, B,C). D’ou MN € €&.

L’ensemble & est bien stable par multiplication.

13
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Commentaire

On pouvait aussi rédiger autrement :
MN = a; by as by _ (ma2 a ba + by co _ (« B8 cE
0 0 e 0 C1C2 0 ~

avec (a, B,7) = (a1 az, a1 by + by ca,¢1 c2) € R3.

\.

3. Montrer que, pour toute matrice M de £, si M est inversible alors M~ € &.

Démonstration.

Soit M € £. 1l existe donc (a,b,c) € R? tel que M = (g i)

« Rappelons tout d’abord :
M est inversible < det(M)#0 < axc—0xb#0 < ac#0

Commentaire

On se sert ici de la caractérisation de l'inversibilité des matrices carrées d’ordre 2. On
pouvait aussi tout simplement remarquer que la matrice M est triangulaire (supérieure).
Ainsi, elle est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

o Supposons M inversible, c¢’est-a-dire ac # 0. Dans ce cas :

1 _ b
M‘1:<C b):C-A—-B—I—a-CGS
ac \0 a ac ac ac

Ainsi, si M € & est inversible, M~ € €.

Commentaire

matrices carrées d’ordre 2 triangulaires supérieures) sont inversibles !

par passage a 'inverse.

Attention, on ne montre pas dans cette question que toutes les matrices de £ (c’est-a-dire les

On démontre simplement que, si une matrice triangulaire supérieure est inversible, alors son
inverse est aussi triangulaire supérieure. C’est & nouveau une propriété de stabilité : £ est stable

M
=

J

Pour toute matrice de &€, on note f(M)=TMT.

4. Montrer que f est un endomorphisme de £.

Démonstration.
o Démontrons que f est linéaire.

Soit (A1, A2) € R? et soit (M, M) € £2.

JOM-Mi+Xo-My) = T (A -Mi+Xa- M) T

(par distributivité a

= (M-TMyi+X-TM2) T gauche de x sur +)

(par distributivité a

= M -TM{T + Xo-TMT droite de x sur +)

= M- f(Mi)+ X2 f(M2)

14
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o Démontrons que f est a valeurs dans &.

Soit M € €.

Remarquons tout d’abord : T'= A+ B + C € Vect (4, B,C). Ainsi T € €.

On en déduit, par stabilité de £ par multiplication (question 8.) : TM € &.
Enfin : f(M)=TMT = (TM)T € £ en utilisant une nouvelle fois la question 3.

L’application f est donc un endomorphisme de &.

Commentaire \

La rédaction choisie ici pour le deuxiéme point démontre une prise de recul par rapport
aux questions précédentes. Cependant, il est aussi possible de résoudre cette question en

effectuant un calcul. Plus précisément, si M = <g 2), alors :

son = marr = (A0 () < (500 )

5. Vérifier que T est inversible et démontrer que f est un automorphisme de £.

<a a+b+c> cE
0 c

Démonstration.
o Tout d’abord : det(T) =1x1—-0x1=1#0.

Ainsi, la matrice T est inversible.

, 1 /1 -1 1 -1
) A
(Uinverse de T est : T~ = 1(0 1) = <0 1))

« Déterminons Ker(f).

Soit M € £.
M € Ker(f)

& f(M) = 0pm

& TMT = 04m

& TI'TMT = T ' X 04w (=0nw)

& MTT ' = 0,rxT" (=04w)
< M = 04mr

Donc Ker(f) = {0_4,®)} et I'endomorphisme f est injective.

o Enfin, comme f est un endomorphisme de £ de dimension finie :

f est injective < f est bijective

L’application f est donc un automorphisme de €.

Commentaire \

o On utilise ici un cas particulier de la proposition suivante :
Soient E et F' des espaces vectoriels de dimensions finies tels que dim(E) = dim(F).
Soit f € Z(E,F). Alors :

f bijective < f injective < f surjective

« Attention a ne pas confondre :
x T € #M>(R), matrice qui intervient dans la définition de f.
x F € #3(R), matrice représentative de f dans la base (A, B,C) (¢f question 7.).

15
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6. Est-ce que T est diagonalisable ?

Démonstration.

o La matrice T' étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale.

Ainsi : Sp(T') = {1}.

« Démontrons que T n’est pas diagonalisable. On procéde par I’absurde.
Supposons que 1" est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P € .#5(R) et une matrice diagonale D € .#5(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de T telles que T'= PDP~ 1.
Or 1 est la seule valeur propre de T'. Ainsi D =1 et :

T = PI3P ' = PLP ! = I3

Absurde!

La matrice T n’est donc pas diagonalisable.

On note F' la matrice de f dans la base (A, B,C) de £.
7. Calculer f(A), f(B), f(C) en fonction de (A, B,C) et en déduire F.

Démonstration.
(1 1\(/1 0\/1 1\ _ (1 o\/1 1\ _ (11 _ 5 41 oman.
‘f(A)_(o 1)(0 0)(0 1) - (0 0><0 1) - <0 0) = 1-A+1-B+0-C.

1
Ainsi : Mat(A’B’C)(f(A)) = (1)
0

=G E 6 - €6 - (Y -manrene

0
Ainsi : Mat(A,B’C)(f(B)) = (1)
0

=G HEN6 Y = (D6 - () -vanee

0
Ainsi : Mat(A’B,C)(f(C)) = (1) .
0
1].
1 O

1
8. Montrer que f admet une valeur propre et une seule et déterminer celle-ci, puis déterminer une
base et la dimension du sous-espace propre pour f associé a cette valeur propre.

1 0
Donc F' = Mat(A,BC) (f) = (1 1
0 0

Démonstration.

Soit A € R.
« Rappelons tout d’abord :

A valeur propre de f <\ valeur propre de F

< F — A\ I3 n’est pas inversible

16
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e« Orona:

1-A 0 0
rg(F — M\ 1) = rg 1 1-x 1

oL 1 1-Xx 1
= g [1-2 o 0
0 0 1-2\

1 1—-A 1
0 —(1-A)2 —(1-2X)
0 0 1—A

Lo+ Ly—(1-N1I,
= T

o]

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure).
Elle (et donc F' — A1) est non inversible si et seulement si 'un de ses coefficients diagonaux est

nul. Ainsi :

F' — M\ I non inversible

© 1=00 —(1-XN2=00U0 —(1-A)=0
& (1-X)=0

S oA=1

Ainsi : Sp(f) = Sp(F') = {1}.

o Déterminons Ej(f), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 1.

Soit M € &. Alors il existe (a,b,c) € R? tel que M = (

a b):a-A+b-B+c-C.
0 c

a

Autrement dit : U = Mat(AB’c)(M) = (b) € M31(R).
C

On obtient alors :

M € Eq(f)

E(f) = AMe&|(f—ide)(M)=0¢}
= {a-A4+b-B+c-Cla=—c}
= {—c-A+b-B+c-C|(bc)cR?}
= {c-(—A+C)+b-B| (bc) € R?*}
= Vect(—A+C,B)

On en conclut : Ey(f) = Vect (—A+ C, B).

17
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o La famille (—A + C, B) est :
x génératrice de E1(f),

x libre car constituée de deux matrices non colinéaires.

On en conclut que la famille (—A 4 C, B) est une base de E;(f) et ainsi :

dim (E1(f)) = Card(-A+ C, B) = 2. ul
« Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer E;(f) = Ker(f — ide), noyau

d’un endomorphisme de £. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de €. Si M € .#>(R) et
U = Mat (s p,c)(M) € #31(R) sont bien deux représentations différentes de la méme matrice M,
cela n’autorise pas pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

a -1 0
a-A+b-B+c-C >< (b) Vect (—A+ C, B) >< Vect (O)(l)

c ot 1/ \o
~ - — — —
€ M>(R) € M31(R) Eq(f) Ey(F)

« Il faut s’habituer a déterminer les ensembles F)\(F') par lecture de la matrice F' — A\ 1.

Illustrons la méthode avec la matrice de 1’exercice et A = 1.
X

On cherche les vecteurs X = [ y | de E1(F) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (F'—I3) X =04, ,(r)-

Or :

z-Cr1+y-Cr+z2-C3

R

Pour obtenir le vecteur (O) a l'aide de cette combinaison linéaire, il y a deux possibilités :

~_

PR

ISEINS

N~ —
Il

0

x si x = 0 alors forcément z = 0 car sinon on crée un coefficient non nul en 2°™€ position du vecteur
résultat. Enfin, si x = z = 0, alors toute valeur de y convient pour créer une combinaison linéaire
nulle. On peut prendre par exemple y = 1. Ainsi :

0
Ei(F) D Vect (1)

0

x si x # 0 alors forcément z = —z. En prenant par exemple x = 1 on obtient :

1
E{(F) D Vect (0)

1
0 1
Finalement : Ey(F) D Vect [ [ 1], [0
0 1

Et I'égalité est vérifiée pour des raisons de dimension (il est simple de démontrer : rg(F — I3) = 1 ce
qui permet de conclure, par théoréme du rang : dim (E1 (F )) =2).
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9.

10.

Est-ce que f est diagonalisable 7

Démonstration.
D’aprés ce qui précéde, f admet 1 comme une unique valeur propre. Or :

dim (Ey(f)) =2 # 3 =dim (&)

On en déduit que f n’est pas diagonalisable.

Commentaire

On pouvait aussi procéder par 'absurde comme en question 6. Rappelons la rédaction.

Supposons que f est diagonalisable. Alors F' = Mat4 g ¢)(f) l'est également.

Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice diagonale D € .#5(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de F telles que F = PDP~ .

Or 1 est la seule valeur propre de F. Ainsi D=Iet F = PDP™! = PI3P7! = I3

Absurde ! O

\.

Soit A un réel différent de 1. Résoudre 'équation f(M) = AM, d’inconnue M € .

Démonstration.

Soit M € £. Deux cas se présentent.
o Si M =04, alors f(M) = f(O,//@(R)) =0z (r) car f est linéaire.

Et comme : A 0 //{2(1&) =0 //{2(1&) alors M = 0_z,(r) est bien solution de I’équation.

f(M)=AM < X est valeur propre de f
& A=1

Comme on a supposé A # 1, 'équation f(M) = AM n’a pas de solution si M # 0 (w)

Si A # 1, 'unique solution de I'équation f(M) = A M est M = 0_z,w)- O

Commentaire \

Il était aussi possible de résoudre directement ’équation f(M) = AM.
Détaillons la rédaction. Comme M € &, il existe (a,b,c) € R3 tel que M = (8 l;)
f(M) =AM = TMT =AM

— a a+b+c>_/\<a b>

0 c
= 0
= (1-=XNb + =0
I-Xec =0
nowrn e =
= a + (I1=X)b + ¢ =0
c =0
Lyt Ly— Ly a =0
— 1-XMNb + ¢ =0
c = 0
Lz%LQ*Lg a = 0
= (1=X)0b =0 < {a=b=c=0
c =0

On en conclut : M =0 4, ®)

19



ECE2 Mathématiques

1 0 0 0 0
OnnoteI=(0 1 0let H=|1 1].
0 0 1 0 0

11. Calculer H?, puis pour tout a de R et tout n de N, (I + aH)™.

00 0\ /000 000
H2=1(10 1|1 0 1] = [0 0 0
00 0/\0o 00 000

k

On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2, H¥ =0 #(R)-
(ou alors on remarque : Yk > 2, H* = H> H*? = 0. (Rr) HF2 = 0./(r))

° SOlt a & R
Les matrices I et a H commutent car I commute avec toutes les matrices carrée du méme ordre.

% o O O

Démonstration.
o Tout d’abord :

e Soit n > 1. D’aprés la formule du bindme de Newton :

([+aH) = 3 (Z) Mk H = 3 <Z> a*HY  (car : Yk € [0,n], I"*F = 1)

k=0 k=0
B A LN ' N, (cette décomposition
B kgo <k:) o HE k§2 (k) o H est valide carn > 1)
1
= > (Z) ak H (car : Vk > 2, Hk:O%Q(R))
k=0

= <n> a’ HO + <711> a' H!

1 0 O
= J4+anH = |na 1 na

eDeplus: ([+aH)=TetI+ax0-H=1I.

La formule précédente reste valable pour n = 0.

)

On en déduit que : Vn €N, (I+aH)"=1+anH.

Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

DU = Y, up+ i g,

k=m k=m k=p+1

(la somme la plus a droite est nulle si p =n)
ol (uy) est une suite quelconque de réels ou de matrices.

« Dans cette question, on est dans le casoum =0 et p = 1.
L’argument n > 1 est donc essentiel pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit donc étre traité a part.

o Ici, la matrice H vérifie : Vk > 2, H* =0 5 (R)- Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans une copie). Si elle avait
été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas n =0 et n = 1 (le découpage de
la somme est alors valable pour n > 2). ]

\. J
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12.

13.

Calculer, pour tout n de N, F™.

Démonstration.

Soit n € N.

On remarque que : F=1+H=1+1-H.

D’apreés la question 9. appliquée & a = 1, on obtient : F" =T+1xn- H.

Pour tout n e N, F* =1 +nH. O

Trouver une matrice G' de .#3(R) telle que G* = F.
Existe-t-il un endomorphisme g de & tel que gogog= f7?
Démonstration.
« D’aprés la question 9., pour tout a € R : (I +aH)3 =1+ 3aH.
1
Or F=1+1-H. Dong, en choisissant a = 3’ on obtient :

1.\? 1
<I+3H> =I+3x g H=I+H=F

1
Donc en posant G = I + 3 H, on obtient : G> = F.

o On rappelle que F' = Mat (4 p o (f)-
On considére alors I'endomorphisme g € Z(€) tel que Mat 4 p cy(g9) = G.
D’aprés la relation du point précédent, on obtient :

Mat (4 5.c)(9°) = (Mat(4 5 c) (9))3 =G®=F =Mat(4 pc)(f)

L’application Mat 4 g )(.) étant un isomorphisme, on obtient, par injectivité : g =f.

On a donc bien exhibé un endomorphisme g de £ tel que gogog = f.

Commentaire

Il faut retenir le schéma classique développé dans cette question :
(i) on démontre une propriété sous forme matricielle,

(i1) on en déduit une propriété sur les endomorphismes par la passerelle matrice / endomorphismﬁ.
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Exercice 3

Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1
a n, dans laquelle on effectue une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et 1'on note
X, la variable aléatoire égale au numéro du tirage otl, pour la premiére fois, on a obtenu un numéro
supérieur ou égal au numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la variable X,, prend ses valeurs dans [2,n + 1].

Par exemple, si n = 5 et si les tirages aménent successivement les numéros 5, 3, 2, 2, 6, 3, alors X5 = 4.
Pour tout k de [1,n + 1], on note N}, la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k°™° tirage.

Partie I : Etude du cas n = 3

On suppose dans cette partie uniquement que n = 3.
L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

1. a) Exprimer I’évenement [X3 = 4] a 'aide d’événements faisant intervenir les variables N1, Ny, Ns.
En déduire P([X3 = 4]).

Démonstration.
Rappelons qu’on effectue n 4+ 1 = 4 tirages successifs (et avec remise) dans 'urne.

o L’événement [X3 = 4] est réalisé si et seulement si c’est le 4°™¢ tirage qui a amené, pour la
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

« le numéro obtenu au 2°™¢ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.
« le numéro obtenu au 3°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 2°™¢ tirage.
x le numéro obtenu au 4°™¢ tirage est supérieur ou égal a celui obtenu au 3™ tirage.

Les 3 premiers tirages constituent donc une séquence strictement décroissante d’entiers de
I'ensemble [1,3] (I'urne ne contenant que les boules 1, 2 et 3).

On a donc forcément obtenu 3 au premier tirage, 2 au 2°™€ et 1 au 3°™e.

(le numéro obtenu au 4™ tirage sera alors forcément supérieur ou égal G 1)

Ainsi : [Xg = 4] = [Nl = 3] N [NQ = 2] N [Ng = 1]

Commentaire

« Il est & noter que la décomposition de I’événément [ X3 = 4] démontre la bonne compréhen-
sion et permet donc, & elle seule, d’obtenir la totalité des points alloués sur cette étape.

o Sur un exercice de probabilités discrétes, il faut prendre le temps en début d’énoncé de bien
comprendre l'expérience aléatoire et les v.a.r. en présence. C’est aussi le but de la rédaction
précédant la décomposition de ’événement : prendre le temps de caractériser la réalisation
de I'événément permet de rentrer dans le sujet.

\.

e On en déduit :
P([X3=4]) = P([Ni=3]n[N;=2]N[N3=1])

(par indépendance
des tirages)

1 1 (car pour tout i € [1,3],
3 21 Ni = U([1,3]))
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2
b) Montrer que P([X3 = 2]) = 3 et en déduire P([X3 = 3]).

Démonstration.

« L’événement [X3 = 2| est réalisé si et seulement si c’est le 2°™€ tirage qui a amené, pour la
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que le numéro obtenu au 2°™° tirage est supérieur ou égal & celui obtenu au
1" tirage (les numéros obtenus aux 3¢ et 4°™° tirages ne sont pas contraints). Trois cas se
présentent :

% si on a obtenu 1 au premier tirage :

alors on a pu tirer n’importe quel numéro au deuxiéme tirage.

x si on a obtenu 2 au premier tirage :

alors on a tiré les numéros 2 ou 3 au deuxiéme tirage.

x si on a obtenu 3 au premier tirage :

alors on a obligatoirement tiré le numéro 3 au deuxiéme tirage.

Ainsi :
X3 =2] = [N1:1]m([N2:1]u[N2:2]u[N2=3])
[N1:2]ﬂ([N2:2]U[N2—3]>
[N1:3]ﬂ([N2:3]

Xa=2 =M =1u(M=2nM>2)u (M =30 =3)
e On en déduit :

= P([Ni=1])+P([N =2]) xP([No>2]) +P([N; =3]) x P([No = 3]) gizrtff;;iij“dame

_ l—i—lxg—i—}xl— 3+2+1 6 2 (pour tout i € [1, 3],
- 3 " 373" 373 9 T 9 3 N; — U([[1,3]))
2
P([X:a:?]):g

« La famille ([X3 = i )i:[[2 4 ©st un systéme complet d’événements. On en déduit :

P([X3=2]) +P([X3=3]) +P([X3=4]) =1

Et ainsi :
P([X3=3]) = 1-P([X3=2])—-P([X5=4])
B 1 2
21 3
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2. Calculer l'espérance de X3.

Démonstration.
o La v.a.r. X3 admet une espérance car elle est finie.

« Par définition :

E(X3) = 2xP([X3=2])+3xP([X5=3]) +4xP([X3=4])
9 8 1
XX g taAx gy

36+24+4 64

27 o7

E(X3) = =

Partie II : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

3. Pour tout k de [1,n + 1], reconnaitre la loi de Ny, et rappeler son espérance et sa variance.
Démonstration.
Soit k € [1,n + 1].

« A chaque instant k, ’expérience consiste au tirage d’une boule dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n. Cette expérience posséde donc n issues équiprobables.
La v.a.r. Nj désigne le numéro obtenu lors de ce tirage.

On en déduit : N — U([1,n]).

o La v.a.r. N posséde une espérance et une variance car suit une loi usuelle.

n+1 n?—1

De plus : E(Ny) = 5 et  V(Ng) = T

4. Calculer P([X,, =n+1]).

Démonstration.

o L’événement [X,, = n + 1] est réalisé si et seulement si c’est le (n+1)®™° tirage qui a amené, pour
la premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

x le numéro obtenu au 2°™€ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.

X ..

x le numéro obtenu au n®™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (n—1)*™° tirage.
x le numéro obtenu au (n + 1)®™ tirage est supérieur ou égal & celui obtenu au n®™® tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des n premiers tirages forment une séquence strictement décrois-
sante. On en déduit, comme en question 1.a) :

(Xn=n+1=[N1=n|Nn...N[N, =1]

n
On en déduit, comme en question 1.a) : [X, =n+1] =) [N;=n+1—1].
i=1
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e On en déduit :

5. Montrer, pour tout i de [1,n] : Py, —y([Xn = 2]) =

P([X,=n+1]) = P

(par indépendance
i des tirages)

B ﬁl B <1>n (car pour tout i € [1,n],
i n

i=1 n Ni = U([1,n]))
P([X, =n+1]) = (i)n
0

Démonstration.

Soit i € [1,n].

Si ’événement [N = i] est réalisé, c’est que 1'on a obtenu la boule numérotée i lors du 1¢ tirage.
L’événement [X,, = 2] est alors réalisé si on a obtenu une boule portant un numéro supérieur ou
égal & i lors du 2°™° tirage, c’est-a-dire portant un numéro dans I’ensemble [i,n].

Il y an—144 1 boules vérifiant cette condition.

Commentaire

Chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on en déduit :

. n—1i+1
Vi € [[1,’]7,]], P[lez}([Xn = 2]) =

o On pouvait aussi effectuer cette démonstration en revenant a la définition de probabilité condi-

tionnelle :
P([N =14 N[X, =2])

P([Ny = i])

Piv,—i) ([Xn =2]) =

L’événement [N7 = 4| N [X,, = 2| est réalisé si et seulement si on a obtenu la boule numérotée i
au 1°" tirage et une boule portant un numéro supérieur ou égal lors du 2°™¢ tirage. Ainsi :

[Ny =N [Xp=2] =[N =4 N[i < No <7

P([M =i N[X,=2]) = P([Ny=4nN[i<Ny<n)

— B( i) xB(< o)) (O ndlendanc
= P([Mi=1) XP(kCJA (N2 = K])

Enfin, les événements de la réunion étant 2 & 2 incompatibles, on en déduit :

n

P(U (V=) = S P(IN=4) = ¥

n—1+1
k=1 k=1 k

1
i n

M
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6. En déduire une expression simple de P( [X,, = 2]).

Démonstration.
La famille ([N1=1]), ., 4
D’apreés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P([X,=2]) = ;]P’([lei]ﬂ[Xn:ﬂ)

n , (car pour tout i € [1,n],
= P([N; = x P =i Xn:2 .

l; ([ 1 Z]) [le]([ ]) P([lez])#())
& ln—i+l (d’apres la question
=0 n précédente)
= Z% (en posant j =n—i+1)

=i

1 & . 1 n(n+1) n+1
S wEl T T

n+1
P(|X,=2])=
([ " ]) 2n -

7. Soit k € [2,n]. Justifier 'égalité d’événements suivante : [X,, > k] = [N] > No > ... > Ni].

1
En déduire que P([X,, > k]) = — <Z>
n

Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

Démonstration.
o L’événement [X,, > k] est réalisé si et seulement si la boule portant un numéro supérieur ou égal
au celle du tirage précédent est tirée au mieux lors du (k + 1) tirage.
Cela signifie que :
x le numéro obtenu au 2°™€ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.
X ..
« le numéro obtenu au k°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (k —1)®™¢ tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des k premiers tirages forment une séquence strictement décrois-

sante. On en déduit : [X,, > k] = [Ny > No] N [Ny > N3] N... N [Ne_1 > Ny

Commentaire

L’énoncé présente 1'écriture [N7 > Ny > ... > Nil.

« Rappelons tout d’abord que le symbole > est utilisé pour représenter la relation binaire
liant 2 réels a et b : on note a > b si a est strictement plus petit que b. Du fait du caractére
transitif de cette relation, on se permet ’abus de notation : @ > b > ¢ o ¢ est un réel.
Rappelons : a >b>c¢ < (a>b ET b>c).

o Ces rappels étant faits, revenons & I’événement considéré :

[N1 > No > ... > Ngj
= {weQ|Ni(w)>No(w)>...> Ng(w) }
= {we Q| Ni(w)> Nz(w) ET Np(w)> N3(w) ET ... ET Np_1(w) > Ni(w)}
= {weQ MW >Nw ]} N ... N {weQ] Ni(w) > Np(w)}
= [N1 > NoJN [Ny > N3JN...N[Ni_1 > Ng
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o L’événement [X,, > k| est réalisé par tous les (n + 1)-tirages commengant par une séquence stric-
tement décroissante de k entiers.
Un tel (n + 1)-tirage est entiérement déterminé par :

x les k premiers entiers formant une séquence strictement décroissante : < k:) possibilités.

En effet, une k-séquence strictement décroissante d’entiers de [1,n] est entiérement déterminée
par le choix des k entiers différents de [1,n] constituant cette séquence. Une fois ces k entiers
choisis, ils sont rangés dans l'ordre décroissant, ce qui ne forme qu’une seule k-séquence.
Autrement dit, une partie a k éléments de I'ensemble [1, n] fournit une et une seule k-séquence
strictement décroissante d’entiers de [1,n]. Il y a donc une bijection entre I’ensemble des k-
séquence strictement décroissante et 'ensemble des parties & k éléments de [1,n].

x le (k + 1)®m¢ glément : n possibilités.

X e

« le (n 4 1)%™me ¢lément : n possibilités.

Il y a donc en tout <Z> pn) =)+ - (Z) n" 1=k tels (n + 1)-tirages.

L’univers ©, formé de tous les (n + 1)-tirages est de cardinal : Card(Q)) = n™*!.

On en déduit :

P(X, > K]) — - -2

Card ([X,, > k]) (}) nnti=k 1 (n
Card(92) nntl n’f( >

P([X, > H]) = — (Z)

nk

« Vérifions maintenant que cette formule est aussi vérifiée en k =0 et k = 1.

1
- D’une part : no<g> =1.

- D’autre part : [X,, > 0] = Q car X,, est & valeurs dans [2,n + 1].
Ainsi, P([X, >0]) =P(Q) = 1.

1 /n 1
- D’une part : — =—n=1.
nl \ 1 n

- D’autre part : [X,, > 1] = Q car X, est a valeurs dans [2,n + 1].
Ainsi, P([X, >0]) =P(Q) = 1.

La relation est vérifiée pour k =0et k= 1.

O
8. Exprimer, pour tout k € [2,n + 1], P([X,, = k]) a l'aide de P([X,, > k — 1]) et de P([X,, > k]).
Démonstration.
Soit k € [2,n + 1].
Remarquons tout d’abord que, comme X,, est & valeurs entiéres :
(X, >k —1]=[X, =k]U[X,, > K]
Les événements [X,, = k] et [X,, > k| sont incompatibles. On en déduit :
P([X,, >k —1]) = P([X,, = k]) + P([X,, > k])
Ainsi : P([X,, = k]) =P([X,, > k —1]) — P([X,, > k]). .
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n

9. En déduire : E(X,,) = > P([X,, > k]). Calculer ensuite E(X,,).
k=0

Démonstration.
o La v.a.r. X,, admet une espérance car elle est finie.

o De plus :

E(Xn)
= Y kP(Xn=k])
kEXn(Q)

n+1
= ) kP([Xn = k)
k=2

n+1
= > ( P([ X, >k —1]) — P([X, > k‘])) (d’apres la question précédente)
k=2
n+1 n+1
= Y kP([Xpn>k—-1])— > kP([X, > k] (par linéarité)
k=2 k=2
n n+1
= > (k+1)P(X, > k]) — EP([X,, > k]) (par décalage d’indice)
k=1 k=2
n n n+1
= Y kP([Xn>k)+ > P([Xn >k]) — > kP(X, > k]) (par linéarité)
k=1 k=1 k=2

= IxP(Xp > 1)+ > kP n>k])+ip([xn>k])(im n>k:]+(n+1)P([Xn>n+1]))
k=1

= P([Xp,>0)+ S P(Xy> k) — (n+ 1) P([Xp >n+1])  (car [Xn>1]=Q=[X, >0])
k=1

= Y P([Xn > k) - (n+ 1) P(Xp>r 1)) (car [Xn >n+1]=2)

k=0

Commentaire \

La démonstration consiste & démontrer un résultat de type somme télescopique.
On pouvait faire apparaitre directement une telle somme en remarquant :

EP(X =k]) = (k- 1) P(X >k —1]) — k P((X > &]) + P([X >k — 1])

Ainsi, par sommation et linéarité :

n+1 n+1 n+1
S RP(Xy=k) = > (= 1) B(X0 >k~ 1) =k B((X, > K])) + 3 P([Xp > k—1])
k=2 k=2 k=2
= 2-1)P(X,>2-1])— (n+1) P([X,, >n+1]) —1—%1 P([X, >k —1])
k=2
= —(n+1) P(X, >n+1])+ Zn: P([X,, > k]) (par décalage d’indice)

k=0
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o Il reste & effectuer ce calcul de somme.

E(X,) = 3 P([X > k)

<n> (d’apres la question 7)

_ (14 1 " (d’apres la formule
B n du binome de Newton)

THERC) |

-1 1
10. Montrer : Vk € [[2,n+1]],P([Xn:kD:kk<n+ )
n

Démonstration.
Soit k € [2,n + 1]. Notons tout d’abord que, d’aprés la question 8. :

P(X, = k) = P([Xn >k — 1)) — B([Xy > k)

Deux cas se présentent.
x Sik € [2,n] : on raisonne par équivalence.

o H(”“) — (X > k— 1)) — P((Xn > K])

nk k
o E—1/n+1\ 1 n\ 1/n (d’apres la question 7. avec
nk k okl k-1 nk \ k k—1e[l,n—1] etk €[2,n])

e wn () = (7)) -
=) () =050 -6)

el CE) ()6 e e
# ) () () = ) -G

o () - () Tp—

La derniére égalité n’est autre qu’une instance de la formule du triangle de Pascal.
La derniére égalité étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

3

k—1 1
Ainsi, pour tout k € [2,n] : P([X,, =k]) = —h <n_l: )
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x Sik=n+1:

- D’une part :
car X,, est a valeurs
P([Xn =n+1]) = P(Xp > n]) - P((Xp>n=FT]) c(icms [2,n+1])

1 1
= = <n + ) (d’apres la question 7.)
n n

k-1 (n+1\ (+1)-1 (n+1\  n
Y k - L n+1) — nrtt

Ainsi, la propriété est aussi vérifiée en k = n + 1.

- D’autre part :

Partie III : Une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie a la suite de variables aléatoires (X, )n>2.

k—1
11. Soit k un entier fixé supérieur ou égal & 2. Montrer : lim P([X,, =k]) = .
n—+o0o k!

Démonstration.

Soit k > 2 et soit n > k.

(on peut prendre n aussi grand que souhaité car on s’intéresse a la limite lorsque n tend vers 400
d’une quantité dépendant de n)

D’aprés la question précédente, comme k € [2,n + 1] :
k—1/n+1
P([X, = k]) = nk’< 1 )

k—1 (n+1)!
nk  kl((n+1)—k)!

n+1)!
_ k—1 (75—1—1—)1@)!
B k! nk
B E=1 (n+1)n(n—1)...(n+1)—(k—1))
B k! nk
k—=1nf k-1
n—+o0 k! le N k!

En effet, le numérateur apparait comme produit de k termes tous équivalents, lorsque n est dans
un voisinage de 400, a n.

k-1 k-1 k-1
Comme lim =——, onabien: lim P([X,=k])= .
n—+oo k! k! n—+00 k! ]

30



Mathématiques

12. Montrer que la série >

converge et calculer sa somme.
k>2

On admet qu’il existe une variable aléatoire Z & valeurs dans [2, +oo[ telle que :

k—1
Vk € [2,+oc[, P([Z =k]) = o
Démonstration.
Soit N > 2.
N k-1 N ok N1
L
=2 k! =2 k! =2 k!
N 1 N1
-t -s s
=2 (k=11 =5 k!
N-11 N 1
= i > = (par décalage d’indice)
k=1 k=2 K
N-1 1 N 1 1
a (kzo '_ﬁy'> - (kZOk! % 1')
_ =L % l+1 — el—el+1=1
k=0 k' k=0 ' N—+o00

Cette limite est obtenue en reconnaissant les sommes partielles d’ordre N — 1 et N de la série
exponentielle de paramétre 1 qui est une série convergente.

Commentaire

, . L. k—1 +oo k1
On en déduit que la série est convergente, de somme =1.
iso k! s k!

o On prétera toujours attention & la formulation des questions de ’énoncé. Une question du
type « cette série est-elle convergente ? » suggére que la série en question ne ’est sans doute
pas. On orientera donc ses recherches en ce sens dans un premier temps.

« Pour une question du type « montrer que cette série est convergente » sans que le calcul
de somme soit demandé, on pensera en priorité & un théoréme de comparaison des séries a
termes positifs.

« Ici, on est confonté & la question « montrer que cette série est convergente et calculer sa
somme ». Le calcul de la somme (comme limite de le somme partielle) démontre la conver-
gence et fournit le résultat du calcul demandé. C’est cette méthode qu’il faut regarder en
priorité pour ce type de questions.

« La deuxiéme partie de la question aurait pu étre formulée sous la forme « démontrer que la

suite (%)@2 fournit une loi de probabilité ». Il s’agit alors de démontrer :

k—1 T k-1
>0 £ =1
k! P PR

Vk > 2,

C’est bien le cas ici. On considére alors une v.a.r. Z discréte qui suit cette loi.
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13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et 1113 E(X,).
n—-+0oo

Démonstration.

o La v.ar. Z admet une espérance si et seulement si la série > kP([Z =k]) est absolument
k>2
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

N k-1
o (k—1)!

é\’: 1
i (k-2)!
N-2 1
= — (par décalage d’indice)

ko k!

N-2 1

Or : — — e
kZ::O k‘ N——+oo

de paramétre 1.

I en reconnaissant la somme partielle d’ordre N — 2 de la série exponentielle

Ainsi, la v.a.r. admet une espérance et E(Z) = el.

o Par ailleurs, on a vu en question 9. :

1 1
Or:nln(l—l—) ~ n—=1.

n n—-+o0o n

On en déduit, par composition de limite :

1
lim E(X,) = lim exp <nln <1+>> = ¢!

n—-+o00 n—-+o00

Ainsi, E(Z) = lim E(X,).

n—-+o00

Commentaire \

On a démontré :
1) X,, converge en loi vers Z (question 11.),

2) E(X,) T E(Z) (dans cette question).

Cela pourrait laisser penser que 1) implique 2)... Il n’en est rien :

X,, converge en loi vers Z == [E(X,) " E(Z)
n o

De maniére générale, on retiendra que la convergence en loi n’implique pas la conver-
)
gence des moments (et vice versa évidemment).
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