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ESSEC-I 2013

Toutes les variables aléatoires de ce probléme sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, o7, P).

Introduction

On s’intéresse dans ce probléme & la détermination de lois de probabilité composées qui interviennent
en particulier dans la gestion du risque en assurance et en théorie de la ruine.
On étudie le modéle suivant :

x le nombre de sinistres & prendre en charge par une compagnie d’assurances sur une période donnée
est une variable aléatoire N & valeurs dans N ;

x les coiits des sinistres successifs sont modélisés par une suite de variables aléatoires (Ug)ren+. On
suppose que les variables Uy sont a valeurs dans N, indépendantes et identiquement distribuées, et
sont indépendantes de N ;

n

x On pose, pour tout n € N*, X,, = Ui et X est la variable certaine de valeur 0;

k=1
x la charge sinistrale totale pour la compagnie d’assurance sur une période est donnée par la variable
aléatoire X définie par :

N
X => U
k=1
et I’'on précise que X = Xy =0 si N prend la valeur 0. On dit que X suit une loi composée.

x pour tout entier naturel j, on pose p; = P([N = j]), ¢; = P([U1 = j]) et r; = P([X = j]).

Partie I — Des exemples
Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent la loi de Bernoulli de parameétre p, ou p
est un réel de l'intervalle |0, 1[.

1. Pour n dans N*, quelle est la loi de X, 7

Démonstration.
Soit n € N*.
La v.a.r. X,, est une somme de n v.a.r. indépendantes de loi B (p), c’est-a-dire de loi B (1, p).

Par stabilité de la loi binomiale : X;, < B (n,p).

Commentaire \

On rappelle la propriété de stabilité de la loi binomiale :
Soit X1, ..., Xj des v.a.r. indépendantes telles que X1 < B (n1,p), ..., X — B (ng,p).
Alors :

k k
> Xi = B <Z nzwp)
=1 =1
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+o0
2. Pour tout entier naturel j, établir : 7, = > P([X, = j]) pn.
n=0
Démonstration.

La famille ([N = n|)pen forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, pour tout 7 € N :

ryzmwzmzziﬁmEme=m

+o0 N
- S r(Ww=nn |z o-i])
n=0 k=1
+oo n
- Sr(Ww=nn | o-i])
n=0 k=1
+oo
= ZO P(IN =n]N[Xn = j])
= . (car les v.a.r. N et X, sont
N ngo PN = n]) x P([Xn = ]) indépendantes par lemme des coalitions)

+o00
= 2 pa X P([Xn =)

n=0

—+00
Vj c N, Ty = Z:() P([Xn = ]])pn

Commentaire \

o Détaillons 'utilisation du lemme des coalitions.

x D’aprés I’énoncé, toutes les v.a.r. de la suite (Ug)ren+ sont indépendantes de N.

En particulier, pour tout n € N*, les v.a.r. Uy, ..., U, sont indépendantes de N.
n
x Donc, par le lemme des coalitions, pour tout n € N*  la v.a.r. > Uy est indépendante de N.
k=1

« D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « & valeurs dans N ». Cela signifie exactement :
N(Q) C N (et non N(2) =N).

e On ne peut donc pas considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille
([N = k])ken. On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements
a contenir ’ensemble vide. O

\. J

3. Dans cette question 3., on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et
7, réel dans ]0, 1[. Soit j un entier naturel.

a) Justifier que r; = 0 si j > m.

Démonstration.
« Pour tout k € N*, Uy, — B (p). Donc U(€2) = {0, 1}.
« De plus, N < B (m,m). Donc N(2) = [0, m].
N
e Or: X =5 U

k=1
On en déduit :

x au minimum, la v.a.r. X prend la valeur 0,

x au maximum, la v.a.r. X prend la valeur m x 1 = m.

Ainsi : X(Q) C [0, m].
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« Donc, si j > m, alors : [X = j] =@. D’ou :

Pour tout j >m : r; = 0.

- m . .
b) Etablir que pour tout j € [0,m] : r; = > (?) P (1—p)" <7;Z> 7 (1 —m)m".

n=j

Démonstration.

Soit j € [0, m].

La famille ([N = n]),c[o,m] forme un systéme complet d’événements.
En procédant de la méme maniére qu’en question 2., on obtient :

T = > P([Xn = j) PN = n])

(car si j ¢ X, ()
alors [ X, = j] = @)

La derniére ligne est obtenue en constatant :

n € [0,m] 0<n<m 0<n<m j<n<m
jeXn()=1[0,n] < 0<j<n & ¢ j<n &
j € [0,m] Jj €[0,m] j €[0,m] j € [0,m]
On en déduit :
ri = 2 P(Xn=J])P(IN =n])
n=j

I
=

e ) e e G
vie Ol = £ (M -prs (T)ar - mm

Commentaire \

o En question 2., on savait seulement : N(2) C N. Le meilleur systéme complet
d’événements que nous pouvions considérer était donc ([N = n|)pen (contenant
potentiellement plusieurs fois ’ensemble vide).

3
Il
<

o Ici, d’aprés la question précédente, nous pouvons considérer le systéme complet
d’événements plus précis ([N = n])ne[o,m]-
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ny\ [m m\ [m—]
c) Vérifier que pour tous entiers j, n, m telsque 0 < j < n<m: ( > ( ) = < > ( J)
J J n—J

Démonstration.
Soit (j,n,m) € N3 tel que 0 < j < n < m.

(n) (m) B wl m! B m!
iJ\n)  fln—) A (m—-n)  jl(n— ! (m—n)
o D’autre part :

()55 = oo =k I

e D’une part :

=gl = (m=7)— (=7~ =) (m—n)!

J)\n—j

J) \n J)\n—Jj

Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & m éléments.

(on peut penser & une piéce qui contient m individus)

On souhaite alors construire une partie P a n éléments de cet ensemble contenant j
éléements distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de n individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & n éléments de FE : (’:Z) possibilités.

Ainsi, pour tout (j,n,m) € N’ tel que 0 < j <n<m: <n> <m> - (m> (m ] j)'

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : (?) possibilités.
(on choisit d’abord les n individus et on élit ensuite j représentants de ces individus)

n

Ainsi, il y a (j) (:’;) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (Tj”) possibilités.
On choisit ensuite n—j éléments dans £, pour former P, en y ajoutant les j éléments
précédents : (Z‘:JJ ) possibilités.
(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de n — j
individus)
Ainsi, il y a (m) (mfj ) maniéres de construire P.

i/ \n—j
On retrouve ainsi le résultat.
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d) En déduire, pour tout j € [0,m] : rj = (7) (pr)? mi:j <m€—]> ((1 —p)Tr)Z (1 —m)m=i-t,

Démonstration.
Soit j € [0, m].

v % <;‘>pv‘(1_p>nf <T§>7r”(1—7r)m” (d'apres 3.))
5 Qe
= (M) (Z))pa-proma—mm (daprs 3.c))
) B
S (E () upreae et
() (e

On en déduit, pour tout j € [0,m] :

= (" e S (") -nm) a-mrt -

e) Montrer finalement que X suit une loi binomiale et préciser ses paramétres en fonction de m, p
et m.

Démonstration.
« D’aprés la question 3.a) : X (2) C [0, m].
e Soit j € [0,m]. D’aprés la question précédente :

(m
r; = .
! j

(p) mij <m2j> (1-p) W)Z (1—m)m—i—t

=0

))m—j (par la formule du
binome de Newton)

On en déduit : X — B(m,pm).
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4. On suppose dans cette question 4. que N suit la loi de Poisson de paramétre A, réel strictement
positif.
a) Montrer que pour tout entier naturel j, on a :

rj=-e"’ ' (A1 - p))n_j

.7' n=j (n_])

Démonstration.
Soit j € N. D’aprés la question 2. :

“+00
ri = z::O]P([Xn:]])pn
_ *z"zm[xnzj])mwvznb

b
n=>0
Jj € Xn(Q)

+oo

n=j

Comme X — B (n,p) d’aprés la question 1., alors X,,(2) = [0, n].
Donc la derniére ligne est obtenue en constatant :

n € [0, +oof 0<n 0<n ji<n
jEX,(Q)=]0,n] < 0<j< & ji<n &
jeN jeN jeN jeN
On en déduit :
+o0
ri = > P([Xn=j])P(IN =n])
n=j
oo /n\ . AT (car X, = B (n,p) et
= — n—jg __ A n )
z (j)p](l AT N PO
f)\ 1 n—jiyn
= ey z ") pria
0 n\ 1 al 1 1
Tr: _——— e =
j) n! jln=7)! g (n—j)!
On obtient :
1 .
ri = e pl 1 —p)v I\
’ nzjj I'(n J)( 2
Y . n—j \(n—i)+i
N 1 — J\(n=3j)+j
IR e L)
Ap) +oo 1 . .
_ —A( p) D ,'(1—p)”_3)\”_3

j' n=j (n_.])'

Ap)J oo n—j
A ( ]1'7) z (nij)!()\(l —p)) .

Finalement, pour tout j € N: r; =e™
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b) En déduire que X suit une loi de Poisson, et préciser son paramétre en fonction de p et A.

Démonstration.

« Pour tout k € N*, Uy — B (p). Donc : Ui () = {0, 1}.
De plus, comme N — P () : N(2) = N.

Ainsi, par définition de X : X (Q2) C N.

o Soit j € N. D’aprés la question précédente :
Y (/\p)j = 1 n—j
rj = et ) — (A1 -p)
! ]' n=j (n - j)' ( )

= e i g:o 7 ()\ (1 —p))g (avec le décalage d’indice £ =n — j)
L (Ap)j oA (1) (car on re\connait la série exponentielle
J! de parameétre X\ (1 —p))
(Ap)! —AA(1—

= e D)

j!
_ (A?‘:)] Y

j!

On en déduit : X(Q) < P (Ap)

Partie II — La loi binomiale négative

On généralise la définition des coefficients binomiaux aux nombres réels en posant, pour tout y réel et
. Yy 1 k=t . y
tout entier k € N* : = — —1), et =1.
<k> k! z‘:o(y ) 0

5. Ecrire une fonction en Scilab d’entéte function ¢ = CoeffBin(y, k) qui calcule <Z)

Démonstration.
1 function ¢ = CoeffBin(y, k)
2 c=1
3 if k >= 1 then
4 for i = 0:(k-1)
5 c=cx*x (y -1i) / (1 + 1)
6 end
7 end
8 endfunction

Détaillons les différents éléments de ce code :

x en ligne 2, on initialise la variable ¢ dont le but est de contenir en fin de programme

1 sik=0
k—1

g Hy—i) sik>1
1=0

Cette variable c est donc initialisée a 1.
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x Deux cas se présentent alors.

e si k=0, alors la variable ¢ contient déja le bon résultat : 1.

Aucune opération n’est donc nécessaire.

e si k > 1, alors on met a jour la variable ¢ a ’aide d’une structure itérative (boucle for).

Pour ce faire, on multiplie au i®™¢ tour de boucle par la quantité %
k-1
Ainsi, ¢ contient bien ; [] (y — ) en sortie de boucle. En effet :
© =0

y 1 k ) 1 1 k=1 ) y—k [y
(/-c+1) TSI A e i TRl A A SO (k)

Commentaire

Notons que le choix d’initialiser ¢ & 1 n’est pas annodin. La variable ¢ étant un produit,
on choisit le réel 1 car il s’agit de ’élément neutre pour le produit.

De méme, pour initialiser une variable contenant une somme, on choisira plutot 1’élément
neutre pour la somme, c’est-a-dire le réel 0.

6. La formule du bindéme négatif.
Soit ¢ un réel strictement positif, et  un réel de [0, 1].

. ro(x—t)"
Pour tout entier naturel n, on pose I, = /0 W dt.
On admet le résultat suivant :
1 nofe+k—1\ 4 c+n
VvneN, ——— = 1
nem g = & () e (00
- r—1
a) Vérifier que pour tout ¢t € [0,z] : 0 < 13 < z.
) xn-{—l
En déduire I'encadrement : 0 < I, < m
Démonstration.
« Soit t € [0, z].
r—t (car, comme t <z <1,

1—t alors : 1—t>0)
& 0<r—t<ox—at
& —ar < -t —xat
&S 2tz at

Or on sait déja : t < x.
De plus, comme x € [0,1[, on a : xt < t.
Le dernier encadrement est donc vérifié.

x—1
1—1t

Par équivalence : Vt € [0,x], 0 < <z
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« Soit n € N*. Soit ¢ € [0, z].

x—t z—t\" (car la fonction t — t™ est
< < "< <z”
0s 1—¢S% 9 0" s <1 - t) S strictement croissante sur [0, +0o0o[)

Y

< 0K (z—1) <z”

(1—2)"

(x —t)" " 1

& 0< et S oo (car Ao >0)

Or:t<z.Donc:1—-t>1—=x.
Par stricte croissance de la fonction ¢ — T sur [0, 400 : (1 — )Tt > (1 — 2)¢*!. Ainsi

(x —t)" "
<
0 < (1 _ t)n+c+1 = (1 _ m)c+1

Par croissance de I'intégration, les bornes étant dans I'ordre croissant (0 < z) :

T (ﬂj _ t)n /33 xn
0 < — dt < —dt
/O (1 _ t)c-i—n-i—l 0 (1 _ x)C‘H

Donc :

n

x x . T
(1 — z)ctl [t], = 1—z) "
o anrl
Ainsi : Vn € N*, 0 < [, < A=zt

e Sin = 0. On a déja montré : (1 — )t > (1 — 2)°*L. Donc, par stricte décroissance de la

Lo 1
fonction inverse sur x — — sur |0, +oof :
x

1 < 1
1=t S (1—gz)et!

Comme t < 1, on a:

0 < ! !
S (1=t)ett T (1 - a)etd

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

r 1 * 1
0 < —— dt < ——— dt
/0 (1 _ t)c-i—l /0 (1 _ x)c-ﬁ-l

Donc :

1 P 1

et T = gt ?

Ainsi : 0 < Ip <
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Commentaire

On isole ici le cas n = 0, car argument « la fonction ¢ +— t" est strictement croissante

sur [0, 400 » est faux si n = 0. On traite donc ce cas a part.

O
. c+n L c
b) (i) Montrer, pour tout n dans N* : ( ) =11 (1 + f).
n k=1 k
Démonstration.
Soit n € N*,
Par définition du coefficient binomial :
c+n 1 nol .
< o ) = 5 I ((c+n) —1i)
R (avec le changement
ol kl;[l(c+k‘) d’indice k =n —1)
n
c+k
kl;l1( ) noct+k
H k k=1
k=1
nosc
- B
p=1 \k
c+n L c
Vn € N*, = (1 + —)
" < n ) kl;ll k O

(i1) Montrer que pour tout réel ¢ positif, In(1 4 ¢) < ¢.

Démonstration.

La fonction x +— In(14x) est concave sur | — 1, 400[. Sa courbe représentative est donc située
sous ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 0, droite d’équation :

y =

On en déduit : Vt € | — 1, 4o00[, In(1 +¢) < t.

Commentaire

L’énoncé demande seulement de montrer que cette inégalité est vraie pour tout
t € [0,400[. Bien évidemment, celle-ci étant vraie sur | — 1,+oo], elle l'est en

particulier sur [0, 4o0].

10
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. 1
(iii) Etablir, pour tout entier naturel k > 2 : z <In(k) — In(k —1).
no1
En déduire : ¥n € N*, Y Z < 1+1In(n).
k=1
Démonstration.
1 1 1 k—1
- <1 —In(k -1 —<In(—— < -In{——
: nk) —In(k-1) < k\n<k—1>@k n( ’ )
1 k—1 1
——>2In{—— ——>In(1--
& —r>m ( . ) & —1>m < )
1
Or, comme k > 2 : ~Z € ] — 1,400[. On peut donc appliquer la question précédente et ainsi
la derniére inégalité est vraie.
1
Par équivalence : Vk > 2, z < In(k) —In(k —1).

Commentaire \

- La démonstration présentée nécessite d’avoir démontré l'inégalité de la question
précédente pour tout ¢t € | — 1, 400].

- On pouvait également utiliser I'inégalité des accroissements finis.
On note g : t — In(¢). On sait :

x g est dérivable sur [k — 1, k],
1
x Vt elk—1,kK|, z < d'(b).
On en déduit, par inégalités des accroissements finis :
1

En appliquant cette inégalité & y = k et * = k — 1, on obtient :

< In(k) —In(k — 1)

| =

- On pouvait également procéder par intégration.
1 1
Tout d’abord : Vt € [k — 1, k], Z < :

Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans I'ordre croissant (k —1 < k) :

1 ko
</ Lo
k pop 1

[n(t) ]| = In(k) —In(k - 1)

e Soit n € N*,
On somme l'inégalité précédente pour k variant de 2 & n. On obtient :
no1 n
3 - < > (In(k) — In(k — 1))
k=2

k=2
il

In(n) — Inét]

11
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On ajoute 1 de chaque c6té de I'inégalité :

no ]
Vn € N*, Z

<1+1
" 4 <1+ ()

(iv) Montrer que pour tout n dans N* : In ((C + n)> < c¢(1+In(n)).
n

En déduire : lim (C + n> "t = 0.

n—-+o0o n

Démonstration.
. SOlt n e N*

In <<CZ”>> — Tn <;£[1 (1 + ;)) (dapres 6.b)(i))

1
=
=
VS
—_
+
El e
N—

k=1
Y ¢ (d’aprés 6.b)(i3))
=1k
no1
< ¢ -
=1 k
< ¢(1+1In(n)) (d’aprés 6.b) (i) )

n

¥n e N, In <<C+ ”)) < (1 + In(n))

e Soit n € N*.
Par croissance de la fonction exp sur R, on déduit de I'inégalité précédente :

(c + n) < exp (c(1+In(n)))

n

De plus 2" > 0, donc : 0 < (C + n) 2"t < exp(c+ ¢ In(n)) 2L
n
e Or:
exp(c+cIn(n))z"™ = exp(c+cIn(n)) exp((n+ 1)In(z))

= exp(c+cIn(n)+ (n+1)In(z))

= exp (c+1In(z) + ¢ In(n) + n In(z))

B c+In(z) ¢ ln(n)

- P (n In(z) ( n In(z) + n In(z >)
¢+ In(z) ¢ In(n)

= 0 et, par croissances comparées, lim
n—+oo In(xz) n

Deplus = I @)

Ainsi: lim < +In(@) | chn(n)

1=1.
n—+oo nln(z)  nln(x) +

12
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Comme z € [0, 1], alors In(z) < 0. D’ou : Erf n In(z) = —oc.

On adonc: lim n In(z) ¢+ In(z) + < In(n) +1) = —o0.
n—-+o00 nln(z)  nln(z)

Par composition par la fonction exp, on en déduit :

lim exp <n In(z) (Cﬂn(x) ; ¢lot) 1>) ~ 0

n—+o0 nln(z) = nln(x)

o Finalement :

x lim 0=0

n—-+oo

3 n+1l _
x nll}al_loo exp(c+c¢In(n))z"™ =0

n—-+o0o n

c+n
Par théoréme d’encadrement : lim ( + > 2"t = 0.

O

c+k—-1
c) En conclure que la série ) ( + I > zF est convergente, et établir la formule du binéme
£>0

+too C+k_1> k 1
k==
kzo( k (1—az)e

o D’aprés I’énoncé, pour tout n € N* :

nofe+k—1\ 4 1 c+n
= — ITZ
b G Y

<c+k—1

négatif :

Démonstration.

Pour démontrer que la série

k>0

1 ) x" est convergente et que sa somme vaut

bt
(1 —2)’

on va donc démontrer :

n—-+o0o n

lim c<c+n> I,=0

o Soit n € N*. D’aprés la question 6.a) :

On en déduit :

c+n
Or, d’aprés la question précédente :  lim < + ) 2"t = 0.

n—4o0o n
Ainsi :
x lim 0=0
n—-+4o0o
: c ct+n n+1 __
Xngr—&r-loo (1—$)C+1< n ):C =0

Par théoréme d’encadrement : lim ¢ <C + n> I, =0.

n——+o00 n

k—1 oo k—1 1
On en conclut que la série ) <C + > x¥ converge et : > (C + )xk = —.
k>0 k k=0 k (1—a)e

13
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7. Soit p un réel de |0, 1] et 7 un réel strictement positif. Montrer que la suite de nombres (pg)ken
r+k—1
k

valeurs dans N. On V'appelle loi binomiale négative de paramétres r et p.

définie par py = (1 — p)*p" définit une loi de probabilité d'une variable aléatoire a

Démonstration.

« Comme p € |0, 1], alors :

« Montrons que la série ) pj converge et que sa somme vaut 1.

k>0
Soit n € N.
n nofr+k—1 , r s (r+Ek—1
Zpk=2< . )(1—1?)'“19 =p Z( . )(l—p)k
k=0 k=0 k=0

On applique la question précédente & c=r et z =1 —p (on a bien ¢ > 0 et = € [0, 1[. On obtient
<r +k—1

que la série ) I

)(1 —p)¥ converge et :
k>0

oo fr4k—1 . 1 1
Eo( k >“‘p> “ W=y v

On en déduit que la série > pi converge et :
k>0

400 B 1_1
kgopk—yy—

On en conclut que la suite (pg)ren définit une loi de probabilité.

O

8. Si Y est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres 1 et p, reconnaitre
la loi de Y + 1.

Démonstration.

Onnote V=Y + 1.

« Tout d’abord, comme Y (2) =N, on a : V(2) = N*.

« Soit k € N*,

V=Fk =[Y+1=k] = [Y=k-1]
On en déduit :
P(V=k) = P([Y=k-1]) = pr

1+ (k-1)-1 (1= p)E-1pl (car'Y suit la loi binomiale
o k—1 p p négative de parameétres 1 et p)

= (1-p)'p

On reconnait la loi géométrique de paramétre p : V < G (p).

14
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9. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres r réel strictement
positif et p € ]0,1[.

k—1 k—1
a) Montrer que pour tout entier k > 1 : k (r * > =r <T + )

k k—1
Démonstration.
Soit k > 1.
o D’une part :
i r+k—-1\ i (r+k—1)! _ ¥ (r+k—1)! _ (r+E-1)!
k R+ E—1-k)! T EE-D'(r-1)!  (E-D!(r-—1)

o D’autre part :

r+k—-1\ (r+k—1)! B (r+k-1)!  (r+k-1)
T( k-1 > TR DIt k—1-k-1) T GE-Drr-1 (k-1 —1)

Onendéduit:Vk;l’k(r"i_:_l) :r<7°—li€-ﬁzl).

Commentaire

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & r 4+ k — 1 éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient r + k — 1 individus)

On souhaite alors construire une partie P a4 k éléments de cet ensemble contenant 1 élément
distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de k individus dans lequel figure 1
représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & k éléments de E : (H’Z*l) possibilités.

On distingue ensuite 1 élément de cet ensemble P : (llc) = k possibilités.
(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite 1 représentant de ces individus)

Ainsi, il y a k (TH;*l) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans E, une partie a (k — 1) éléments : (TZET) possibilités.

On forme alors P en ajoutant & ces k— 1 éléments, I’élément & distinguer. Cet élément est choisi
parmi les 7 + k — 1 — (k — 1) = r éléments restants dans E : (q) = r possibilités.

(on choisit d’abord k — 1 individus puis on leur adjoint 1 individu parmi les r restants dans E)

Ainsi, il y a (H]i;l) r maniéres de construire P.

On retrouve ainsi le résultat. -
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(1 —
b) Montrer que Z admet une espérance et que 'on a : E(Z) = M
p
Démonstration.
o La v.ar. Z admet une espérance si et seulement si la série > nP([Z = n|) est absolument
n=>0

convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit n € N.
>, kP([Z = K])
k=0
n r+k—1 .
U R R
k=0
n r+k—1
- (T oy
k=1
n —1
= kZ: r <T —; g 1 >(1 —p)k (d’apres la question précédente)
=1 -
n—1 k
= rp" > <TZ >(1 — p)ktl (par décalage d’indice)
k=0
l—pnl ((r+1)+k—-1
= <( )k )ﬂ—m%”l
P k=0
. 1-pnd B (ou W suit la loi binomiale négative
- kz::() (W =#) de paramétres r + 1 et p)

Or la famille ([W = k])gen forme un systéme complet d’événements. Donc la série Y P([WW = n])
n=0

converge et sa somme vaut 1.

On en déduit que Z admet une espérance.

De plus :
1—p t 1—
E(Z) = r—L2 S P(W=k) = r —21
D k=0 p
1—
E(Z) = r —2
p O
. S _r(l—p)
c¢) Montrer que Z admet une variance et que l'on a : V(Z) = ——5—=.
p
On pourra commencer par calculer 'espérance de Z(Z — 1).
Démonstration.
« Lav.ar. Z(Z — 1) admet une espérance si et seulement si la série Y n(n — 1) P([Z = n]) est

n=>0
absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle

est convergente.

16
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e Soit n € N.

k=0
= > k(k-1)P([Z =k])
k=2
n r+k—1
= S a-oe("T T pre
k=2 k
n kE—1
= p X (k=1r (T—IE 1 )(1 —p)k (d’apres la question 9.a))
k=2 -
n—1 k
= rp" > k <r—]f€— )(1 — p)k+l (par décalage d’indice)
k=1
1—pndl r+1)+k—1 .,
= L G (R LV
P k=1
1—pndl r+1)+k—1
T (AR AL R
P k=0
 1-pn B (ou W suit la loi binomiale négative
-7 ,go (W = K]) de paramétres r +1 et p)
1
Or, d’aprés la question précédente, la v.a.r. W admet une espérance et E(W) = (r+1) P
p

On en déduit que la v.a.r. Z(Z — 1) admet une espérance.

De plus :

E(Z(Z-1)) = r 1ppE(W) == 1pp

E(Z(Z-1) = (r+1)r (1;?)

o D’autre part :
7 = Z2(Z-1)+Z

Ainsi, Z? admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent une espérance.

On en conclut que la v.a.r. Z admet une variance.

o De plus, par linéarité de ’espérance :

E(Z*) = E(Z(Z-1))+E(Z) = (r+1)r <1pp>2+r 1pp

17
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Enfin, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :
V(Z) = E(Z?) - (E(Z))’

1—p\?2 1— 1—p\?2
= r+1)r p +7«7p_7a2 7])
(
p P P

(500 - (5 (5

Partie III — Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme : la variable aléatoire N a valeurs dans N a sa loi
donnée par pp = P([N = k]) pour k € N.

On suppose dans toute la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer : il existe deux
réels a et b, avec a < 1 et a+ b > 0, tels que :

b
Vk e N*, pp= (a+ k:) Dk—1

On dira alors que N suit la loi P (a,b).
10. Détermination des lois de Panjer.

k b
a) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a : py = pg Hl <a + 1)
1=

k
Démonstration. Démontrons par récurrence : Vk € N* P(k) ol Pk):pr=mpo [] <a + )

1 b b b
po [[la+=) =polat+=) = (a+=|p1-1 = m
i=1 (3 1 1
D’ou P(1).

» Hérédité : soit k € N*. .
+1 b
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. prr1 =po [] (a + ))
i=1

» Initialisation :

1

b
Pr+1 = (a + k+1> Pk (d’apreés lénoncé)
b k b (par hypothese de
B <a * k> *Po Zl;ll <a * z) récurrence)

D’ott P(k +1).

k b
Ainsi, par principe de récurrence : Vk € N*, pr, = po [] (a + Z)
i=1

18
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b) Dans cette question, on suppose que a = 0.
Montrer que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

Démonstration.
« Onadéja: N(Q2)CN
e Soit k € N*.

Si a = 0, alors, d’aprés la question précédente :
k

b
1;[1 bk
k!

N\o'

= Do 77

k
k—pl_[

1

.:h

=1

« On sait de plus que la famille ([N = k])xen est un systéme complet d’événements, donc :
400 “+00 +00
= Y P(N=k]) = P(N=0))+ > P(IN =k]) = po+ > pk
k=0 k=1 k=1
Or, en reconnaissant une série exponentielle de paramétre b :
bk +00 bk

5 5
P = Po77 = Po '
k=1 =1 k! =1 k!

= <§Ok—1> = po (eb —1)

1=po+poe —1)

On en déduit :

donc 1 =¢epo
d’ou e b =pp
Finalement :
bk
VkeN, P([N =k]) =e? o

On reconnait une loi de Poisson de paramétre b : N < P (b).

Commentaire

D’aprés I’énoncé, la variable aléatoire N est « a valeurs dans N ». Cela signifie exacte-
ment : N(2) C N (et non N(Q2) =N).

¢) Dans cette question, on suppose que a < 0.

(i) Montrer qu’il existe un unique entier naturel r, tel que : Vk > r, pr = 0 et Vk < 7, pp # 0.
On pourra raisonner par ’absurde, et supposer les p; tous strictement positifs.

Démonstration.
Raisonnons par ’absurde. Supposons : Vk € N, p;, > 0.

e Soit k € N. On sait : ;
Pk+1 = (a+]<:—i-l)

On va donc chercher & démontrer qu’il existe un entier kg tel que :

a+ <0

/{?0—1—1
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En effet, si c’est le cas, on aura :

x dune part pg,4+1 > 0 par hypothése,

x d’autre part, comme py, > 0 et a +

b b
0: = P 0.
ko +1 < Pho+1 <a+k0+1>pk0<

Ce qui est absurde.

e On a les équivalences suivantes :

+ b <0 & b < & ! <-2
a4+ —— —— < —a — < ==
kE+1 k+1 k+1 b
b (par stricte décroissance de la fonction
& k+1>—- : b
a inverse sur |0, 4+o00[, avec —— >0)
a

= k>—é—1
a

On choisit alors : kg = {— — 1-‘ pour obtenir la contradiction voulue.
a

On en déduit qu’il existe ig € N tel que p;, = 0.

e On note alors : s =min(i € N | p; =0).
L’entier s existe car 'ensemble {i € N | p; = 0} est un sous-ensemble de N non vide (I'entier
ko appartient a cet ensemble).
Soit k € N. Deux cas se présentent.

x sik <s (i.e. k< s—1), alors, par définition de s : px > 0.

En effet, on sait, par définition de s : ps = 0.
De plus, d’apreés la question 10.a) :

k b s b k b k b
pk =po [[la+=) =po [[la+=) II la+=) =ps ] (a+=-) =0
i=1 ? i=1 v/ i=s+1 ¢ i=s+1 ¢

En choisissant » = s — 1, on a bien : Vk < r, pr > 0 et Vk > r, pp = 0.

O
(it) Montrer : b = —a(r + 1).
Démonstration.
Par définition de r :
x pp >0,
X Pr41 = 0.
Or:pry = <a + )pr. On en déduit :
r+1
b
a+ =0
r+1
b
donc —— = —a
r+1
dot b= —a(r+1)
b= —a(r+1) .
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(iii) Etablir que pour tout k € [0,7], pr = (—a)* (l:) 0.
1

En déduire que pg = a 7
—a

Démonstration.
e Soit k € [1,7]. D’apreés les questions 10.a) et 10.¢) () :

o= m f1(o=25) = fr (o (10 ))

k
[[(r+1—19)
= po (—a)* IE[ H_;_Z = po (o) =—
i=1 1;[1'5
T
= po (—a)* (T;!k)! = po (—a)* X (:!_ B!

Il
=
o
N
=)
S~—
ES
7N\
X0
N———

« De plus : (—a)° <r> Po = Po.

Finalement : Vk € [0,7], pr = (—a)® (;) Do.

« La famille ([N = k])ren forme un systéme complet d’événements. Donc :

1= SRIN=K) = B(N=0)+ X P(N=k)+ > B(N = k)
k=0 k=1 k=r+1

(d’apres ce qui
précede)

(d’apres la formule du

= (-a+1) binome de Newton)

On en déduit : pg =

(1-a)"
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Commentaire \

« Dans cette partie, on a seulement l'inclusion : N(©2) € N. On ne peut donc pas
considérer de plus petit systéme complet d’événements que la famille ([N = k])xen.

o On rappelle que ceci est licite car on autorise un systéme complet d’événements a

contenir ’ensemble vide. 2

(iv) En conclure que N suit une loi binomiale et préciser les paramétres en fonction de a et b.

Démonstration.
« Tout d’abord : N(2) C N.

o Soit k € N. Deux cas se présentent :

x si k € [0,r], alors, d’aprés la question précédente :

PV =H) = m = o)) o
()
- () ()

1 l—a-1
De plus, on a bien : 1 — = a -2
1—-a 1—a 1—-a
x si k > r 41, alors, par définition de 7 :

P(IN=kK]) =p. =0

On reconnait alors la loi binomiale de parameétres r et — 1 .
—a

¢ On cherche enfin & exprimer r en fonction de a et b.
D’aprés la question 10.¢) (i) :

b=—a(r+1) & —g:r%—l & —9—1:7"
a a

a l1—a

Finalement : N — B <—b —-1,— ¢ >
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Commentaire

o Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.

X(Q) = {X@)|wea)

X et est noté Supp(X)).

n et p si et seulement si :

x X(Q) =[0,n],

b e 0], B(X = #) = (1 )oh(1 =y
on trouvera aussi :

« X(Q) CN,
« Wk € [0,n], P((X = K]) = <Z>pk(1 ek

x Yk e [r+1,4o00[, P([X =k]) =0.

\.

Cette question améne une remarque sur la notation X () lorsque X est une v.a.r.

Comme la notation le suggere, X () est 'image de 2 par l'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

= {2eR|weQ, X(w)=uz}

« Il faut bien noter que, dans la définition de X (2), aucune application probabilité P
n’apparait. Méme si cela ne correspond pas directement a la définition, il est d’usage
courant de confondre, dans le cas des v.a.r. discrétes, ’ensemble de valeurs possibles de
la v.a.r. X (i.e. Pensemble X (Q2)) et ’ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle (dans le cas ot X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est appelé support de

« Ainsi, s’il est fréquent de considérer qu'une v.a.r. X suit une loi binomiale de paramétres

La premiére définition est axée sur I’ensemble image et la seconde sur le support de X.

d) Dans cette question, on suppose que a > 0.

b
. 2+ k
(i) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : px = (a ) a® po.

Démonstration.
Soit k € N.
Par définition des coefficients binomiaux donnée en partie II :

b _
Stk 1 k=1 /b ,
( k ) - mI%(H’“‘Z)

(avec le changement

K S \a J d’indice j =k — i)
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On en déduit :

oty = () (fe) = (L)) - B (0e)

k b LRy
AinSi:VkENv pk :po H <a—|—2> :p0<a—]: )ak.
=1

(it) En déduire que N suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de a
et b.

Démonstration.

o Commengons par déterminer py.
La famille ([N = k])gen est un systéme complet d’événements. Donc :

I = S P(N=K) = B(N =0)+ 5 P(N = k]
k=0 k=1

400 Q+k 400 Q+]€

= po+2po<“k >a’“=p0<1+2<“k >Gk>
k=1 k=1

Or :

+oo (b g 540 too /by
14+ <“ )ak = <‘1 )ao—i- <“ )ak
kgl k 0 1<:Z::1 k
_l’_

1 d’apvl;és 6.c) appliquée a
_ )21 c=—-—+4+1letx=a
(1 a)a a + )

On en déduit : pg = (1 — a)gﬂ.

« Ensuite : N(Q2) C N.
« Soit k£ € N. D’aprés la question précédente :

b b _
D = (azk>ak(1a)3+1 = ((a+1)k+k 1)ak(1a)2+1

b
On obtient que N suit la loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 — a.
a

O

11. Montrer que, dans tous les cas, N admet une espérance et une variance, et qu’elles sont données

a+b a+b
cE(N) = t V(N) = —.
par : B(N) = {7 et V(N) = =
Démonstration.

Trois cas se présentent.

La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance et :

0+b 0+b
E(N) = b= t V(N) = b= .
(N) 1o VW) (1-0)2
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.sia<0:N<—>B<—b—1,— a >
****** a l1—a

La v.a.r. N admet donc une espérance et une variance.

E(N) - <_2_1) <_1ia> - b;a 1fa - llH——Z

w0 = (=2 -1) (-15) (1452 ) = L - s

E(N) = ifs et V(N) = (1“_+;)2

De plus :

Enfin :

b
e si @ > 0: N suit une loi binomiale négative de paramétres — + 1 et 1 — a.
a

D’aprés les questions 9.b) et 9.¢), la v.a.r. N admet une espérance et une variance.

De plus :
b
a—i—l a b+a
E(N) = (1—3 T 1-a
Enfin : (b )
E‘Fl a B b+a
VN = 0Tor < doap
a+b a+b
E(N)—l_aetV(N)—(l_a)2

Partie IV — L’algorithme de Panjer

o On reprend les notations de I'introduction du sujet et de la partie III.

e Si A est un événement et Y une variable aléatoire, on note, si elle existe, E4(Y) Pespérance de la loi
conditionnelle de Y sachant A.

+o0o
12. Pour tout n € N, exprimer ]P’( [X,, = 0] ) en fonction de go puis établir que 79 = > ¢} pn.

n=0
13. Soit j € N*.
a) Soit n € N*, que vaut Ejy, —;)(Xy)? en déduire : Ejx, —;(U1) = %
} +00 b +oo b
b) Etablir: 1y = 5 P([X, = j]) <a + n) Prot = % Epx, <a + le> P([Xn = 7])pn-1.

¢) Montrer que pour tout n € N* :

Eix, =] <a+ ;),U1> P([X,=j]) = XJ; <a+ bz) P([U1 =] )P([Xp-1=3—1])

i=0 J
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J bi
d) En conclure : rj = ) <a + Z> qiTj—i, puis :
J

=0
1 J bi
r. = a+ — ) qri_;
(5 05w

Cette formule permet de calculer récursivement les nombre r; et ainsi de déterminer la loi de X.

14. Des exemples d’application.

a) Dans cette question, les variables U; suivent la loi de Bernoulli de parameétre p.

b
(i) Montrer que pour tout j € N*, r; = 1_:%@ (a + j) Tj-1-

En déduire que X suit une loi de Panjer.

(i) Retrouver les résultats des questions 3 et 4 de la partie 1.

b) Dans cette question, on suppose que a = 0, rappelons que cela entraine que N suit la loi de
Poisson de paramétre b.
Soit p un réel de l'intervalle ]0; 1[.

(i) Montrer qu’il existe un unique réel « tel que la famille de nombre (¢;);en+ définie par ¢; = a%z
définisse une loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans N* (loi logarithme
discréete). On pose gy = 0.

On suppose que les variables Uy suivent cette loi de probabilité.

bad .
(it) Montrer que pour tout entier j > 1, on a : r; = 72 P'Tj—i.
i=1

ba — 1
(i41) En utilisant un changement d’indice, établir pour tout j > 2 : r; = <p + p(])) Tj—1,
puis montrer que cette égalité est encore vérifiée pour j = 1.

(iv) Conclure que X suit une loi binomiale négative et préciser ses paramétres en fonction de b,
a et p.
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