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ESSEC I 2011

Le sujet est composé de deux problémes indépendants.
Probléme 1 : Evolution des intentions de vote

Dans une élection & venir, deux candidats A et B se présentent.
Un groupe d’électeurs est composé de m individus, avec m > 2.

« Initialement, au jour appelé « jour 0 », le nombre d’individus préférant le candidat A vaut a (il y en
a donc m — a préférant le candidat B).

« Ensuite, chaque jour, un des individus au hasard dans le groupe en rencontre un autre, au hasard
également, et il lui parle des élections. Si leurs intentions de vote différent, il le convainc de voter
comme lui.

Pour tout entier naturel n, on note X,, le nombre d’individus du groupe ayant 'intention de voter pour
le candidat A le soir du n®™® jour. Ainsi, X, est une variable aléatoire & valeurs dans [0, m].

On remarque que X est une variable aléatoire certaine : IF’( [Xo = a ) =1.

Partie I - Un cas particulier : m =4

Dans cette partie, on étudie le cas d’un groupe formé de quatre électeurs.
1. Soit i et j deux entiers dans [0, 4]. On note p; ; la probabilité pour qu’il y ait exactement j personnes
dans le groupe ayant I'intention de voter pour A un jour donné, sachant qu’il y en avait i la veille.

a) Justifier : poo = psga = 1.

Démonstration.
o Démontrons tout d’abord poo = 1.
x Supposons que la veille d’un jour donné il y ait 0 personne souhaitant voter pour la per-
sonne A.
x Dans ce cas, il n’y a aucune personne dans le groupe des individus avec intention de voter
pour A. Le lendemain, la rencontre est donc organisée entre :
— un premier électeur choisi au hasard qui a pour intention de voter B.
— un deuxiéme électeur choisi au hasard qui a aussi pour intention de voter B.
De ce fait, il n’y a pas de changement des intentions de vote.

Finalement, le soir de ce jour, il y a toujours 0 personne ayant pour intention de voter A.

On en conclut : poo = 1.

o Démontrons maintenant p, ,, = 1.

x Supposons que la veille d’un jour donné il y ait m personnes souhaitant voter pour la
personne A.

x Dans ce cas, il n’y a aucune personne dans le groupe des individus avec intention de voter
pour B. Le lendemain, la rencontre est donc organisée entre :
— un premier électeur choisi au hasard qui a pour intention de voter A.
— un deuxiéme électeur choisi au hasard qui a aussi pour intention de voter A.
De ce fait, il n’y a pas de changement des intentions de vote.

Finalement, le soir de ce jour, il y a toujours m personnes ayant pour intention de voter A.

On en conclut : py,m = 1.
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Commentaire

o Dans la rédaction, on fait le choix de conclure p,, » = 1 en lieu et place de ps 4 = 1. Pour
cette premiére question et celle qui suit, la valeur de m a peu d’importance. Elle en aura par
contre dans les questions suivantes.

 Dans la définition de p; ;, le jour considéré n’est pas identifié. Plus précisément, on ne parle
pas du jour n mais d'un « jour donné » et pas du jour n — 1 mais de «la veille ». Il y a
une raison claire a cela : la probabilité p; ; que 'on étudie ne dépend pas du jour n mais
uniquement du nombre d’individus qui compose chacun des deux groupes.

o On peut étre encore plus précis en remarquant que pour tout n € N*, on a :
Pixo—i ([X1=4]) = Ppx,,=g([Xn =4])

C’est cette quantité indépendante de n qui est nommée p; ;.
D’ailleurs, le concepteur aurait pu décider initialement de définir p; ; par :

pij = Prxo—i ([X1 = J])

puis faire remarquer que pour tout n € N* : p; ; = Pry, _,— ( (X = J] ) Cette définition est
certainement plus pratique pour mettre en place les rédactions usuelles. Par exemple :

x Si [Xo = 0] est réalisé, c’est qu’il y a initialement (le jour 0) 0 personne ayant 'intention
de voter A.

x Dans ce cas, 'événement [X; = 0] est réalisé si et seulement si il y a 0 personne avec
intention de voter A le soir du jour 1. Or, comme il n’y a pas d’individu ayant 'intention
de voter A pour tenter de convaincre un individu de l'autre groupe, I’événement [X; = 0]
est forcément réalisé.

« Dans cet énoncé, on travaille sur I’évolution d’une grandeur aléatoire (le nombre d’individus
ayant l'intention de voter A) qui varie dans le temps discret (au jour 0, puis au suivant, puis
a celui d’apres etc.). Cette évolution se fait selon un schéma classique en mathématiques : le
futur (i.e. la valeur de X,, 11, nombre d’individus ayant I'intention de voter A l'instant n+ 1)
ne dépend du passé (nombre d’individus ayant I'intention de voter A les instant précédents)
que par le présent (i.e. la valeur de X,,, nombre d’individus ayant 'intention de voter A
I'instant n). On dit alors que la suite (X,,)nen+ est une chaine de Markov. On peut par
ailleurs préciser les points suivants :

x la grandeur évaluée (ici, le nombre d’électeurs souhaitant voter pour la personne A) ne
peut prendre qu'un nombre fini de valeurs (pour tout n € N*, X, est a valeurs dans [0, m])
appelées des états de la chaine de Markov. Lorsque cette grandeur prend une valeur ¢ un
jour n donné, on dit que la chaine de Markov (X,,),en+ entre dans I’état ¢ & I'instant n.

x les états 0 et m sont dits absorbants. Si la chaine de Markov entre dans 'état 0 (resp.
m) un jour n donné, alors elle restera dans cet état les jours suivants. C’est précisément ce
que 'on démontre dans la premiére question de I’énoncé : une fois 1’état atteint, la chaine
de Markov n’en sort plus.

x comme on I’a vu lors de la discussion sur la définition de p; ;, 'évolution de la chaine de
Markov est indépendante du jour n considéré. On dit alors que cette chaine est homogéne.

Pour résumer, on a affaire dans cet énoncé a une chaine de Markov homogéne ayant un
ensemble fini d’états. Tout ce vocabulaire n’est pas a proprement parler au programme (le
terme « chaine de Markov » est seulement présent dans la partie informatique). Cependant,
il arrive fréquemment qu’un sujet propose ’étude d’une chaine de Markov. Le probléme est,
de ce point de vue, trés classique.
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b) Justifier : si ¢ et j dans [0, 4] sont tels que |i — j| > 2, alors p; ; = 0.

Démonstration.

Soit (i, 7) € [0, m].

Dans la suite, on appellera « groupe A (resp. B) » le groupe des électeurs ayant Iintention de
voter pour A (resp. B).

« Supposons que la veille d'un jour donné il y ait ¢ personnes dans le groupe A.

o Dans ce cas, une rencontre est organisée le lendemain entre deux individus du groupe d’élec-
teurs. Deux cas se présentent alors :

x Le premier individu choisi a pour intention de voter A.

Il rencontre alors un deuxiéme individu. Deux nouveaux cas se présentent.

— Si le deuxiéme individu a pour intention de voter A alors il n’y a pas de changement des
intentions de vote.

— Si le deuxiéme individu n’a pas pour intention de voter A alors il est convaincu par le
premier de changer son vote. Il y a donc, le soir de cette rencontre, une personne de plus
ayant pour intention de voter A.

x Le premier individu choisi n’a pas pour intention de voter A.

Il a donc pour intention de voter B. Il rencontre alors un deuxiéme individu. Deux nouveaux
cas se présentent.

— Si le deuxiéme individu a pour intention de voter A alors il il est convaincu par le premier
de changer son vote. Il y a donc, le soir de cette rencontre, une personne de moins ayant
pour intention de voter A.

— Si le deuxiéme individu n’a pas pour intention de voter A alors la rencontre a lieu entre
deux individus ayant pour intention de voter B. Dans ce cas, il n’y a pas de changement
des intentions de vote.

En résumé, si la veille d'un jour donné il y a i individus ayant pour intention de voter A, le
lendemain soir, il y en aura soit ¢ — 1, soit 4, soit ¢ + 1.

Autrement dit, entre la veille et le lendemain, le taille du groupe d’électeurs ayant pour intention
de voter A varie d’au plus une personne.

On en conclut que si |i — j| > 2, alors p; ; = 0.

Commentaire \

o L’énoncé demande de « Justifier » une propriété. Cette terminologie est souvent associée a
des démonstrations courtes et éventuellement moins formelles. Mettre en avant ’argument
qu’une personne au plus peut changer d’intention de vote lors de la rencontre entre les
deux individus du groupe d’électeur suffit ici & obtenir ’ensemble des points alloués a la
question.

o Dans les premiéres questions de 1’énoncé, on procéde a I’étude de ’expérience lorsque m
prend une petite valeur (ici m = 4). Cela permet de pouvoir lister tous les cas possibles
(comme on le verra en question 1.d)). Le but de ces premiéres questions est de se familiariser
avec la modélisation proposée par 1’énoncé. C’est pour un souci de bonne compéhension des
mécanismes de I'expérience qu’on fait le choix de détailler la rédaction de cette question.

o De maniére générale, il est toujours conseillé de prendre particuliérement soin & la rédaction
en début d’épreuve afin de faire bonne impression auprés du correcteur et de le mettre dans
de bonnes dispositions. En fin d’épreuve, le temps venant & manquer, on pourra relacher

un peu la rédaction afin de pouvoir traiter plus de questions. -
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1

c¢) Etablir : p1g=pia= i et p11 = 3.

Démonstration.
Remarquons tout d’abord :

Vn € N*,V(i,) € [0,m], pij = P, ,—q([Xn=14])

Afin de faciliter la rédaction, on désignera par la suite par le terme « groupe A (resp. B) »

I'ensemble des individus ayant pour intention de voter pour le candidat A (resp. B).

Soit n € N*.

o Sil’événement [X,,_1 = 1] est réalisé, c’est que le jour n — 1, il y a seulement 1 individu dans
le groupe A et m — 1 = 3 individus dans le groupe B.

« Dans ce cas, I'événement [X,, = 0] est réalisé si et seulement si le soir du jour n, plus aucun
individu n’a pour intention de voter A. C’est le cas seulement si la rencontre entre les deux
individus a modifié I'intention de vote de I'unique individu souhaitant voter A.

Plus précisément, I’événement [X,, = 0] est alors réalisé par tous les 2-tirages dont le premier
élément est un numéro de [0, 4] désignant un individu du groupe B et le deuxiéme est un
numéro de [[0,4] désignant un individu du groupe A.

Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

3 possibilités (car le groupe B est constitué de 3

— le premier numéro de ce couple
personnes)

1 possibilité (car le groupe A ne contient qu’une

— le deuxiéme numéro de ce couple
personne)

Il y a donc 3 tels 2-tirages.
Notons par ailleurs qu’il y a en tout 4 x 3 2-tirages différents (4 possibilités pour le premier
individu choisi et 3 pour le deuxiéme). On en conclut :

3 x1 1

Prx, = (X =0]) = o5 =

1
Finalement : p1 o = 1

1
« On raisonne de méme pour démontrer p; o = e 11 suffit de remarquer que si [X,—; = 0] est

réalisé alors 1'événement [X,, = 2] est réalisé si et seulement si le soir du jour n, 2 individus
ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu choisi
appartient au groupe A et le second au groupe B. On en déduit :

1x3 1

P[Xn71=1]([Xn:2]) = %3 = Z

1
Finalement : p1 2 = 1

1
o Il reste & démontrer py; = 7 11 suffit de remarquer que si [X,_; = 0] est réalisé alors I’événe-

ment [X,, = 2] est réalisé si et seulement si le jour n, 1 seul individu a pour intention de voter
A. Cela se produit si et seulement il n'y a pas eu de changement d’intention de vote lors de
la rencontre ce qui est le cas si les deux individus choisis appartiennent au groupe B. On en
déduit :

3 X2 1

P[Xn—1=l]([Xn:1]) = 1 3 — 5

Finalement : p; 1 =

o= X
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Commentaire

o Le sujet prend le parti de définir p; ; comme la probabilité que quelque chose se produise tout
en omettant de définir cette probabilité dans un cadre formel. C’est un choix regrettable
qui incite & une rédaction peu rigoureuse du type :

1
«p1o = 3 car c’est la probabilité de ... »

Au contraire, il est conseillé de travailler sur les événements. C’est pourquoi on établit la
définition formelle de p; ; en début de correction de cette question.

o Cette définition n’est pas si simple a comprendre : méme si p;; s’écrit sous la forme :
Dij = ]P’[Xn_lzi]([Xn =J] ), la quantité p; ; ne dépend pas du jour n € N* choisi. Le
concepteur a certainement souhaité cacher cette subtilité. Ce faisant, on omet de mettre en
avant le caractére homogéne de la chaine de Markov (X,,)nen+ qui, associée au caractére
fini du nombre d’états considérés, est a I'origine de la formalisation matricielle qui va suivr[%.

d) De la méme fagon, donner pour tout (i,5) € [0,4]? la probabilité p; ;.
On présentera les résultats sur le diagramme suivant, a reproduire et & compléter, et on justifiera
quelques cas.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Déterminons tout d’abord, la valeur de p21 = Py, _,—9 ([Xn=1]).

x Si [X,—1 = 2] est réalisé c’est que le jour n — 1, il y a 2 individus dans le groupe A et

m — 2 = 2 individus dans le groupe B.

x Dans ce cas, ’événement [X,, = 1] est réalisé si et seulement si le soir du jour n, seulement 1

individu a pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu
choisi appartient au groupe B (constitué alors de 2 personnes) et le second au groupe A
(constitué aussi de deux personnes). On en déduit :

2x2 1

]P)[Xn—IZQ]([Xn:].]) = 1x3 — g

Finalement : pg 1 = 3

« Déterminons maintenant pa 3 = Px, —o ( (X, = 3] )

Si [X,—1 = 2] est réalisé alors I’événement [X,, = 3| est réalisé si et seulement si le soir du
jour n, 3 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe A (constitué alors de 2 personnes) et le second au groupe
B (constitué aussi de deux personnes). On en déduit :

2 x 2 1
Pix, ,=2)([Xn=3]) = _ 1

1
Finalement : pg 3 = 3
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o Déterminons enfin pp o = Py, _9 ( (X, = 2] )
Comme la famille ([Xn = J] )j eloA] est un systéme complet d’événements, on a :

4
> Prx, =2 ([(Xn =4]) =1
7=0

Or :

4
> Pix,_ =2 ( [ X7 = j] ) = p20+p21+Pp22+D23+D24
j=0

(car pao =0 =pa4

= P21tpa2tpas d’apres la question 1.b))

= 1+ +1
- 3 P22 3

1 1 1
Final t: =l1-(-+=]=:.
Inalement : p2 2 <3 + 3) 3

« Déterminons maintenant la valeur de p32 = Py, 3 ([Xn=2]).

x Si [X,—1 = 3] est réalisé c’est que le jour n — 1, il y a 3 individus dans le groupe A et
m — 3 = 1 individus dans le groupe B.

x Dans ce cas, 'événement [X,, = 2] est réalisé si et seulement si le soir du jour n, 2 individus
ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier individu choisi
appartient au groupe B (constitué alors d’une seule personne) et le second au groupe A
(constitué de 3 personnes). On en déduit :

IP:[Xn—1=3]([)(n = 2]) = - -

1
Finalement : p3 2 = 1

o Déterminons maintenant p34 = Px, _ —3] ( (X, = 4] )
Si [Xp—1 = 3| est réalisé alors l'événement [X,, = 4] est réalisé si et seulement si le soir du
jour n, 4 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe A (constitué alors de 3 personnes) et le second au groupe
B (constitué seulement d’une personne). On en déduit :

3 x1 1
P[Xn—1:3]([X”:4]) T ix3 4
Finalement : p32 = 1

o En remarquant comme précédemment que la famille ( (X, = J] )j e[0.4] est un systéme complet
d’événements, on obtient, a I'aide de I'application probabilité P(x,, =3 :

P30+ P31+ P32+ P33+ p3a = 1

RN
P33 = 171) T 2

Finalement : p33 = —.

et donc :




ECE2

Mathématiques

Commentaire

o Enfin, il reste a déterminer pg 1 et py 3.

La encore on utilise le fait que la famille ([Xn = J] )j e[o0A] est un systéme complet d’événe-

ments. A I’aide de I’application probabilité Px,_,]=0, on obtient :

0,0 + Do,1 + Po;Z + Pog +Doa = 1

Et comme pgo = 1 alors : pg1 = 0.

En procédant de méme :

P40+ pat + pag +pa3 tpaa = 1

Et comme pg4q = 1 alors : py3 = 0.

Finalement, on obtient le graphe suivant :

« L’énoncé n’explicite pas I'obtention du graphe. Il est sous-entendu que p; ; est I'étiquette de
I’aréte joignant le noeud ¢ au noeud j. Ce graphe permet donc de visualiser les probabilités
de passage d’'un état & un autre. C’est un schéma classique lorsqu’on étudie une chaine de
Markov homogéne & espace d’états fini.

o L’énoncé demande de justifier « quelques cas ». Il aurait certainement été plus pertinent de
demander de justifier les valeurs pa,, p2.1 et pa 3 : cela suffit & démontrer que les techniques
de démonstration associées a cette question sont comprises.

o On se sert une nouvelle fois dans cette question de la définition formelle :

pij =Py, =i ([Xn=174])

Ce formalisme permet de rédiger le calcul de pa 2 (par exemple) obtenu a l'aide des calculs
précédents et en tirant parti du systéme complet d’événements associé a X,,.

o On pourrait introduire, pour tout n € N* la v.a.r. Y,,, nombre d’électeurs ayant I'intention
de voter pour B le soir du jour n (on a évidemment : Y, = m — X,,. En agissant ainsi,
on définit une chaine de Markov (Y},)nen+. Si on laisse de coté 'initialisation le jour 0,
on se rend compte qu’il y a une symétrie du probléme : on ne change pas ’expérience en
échangeant les roles de A et B. Ainsi, on obtiendrait exactement le méme graphe pour la
chaine de Markov (Y},),en+. Cela permet de démontrer que pour tout n € N* :

Pix, =i ([Xn=13]1) = Py i=g([Ya=4]) = P, rmm—i([Xn=m—3j])

I I
Dbij Pm—im—j

Cette propriété explique le caractére symétrique du graphe associé a la chaine de Markov
(Xn)nen+- On aurait d’ailleurs pu exploiter cette propriété pour obtenir directement les

valeurs p3 2, p3.3, p3.4 & l'aide des valeurs p1 4, p1.3, P12 -

J




ECE2

Mathématiques

1/2 1/3 0
2. On définit la matrice M = | 1/4 1/3 1/4],

0 1/3 1/2
P([Xn =1])
et pour tout entier naturel n, la matrice colonne U, = | P([X, =2])
P([X,=3])

a) Pour tout entier naturel n, établir la relation : U,41 = M U,.

En déduire pour tout entier naturel n, 'égalité : U, = M" Uy.

Démonstration.

« Soit n € N. La famille ([X,, = k])

X e
ke[0A] est un systéme complet d’événements.

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P([Xn+1 =1])

S B([Xn = K] N [Xnss = 1])
k=0
]go P([Xn =k]) X Pry, g ([Xnp1 =1])
S B([X, = K) % pi
k=0
kil pra P([Xn =k]) (car po1 =0=1p4s1)
%xPﬂXn:H)+%xPﬂXn:ﬂ)+0xPUXn:$)
P( [Xn = })
(1/2 1/3 0) x | P([X, =2]
P([X,=3])

« En procédant de méme (en utilisant le méme systéme complet d’événements), on obtient :

IED([‘Xvn+1 = 2])

e De méme :

IED( [Xn+1 = 3] )

kil i P([Xy = K]) (car po1 =0 =pa1)

ixpuxﬁﬂn+éxP@mzm)+%xP@&:ﬂ)
IP( [Xn = 1] )

(1/4 1/3 1/4) x | P([Xn=2])
P([Xn =3])

3

kz—:l prs P([Xn =k]) (car po =0 =p4,1)

OXPHXN:H)+%xPﬂXn:ﬂ)+%xPﬂXn:ﬂ)
P([Xn =1]

(0 1/3 1/2) x | P([X, =2
P([Xn = 3]

Par définition du produit de matrice, on a bien : Vn € N, U411 = M X U,.




ECE2

Mathématiques

Commentaire

« Montrons par récurrence : Vn € N, P(n), ou P(n): U, =M" U,.

» Initialisation :

Ona: M° Uy=1I3Uy=Uy.
D’ou P(0).

» Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Uy = M™ L Up).

(d’apres la démonstration
précédente)

Un+1 = Mx Un
= Mx M"™U (par hypothese de récurrence)
= M" Uy

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, U, = M™ Uj.

e On peut se demander s’il est utile, de rédiger la récurrence pour démontrer cette derniére
propriété. La formule étant donnée dans I’énoncé, la rédaction apparait comme nécessaire
puisque constitue le coeur de la question. Si le concepteur avait opté pour la formulation :

« Pour tout n € N, trouver une relation entre U,,, M et Uy. »
on aurait pu se passer de cette rédaction et simplement écrire :

« Par une récurrence immédiate, on obtient : Vn € N, U, = M" Uy. »

« Lors de I’étude d’une chaine de Markov, on introduit généralement la matrice A définie par :

V(i, ) € [0,m]?, Ais1,j41 =Px, - ([Xn =1]) =pjs

e premier état porte le numéro 0 ce qui oblige & faire un décalage d’indice pour définir
l jer état porte | ’ro 0 ; oblige a fai décalage d’indi définir A

On obtient ici :

1 1/4 0 0 0
0 1/2 1/3 0 0
A=10 1/4 1/3 1/4 0
0 0 1/3 1/2 0
0 0 0 1/4 1

Cette matrice est appelée matrice de transition.

Elle permet de décrire I’évolution aléatoire de la grandeur considérée (on peut démontrer :
Vn € N, U,+1 = A U, en ajoutant a U, les probabilités IP’( (X, = O]) et IP’( (X, = 4] ))

« On peut remarquer que, pour chaque colonne j de la matrice de transition, la somme des
coefficients vaut 1. Cela se démontre (comme dans la question ci-dessus), a 'aide de I’appli-

cation probabilité Prx, ,—; et du systéme complet d’événements ( (X, = k] )k co4]

o Dans le sujet, on s’intéresse a une la matrice M, matrice extraite de la matrice de transition
A. On perd ainsi la propriété énoncée ci-dessus. En contrepartie on obtient une matrice 3 x 3
qu’il est bien plus simple de manipuler. Et si en apparence ce choix de modélisation semble
laisser de coté les états 0 et 4, on peut en réalité déduire des propriétés portant sur ces états
comme en question &.. Cette modélisation est donc particuliérement pertinente : a la fois
plus simple mais permettant I’étude compléte de la chaine de Markov étudiée.

O

J
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b) Montrer que M admet trois valeurs propres distinctes «, 8 et v, vérifiant 0 < a < f < v < 1.
Justifier qu’il existe une matrice carrée P d’ordre 3 inversible, que I'on ne demande pas de

préciser, et D une matrice diagonale d’ordre 3, & préciser, telles que P~'MP = D.

Démonstration.
Soit A € R.

« Rappelons tout d’abord :

A valeur propre de M << M — A I3 n’est pas inversible

e Orona:
1/2-)x  1/3 0
rg(M — \I3) = rg /4 1/3-X  1/4
0 /3 1/2— A
Cy+4Cy
Cy 30, 2(1—-2)) 1 0
C3+ 403
— rg 1 1-3X 1
0 1 2(1-2)

Commentaire

La matrice M — A I3 dont on cherche le rang fait apparaitre des fractions. Afin de faciliter les
futures manipulations, on les fait disparaitre par des opérations sur les colonnes. Rappelons
que le rang d’une matrice est invariant par transposition (VM € ., ,(R), rg(M) = rg (*M)).
Ainsi, lors d’un calcul de rang, les opérations sur les colonnes sont autorisés. Il est toutefois
conseillé d’appliquer la succession d’opérations sur les lignes décrite par ’algorithme du pivot
de Gauss et n’utiliser les opérations sur les colonnes que pour des cas spécifiques permettant
d’alléger les calculs.

\.

Ainsi :

21—-2)) 1 0
1 1—3A 1
0 1 2(1-2))

rg(M - )\13)

rg

1 1-3A 1
21—2)) 1 0
0 1 2(1-2))

( 1 1-3X 1
Ly Ly—2(1—2)) L

Ly <> Ly

= rg 1-2(1—2A)(1-3X) —2(1—-2))
0 1 2(1-2))

o

1 1—3A
—2(1-2)) 1-2(1—-2X)(1-3))
2(1—2)) 1

Cy  C3

S =

o

1 1 1—3A
—2(1-2)) 1-2(1—-2X)(1-3))
0 0 2-2(1-2A)(1-3))

Ly Ly + Lo

= I‘g

o

10
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Commentaire

Remarquons enfin :

2-2(1-2X)(1-3X) = 2(1—-(1-2X)(1-3)))
= 2 —(X—5X+6)?))
= 2(5A—=6X?) = 2A(5—6))

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure).
Elle (et donc M — AI) est non inversible si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux
est nul. Ainsi :

M — AT non inversible < 1=0 0U —2(1—-2X)=0 0U 2A(5—6A) =0
& (1-2X)=000 A=00U (5—-6X)=0

1 — _5
& A=1i00A=00U A=2

Onposealorsa:O,B:%etfy:%

Ainsi, on a bien : Sp(M) ={a, 5,7} et 0<a<f <y <1

La matrice M est une matrice carrée d’ordre 3 et posséde 3 valeurs propres distinctes.

On en déduit que M est diagonalisable.

Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que M = P D P~
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de M,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de M (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

a 0 0
On peut par exemple choisir : D = (O B 0) .

0 0 ~

On a bien trouvé P inversible et D diagonale telles que : M = P D P71,

o Il est & noter que 'ordre d’apparition dans la matrice D est dépendant du contenu de la
matrice P : si la j®™¢ colonne de P est un élément de E, (M) alors o apparaitra en j°me
colonne de D. On pouvait ainsi définir 3! = 6 (nombre de maniéres de placer trois éléments
différents dans trois cases) matrices diagonales différentes.

o Légalité : M = P D P! doit étre comprise comme une formule de changement de base.

Pour faire ce lien, il faut effectuer un travail sur les endomorphismes. Introduisons ’espace
vectoriel E = R3. Nommons % = (e1, ea, e3) la base canonique de R? et f € .Z(E) 'unique
endomorphisme de E tel que Matg(f) = M.
Comme M est diagonalisable, il en est de méme de f. Ainsi, il existe une base %’ de E
dans laquelle la représentation matricielle de f est une matrice diagonale. Les coefficients
diagonaux de cette derniére matrice sont les valeurs propres de M (rappelons Sp(f) =
Sp(M)). On retrouve ainsi la matrice D.

La formule de changement de base stipule :
Maty(f) = Pga x Matg(f) X Pgg
I I I I

M = P X D x P71

11
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¢) En déduire que pour tout k € {1,2,3}, la suite <IP’( (X, = k] ))neN est une combinaison linéaire

des trois suites (a")neN, (ﬁn)neN et (7n)neN‘

Démonstration.
Soit k € {1,2,3}. Dans la suite, notons P = (am) ieqa et Pl= (bi,j) i€ [1,3]
j€e1,3] je1,3]
e Pour tout n € N, on a :
U, = M"U (d’apres la question 2.a)
= (PDP)" Uy (d’apres la question 2.b))
= PD"P1U (par récurrence immeédiate)
P([Xo=1])
Rappelons alors : Uy = [P([Xo=2]) | et P([Xo=4d]) = 1.

P([Xo = 3])
Ainsi, seul I'un au plus des coefficients de Uy est non nul.
o Deux cas se présentent alors :

x sia=0o0ua=4alors Uy =04 (&) et ainsi Uy = M" 0 4, (®) = 0.4, (®)-

,,,,,,,,,,,,, 3,1
P([X,=1]) 0 0a™40p"+09"
Dansce cas: Vn e N, U, = |P([Xn=2]) | = |0 = |0a"+08"+0 "
P([X, =3]) 0 0a™+0B"+0Aq"

x sia € {1,2,3} alors Uy est la matrice colonne dont le coefficient en colonne a vaut 1 et les

autres coefficients valent 0. On en conclut :
bl,a
PLUy = |bya

b3,a

Et finalement : U, = PD"P~'U,
a” 0 0 bl,a
— P 0 ﬁn 0 bg’a
0 0 7n b3,a

by q ™ a1,1 b1, " +a12b2, 8" 4+ a13b34 V"

= Pl boB"| = |a21biga” +as2bay 8" +a23bse v

b3 aY" a31b1q " +az2bag 8" +azzb3e V"
P([X, =1]) a1,1b1q " +ar2bag 8" +a13b3. V"
Dans ce cas : Vn € N, U, = | P([Xn=2]) | = | ag1b1.0 @™ 4+ a22bo g B + ag3bza 4"
P([X, =3]) a31b1q @" +agabag B +azzb3. V"

Ainsi, pour tout k € {1,2,3}, la suite (IP( (X, = k] )) N est une combinaison
ne

linéaire des trois suites (a”)neN, (ﬁ")neN et (’y”)neN.

Commentaire \

Il y a fort a parier que donner la forme de D™ et conclure que les produits de matrices successifs
vont fournir des combinaisons linéaires des coefficients de D" suffit & obtenir I'intégralité des
points alloués sur cette question. Mais une telle rédaction revient presque & paraphraser le
résultat fourni dans la question. Finalement, en voulant éviter que les candidats aient & faire
un calcul (pas si compliqué), la question devient soit triviale (on cite le résultat de 1’énoncé),
soit bien plus complexe (c’est la rédaction ci-dessus) qu'un béte calcul. .

\. J
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d) Montrer que pour tout k € {1,2,3}, ll}r_il_l IP’( (X, = k;]) =0.

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :

x llm a"= lim 0=0car aa=0.
n—-+4o0o n—-+4o0o

x lim g™ =0car f€]0,1[.
n——+00

x lim 4™ =0 carvy€]0,1][.

n—-+o0o
« Et ainsi, pour tout k € {1,2,3}, on obtient a I’aide de la question précédente :
x sia=0oua=4:

P([Xn=k) =0 — 0

n——+oo

P([X, =Fk]) = apibia o™ +ar2boa "+ ar3bse y" —> 0

n——+o00

Ainsi, pour tout k € {1,2,3}, liff P([Xn =4k]) =0.
n—-+0o

Commentaire \

o Les questions d’un énoncé ne sont pas forcément rangées dans un ordre croissant de diffi-
culté. Il ne faut donc pas se décourager si on ne sait pas traiter une ou plusieurs questions
d’affilée. Il faut au contraire s’accrocher : des questions plus simples apparaitront.

o Cette question est une parfaite illustration du point ci-dessus :

x elle est bien plus simple que les deux questions qui la précédent.

% elle peut parfaitement étre traitée en admettant le résultat des questions 2.b) et 2.c).

\.

3. Btablir : Tim (P([X0 = 0]) +P([X0 =4])) = 1.

Comment interpréter ce résultat ?

Démonstration.

« La famille ([X, = k] )k elo.4] St un systeme complet d’événements. On en déduit :
]P)([Xn :0]) +P([Xn: 1]) +P([Xn:2]) +P([Xn:3]) +P([Xn:4]) =1
Ainsi, d’aprés la question précédente :

P([X,=0])+P([X,=4]) = 1- (P([X,=1])+P([X, =2]) +P([X,=3])) — 1

n—-+00

Onabien : Tim (P([X, =0])+P([X,=4])) = 1.

n—-+0o

o Comme [X,, = 0] et [X,, = 4] sont incompatibles, ce résultat se réécrit :

lim P([X,=0] U[X,=4]) = 1

n—-+o0o

Ce résultat signifie, qu’a terme, X,, prendra la valeur 0 ou 4.

A terme, tous les électeurs auront la méme intention de vote.

13
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Partie II - Le cas général

On revient dans cette partie au cas général d’'un groupe de m électeurs.

On note m,} = ]P’( (X, = k] ), la probabilité pour qu’il y ait exactement k électeurs envisageant de
voter pour A a issue du n®™ jour.

4. Soit n un entier naturel.

a) Etablir les trois relations :

Vk € [[O,m—l]], P[XnZk]([Xn+1:k+1]) :m
Vk € [1,m], Ppei ([Xns1 =k —1]) = m
VEk e [1,m — 1], P[Xnk]([an:k]):l_m

Démonstration.
o Soit k € [0,m — 1]. Déterminons tout d’abord Ppy, —4)( [Xn+1 =k +1]).

x Si [X, = k] est réalisé c’est que le jour n, il y a k individus dans le groupe A et m — k
individus dans le groupe B.

x Dans ce cas, 'événement [X,,11 = k + 1] est réalisé si et seulement si le soir du jour n + 1,
k+1 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si la rencontre
entre les deux électeurs a fait passer un électeur du groupe B vers le groupe A.

Plus précisément, 1’événement [X,,+1 = k + 1] est alors réalisé par tous les 2-tirages dont le
premier élément est un numeéro de [0, m] désignant un individu du groupe A et le deuxiéme
est un numeéro de [0, m] désignant un individu du groupe B.

Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

k possibilités (car le groupe A est constitué de k

— le premier numéro de ce couple
personnes)

m — k possibilités (car le groupe B est constitué de

— le deuxiéme numéro de ce couple
m — k personnes)

Iy a donc k (m — k) tels 2-tirages.

Notons par ailleurs qu’il y a en tout m x (m — 1) 2-tirages différents (m possibilités pour
le premier individu choisi et m — 1 pour le deuxiéme). On en conclut :

kx (m—k)

Prx, = ([Xni1 =k +1]) = mx (m=1)

On a bien : Vk € [0, m — 1], P[Xn:k]([Xn-i-l =k+ 1]) = -

« Soit k € [1,m]. Déterminons maintenant la valeur de Py, —g ([Xny1 =k — 1] ).
x Si [X,, = k| est réalisé c’est que le jour n, il y a k individus dans le groupe A et m — k
individus dans le groupe B.
x Dans ce cas, 'événement [X,,11 = k — 1] est réalisé si et seulement si le soir du jour n + 1,
k — 1 individus ont pour intention de voter A. Cela se produit si et seulement si le premier
individu choisi appartient au groupe B (constitué alors de m — k personnes) et le second au
groupe A (constitué de k personnes).

(m—k)k

m(m—1)

On a bien : Vk € [1,m], Px, —y ([Xns1 =k —1]) =

14
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e Soit k € [[l,m— 1]]

Comme la famille ( [Xnt1 = 7] ) est un systéme complet d’événements, on a, a 'aide de

7€[0,m]
I'application probabilité Prx, - :

iP[Xn=k]([Xn+1:j]) =1

Jj=

Jf:o P, =) ([Xnt1 = 7])

ho k1 m
= Y P,ei([Xnt1=4]) + > Pron([Xnt1=4]1) + X Pr,oi([Xnt1 =)
j:O j=k71 j=k+2
kil . (car Py, —g ([Xn41=14]) =0
— IP; _ Xn — . [ank} ) n+1
j:%_1 [Xn=H] ( K1 = 7] ) des que |k —j| = 2)

Cette derniére propriété a été démontrée en question 1.b). En effet, on a :
P[ank]([XnJrl = ]]) = pry; = 0 des que |k — j| > 2

(d’un jour sur Uautre il y a au mazimum un électeur qui change d’intention de vote)

Finalement :
Pi,—i([Xns1 = k) = 1= (Ppxig ([Xn =k = 1)) + P,y ([Xa =k +1]))

. 1_<k(m—k) N k('m—/-c)>

m(m—1) m(m—1)

k(m —k)

On a bien : Vk € [[1,m—1]],P[Xn:k]([XnJrl:k]) =1-2 m(m—1)

Commentaire \

o L’absence de modélisation constatée dans les premiéres questions est corrigée dans cette
partie. Cependant, il est décevant que le lien ne soit pas fait avec la premiére partie. A la
lecture des relations & établir, il saute aux yeux que les résultats ne dépendent pas de n.
C’est donc bien py, ; (pour j € {k —1,k,k+ 1}) que I'on cherche & déterminer ici.

« Ne pas faire le lien entre les deux parties est fort regrettable. La question 1.b) est énoncée
dans un cadre restreint (pour m = 4) ce qui est tout a fait inutile comme on ’a déja fait
remarqué. De maniére rigoureuse, on ne peut donc pas faire appel a ce résultat mais il
faudrait le redémontrer.

o Le fait qu’il n’y ait pas d’articulation naturelle entre ces deux parties donne I'impression que
la premiére partie a été ajoutée aprés coup. L’absence de modélisation et de généralisation
(les questions 1.a) et 1.b) n’ont pas a étre énoncées dans un cadre restreint) la rend difficile
et peu exploitable. C’est dommage car la deuxiéme partie est trés bien construite et que le
probléme en lui-méme est tout & fait intéressant.

o On remarque qu’on a abandonné la notation p; ;. Il est & noter que 'une des difficultés des
sujets du TOP3 est justement la gestion de notations nouvelles. Il faut donc s’habituer a
ce type d’effort intellectuel et rester bien concentré.

[_] 7
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b) En déduire la relation, si k € [1,m — 1] :

(k—=1)(m+1—k) mpp_1+ (m(m—1) = 2k(m — k) mpp + (k+1)(m — 1 — k) mp i1
m(m — 1)

Tn+1,k —
Démonstration.
Soit k € [1,m — 1].

o La famille ([Xn = J] )j efom] est un systéme complet d’événements.
On a alors, d’aprés la formule des probabilités totales :

P([Xni1=k]) = Z()P([Xn:ﬂﬂ[XnH = k)
]:
UL . (car pour tout j € [0, m],
- P([X, = §]) X Py —i ([Xns1 = k ,
2, PP =31 P (B = K1) (v, = 1) 20)
= Amo Prx, =) ([Xnt1 = k]) X T (par définition de my, ;)
‘]:
_ i _ (car Plx,—;) ([Xnt1 = k] ) =0
- =kl P (Xt = k) X si|j—k|>2)
= Prx,—k—1)( [Xnt1 = k] ) X mpp—1
+ Pr, i ([Xns1 = k]) X Tk (*)
+ Prx, 1) ([Xnp1 = K]) X T g1
i(m—1)

e Or, d’apres 1 ti écédente : Vi € [0,m — 1], Prx —n(|X =i+1])=———.
r, d’aprés la question précédente : Vi € [0,m — 1], [Xn_z]([ ntl =1+ ]) mm —1)
En utilisant cette relation en i =k —1 € [0,m — 2] C [0,m — 1], on obtient :

(k—1)(m—(k—-1))

m(m — 1)

Pix, —k—1)( [Xnt1 = k] ) =

« A l'aide de la deuxiéme relation de la question précédente, considérée en i = k+1 € [2,m] C
[1,m], on obtient :

(k+1) (m—(k+1))

m(m — 1)

Pix,=kt1) ([Xng1 = k] ) =
« Enfin, la troisiéme relation donne, en i = k € [1,m — 1] :

Pix, =k ([Xnt1 =k]) = 1- _

En reportant ces trois éléments dans (), on obtient bien le résultat énoncé.
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5. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n et pour tout k € [[1,m — 1] :

Tnk S <m(7n—1)—2> n

m(m — 1)

Démonstration.

Montrons par récurrence : Vn € N, P(n), ou P(n):Vk € [1,m—1], m, < <

m(m —1) —2\"
m(m — 1) > )
» Initialisation :
Soit k € [1,m — 1]. On a alors :

x d'une part : mo = IP( [Xo = k]) <1

m(m—l)—2>0:1.

x d’autre part : ( mm — 1)
D’ou P(0).

» Hérédité : soit n € N.
m(m —1) — 2)"+1 >

Supposons P(n) et démontrons P (n+1) < i.e. Vk € [1,m—1], mp41 5 < ( m(m — 1)

Soit k € [1,m — 1]. D’apreés la question précédente :

(k=1)(m+1—k) mpp_1+ (m(m—1) = 2k(m —k)) mpp + (k+1)(m —1—k) mp 11

Rappelons que par hypothése de récurrence, on a : Vi € [1,m—1], mp,; < (

m(m — 1) — 2)“_

m(m — 1)
Trois cas se présentent.

(m(m—1)—2(m—1)) mp1+2(m—2) T

****** N m(m — 1)

x En appliquant '’hypothése de récurrence en i = 1 € [1,m — 1], on obtient :

Tn1 < (m(m—l)—Z) n

m(m — 1)

x En appliquant ’hypothése de récurrence en i = 2 € [1,m — 1], on obtient :

m(m — 1)

m(m—1) —2

Finalement, en notant a,,, =
m(m —1)

), on obtient :

m(m—1)—2(m—1) n 2(m—2) n
Tntl,l S m(m_1> (m) +m(m_1) (am)
_ (mm—-1)-2(m—1)  2(m-—2) n
B ( m(m — 1) * m(m — 1)) % (am)
_ (m(m—1)-2 < ()" — m(m —1) — 2"
- (M) < = ()
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(m—2)2 mpm—2+ (m(m —-1)—2(m— 1)) Tn,m—1
********** m(m — 1) ’

On procéde comme dans le point précédent. On obtient :

Tn+1,m—1 < 7277,((777;:21) (am)n + m(m :nl(zn—_Ql(;n - 1) (am)n
_(mm—-1)-2(m—1)  2(m—2) Wy m(m —1) — 2 n+1
R ( m(m —1) m(m—1)>x(m) < m(m —1) )

x En appliquant I'hypothése de récurrence en i = k —1 € [1,m — 2] C [1,m — 1], on
obtient :
< m(m —1) —2\"
Tpk1< | ——————
k-1 m(m —1)
x En appliquant I'hypothése de récurrence en i = k+ 1 € [3,m — 1] C [1,m — 1], on
obtient : N
. m(m—1) —2
0 <l —
nktl m(m —1)
x En appliquant ’hypothése de récurrence en i = k € [1,m — 1], on obtient :
< m(m —1) —2\"
Tk < | ———F——
. m(m — 1)

Finalement, a 'aide de la formule générale, on obtient :

Tn+1,k

(k—1)(m+1—k)

m(m — 1)

m(m — 1) — 2k(m — k)
m(m — 1)

(k+1)(m—1—k)

)+ =y (am)”

(am)n +

N

_ <(k‘ —~D(m+1—k) 4 m(m — 1) — 2k(m — k) + b+ im — 1~ k)> (ovm)"

m(m — 1) m(m — 1) m(m —1)
- (M) < e ©

_ (m(m—1)-2 el
- ()

Pour obtenir 1’égalité (), on étudie de plus prés le 1°7 et 3°™° terme de la somme :
(i) (k—1)(m+1-k) = (k=1)((m—-k)+1) = (k—=1)(m—k)+ (k—1)
(i) (k+1)(m—1-k) = (k+1)((m—k)—1) = (k+1)(m—k)— (k+1)

En sommant ces deux termes, on obtient :

k—1)(m-k+k-1)+k+1)(m—Fk) —(k+1)
= (m—k) (k—1)+(*k+1)+(k-1)—(k+1)
= (m—k)2k—-2
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On a démontré : Vk € [1,m — 1], mpy1 < <

Finalement, en ajoutant le 2°™¢ terme & cette somme, on obtient :
m(m —1)=2k(m—k)+(m—k)2k—2 = m(m—1)—2
Cela permet de conclure que I'égalité (x) est bien vérifiée.

m(m —1) — 2"
m(m — 1) > '

D’ou P(n+1).

\

Commentaire

m(m—l)—2>”'

Par principe de récurrence : Yn € N, Vk € [1,m — 1], mp 1 <
’ m(m — 1)

« On rappelle que P(n) est une proposition mathématique qui dépend de n. L’écriture (n)
a d’ailleurs pour but d’insister sur cette dépendance en n. En revanche, la proposition :
Vn € N, P(n) est totalement indépendante de n car n apparait alors comme une variable liée
au quantificateur V (on dit que n est une variable muette). L’écriture « P(n) : ¥meN, ... »
n’a alors pas de sens (il y a dépendance en n a gauche mais pas a droite). Attention
cependant & ne pas en conclure que la proposition P(n) ne peut contenir de quantificateurs.
Comme on le voit dans cet exemple ( P(n) :Vk € [1,m — 1], mpp < (o))" ), P(n) peut
s’écrire & l’aide de quantificateurs mais la variable n ne doit en aucun cas étre liée & un
quantificateur (sinon, elle serait muette).

« Dans cette récurrence, on traite séparément plusieurs cas. Cela provient de I'obligation de
vérifier que l'on est bien dans le cadre d’application de I'’hypothése de récurrence. Cette
gestion correcte des certains cas rend la démonstration complexe. Mais le cceur de la dé-
monstration (le cas k € [2, m — 2]) n’est pas réellement difficile. On peut le résumer ainsi :

1) al’aide de la question précédente, on fait apparaitre 7, ; comme combinaison linéaire
de Tp k-1, Tnk; Tnk+1-

2) chacun des termes 7, 1, Tp &, T k+1 €St majoré par (au, )" par hypothése de récurrence.

3) formellement, cette majoration revient & remplacer, dans la combinaison linéaire, les
termes 7y, p—1, T ks Tnk+1 PAr ()™ On met alors en facteur (ayy)".
Par un simple calcul, on s’apercgoit que ’autre terme n’est autre que «,, ce qui termine
la démonstration. =

b) En déduire, pour tout k € [1,m — 1], la limite de 7, 1 lorsque n tend vers +oo.

Démonstration.
Soit k € [1,m — 1]. Soit n € N.
D’aprés la question précédente et en remarquant 7, = IP( (X, = kK] ) >0:

m(m —1) —2\"

< <l ——

o<m s (")
Or:
X lim 0:0,

n—+oo
—-1)-2\" —1)-2

x nETm <%) =0 car % €10, 1[ (puisque m(m—1)—2 < m(m—1)).

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim m,; = 0.
n—-+00 ’ O
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6. On définit I'événement Vy (respectivement Vp) suivant : « au bout d’un certain nombre de jours,
tous les individus du groupe ont 'intention de voter pour A (respectivement pour B) ».

a) Montrer : P(Vy) = ngrfoo P([Xn=m]) et P(Vp) = ngr—&r-loo P([X,=0]).
Démonstration.

« Tout d’abord :

L’événement V4 est réalisé

Au bout d’un certain nombre de jours, tous les individus du groupe ont I'intention de

=4
voter pour A
< Il existe un jour ¢ € N pour lequel tous les électeurs ont l'intention de voter A
< Il existe un jour ¢ € N pour lequel les m électeurs ont l'intention de voter A
< Il existe 7 € N tel que la v.a.r. X; prend la valeur m
< Il existe ¢ € N tel que 'événement [X; = m] est réalisé
o L’événement |J [X; = m] est réalise
€N
On en déduit : V4 = |J [X; = m)].
1€N
e Ainsi :
“+o00o
P(Vy) = P ( U X = m]>
i=0
— lim P L"J X, = m] (pcw." le. théoréeme de
n—+oo  \ ;20 la limite monotone)
= lim P([X,=m]) (cm" (X :,”:L}’)ieN est une suite
n—-+o0 croissante d’événements)
o Il reste & démontrer que ( [X; = m] )Z N est bien une suite croissante d’événements.

Formellement, on doit démontrer : Vi € N, [X; =m]| C [X;11 =m].

Soit ¢ € N. Supposons ’événement [X; = m] réalisé.

Cela signifie qu’au soir du ®™¢ jour, le groupe d’électeurs ayant I'intention de voter pour A
comporte m individus. La rencontre qui a lieu entre les deux électeurs le jour suivant réunit
donc deux individus ayant I'intention de voter A. Ainsi, il n’y a pas de modification des inten-
tions de vote. Le soir du (i + 1)®™ jour, il y a donc toujours m individus ayant I'intention de
voter A. Autrement dit, I’événement [X;4+1 = m] est réalisé.

Vie N, [X;=m] C [Xip1 =m]

On a donc bien : P(V4) = lim P( (X, = m] )

n—-+4o0o
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b)

o En procédant de méme, on démontre :
V= U [Xi=0]
1€N
Ainsi :

rvs) = 7(U xi-)

1=0

0] (par le théoréme de
la limite monotone)

Y - (car ([X; =0] )iGN est une suite
N nginoo P([Xn =0]) croissante d’événements)

La croissance de la suite ([XZ = 0] )Z cy Se démontre aussi comme dans le cas précédent. Si
[X; = 0] est réalisé c’est qu’au soir du jour i il y a 0 individu ayant 'intention de voter A. Il
en est de méme du soir du jour ¢+ 1 car la rencontre a lieu entre deux électeurs ayant tous les
deux l'intention de voter B.

On a donc bien : P(Vg) = lim P([X, =0]). O

n—-+00

Montrer : P(Vy) +P(Vp) = 1.

Que signifie ce résultat ?

Démonstration.
Soit n € N.
o La famille ([X, = k]) ke[0,m] ©St un systéme complet d’événements. On en déduit :
$ p(1x, = 4]) = 1
k=0
Ainsi : .
P([X,=0])+P([X,=m]) = 1- <;§1 P([Xn:k:]))
m—1
= 1—( > 7Tn7k>
k=1
e Or:

x d’apreés la question 5.b), pour tout k € [1,m — 1] :

lm m,=0
n——+oo ’

x d’apreés la question 6.a) :

lim P([X,=0])=P(Vp) et lim P([X,=m])=PVa)

n—-+00 n—-+oo
En passant & la limite dans ’égalité du point précédent, on obtient alors :
m—1
i P =0) + B =) = 1= (5 () )
I I

]P’(VB) + ]P’(VA) 1-0

On a bien : P(Vy) + P(Vp) = 1.
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o Les événements V4 et Vp sont incompatibles. En effet, si au bout d’un certain nombre de jours
tous les électeurs ont I'intention de voter pour le méme candidat alors les intentions de vote ne
sont plus modifiées les jours suivants. Il n’est donc pas possible de retrouver tous les électeurs
dans un méme groupe (au soir du jour i1 € N) et dans un autre (au soir du jour i € N).

On en déduit :
]P’(VA UVB) = P(V4)+P(V) =1

Ce dernier résultat signifie qu’au bout d’un certain nombre de jours, tous les électeurs seront
dans le méme groupe.

A terme, tous les électeurs auront la méme intention de vote. O

7. Pour tout entier naturel n, on pose Z, = Xp+1 — Xn.

a)

b)

Justifier : Z,(Q2) = {—1,0,1}.

Démonstration.

Soit n € N.

La v.a.r. Z,, prend pour valeur la différence entre le nombre d’électeurs ayant pour intention de
voter pour A le soir du jour n 4+ 1 et le nombre d’électeurs ayant pour intention de voter pour
A le soir du jour n. Or, la rencontre entre les deux électeurs le jour n + 1 ne modifie I'intention
de vote que d’un électeur au plus. Plus précisément :

x soit la rencontre a lieu entre un électeur du groupe A qui convainc un électeur du groupe B.
Dans ce cas, Z, prend la valeur 1.

x soit la rencontre a lieu entre deux électeurs du méme bord.
Dans ce cas, Z, prend la valeur 0.

x soit la rencontre a lieu entre un électeur du groupe B qui convainc un électeur du groupe A.
Dans ce cas, Z,, prend la valeur —1.

Zn(Q) = {-1,0,1} 0

Exprimer IP( [Z, = 1] ) en fonction des probabilités 7, ;, avec k € [1,m — 1].

Démonstration.
La famille ( [X,, = k] )ke[[o -
On a alors, d’aprés la formule des probabilités totales :

| est un systéme complet d’événements.

P((Zo=1]) = £ P([X.=kN[ZW=1))

= 3 P([Xn = KN X — Xo =1])
k=0

= 3 B(1X =00 Ko = k+1))

= ZE:P([XnZk]ﬂ[XnH:kJrl]) (car [Xpnp1=m+1]) =2)

_ _ _ (car pour tout k € [0,m — 1],

— kZ::OIP’([Xn_k])xIP[Xn:k]([XnH_k—i—l]) P([ﬁn:k])#o)

= jzllp([Xﬂ:k])XP[Xnk]([XnJrl:lH‘l]) (car Pix,—o) ([Xnt1 =1]) =0)
P(120 =11) =5 Pproig(Xosa = k4 11) x -
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¢) Comparer P([Z, = —1]) et P([Z, =1]).
Démonstration.
La famille ([X, = k] ), c[0.m] €St un systéme complet d’événements.
On a alors, d’aprés la formule des probabilités totales :
B((Zo=-1]) = 3 P(IX0=Hn[Z=-1])
= 3 B(1X = KN [Xw — X, = -1])
_ kioP([Xn:k]m[XnH —k-1])
_ ép([xn:k]m[xm —k—1]) (car [Xns1 = —1]) = 2)

= 5 B([%n = K]) X B,y (X = £ = 1)) (gﬁp?ﬁ%ig}m’mﬂ’

I
=

= P([Xn =k]) X Pix, i) ([Xny1 =k +1]) (d’apres la question 4.a))

Commentaire \

e On détaille ici la correction pour faire apparaitre de maniére précise les similarités et
différences avec la question précédente. Cependant, on pouvait plus sobrement indiquer
que par analogie avec le raisonnement précédent, on obtient :

P([Zn=-1]) = X P([Xn =k]) x Px,= ([Xn1 =k —1])

o Dans la remarque de la question 1.d), on a introduit Y,, = m — X,,, v.a.r. qui donne le
nombre d’électeurs ayant pour intention de voter pour B le soir du jour n. De méme, pour
tout n € N*, on peut introduire la v.a.r. T, = Y41 — Y, Il y a symétrie du probléme :
on ne change pas I’expérience en échangeant les roles de A et B. On en déduit que Z, et
T, suivent la méme loi. Cela permet de retrouver :

P([Zu= 1)) = P([Xps1— X, — 1)
= P([(m—Yp1) — (mm = Y,) = —1])
= P([Y,— Yo =-1])

(
(
= P([Yps1 - Yo =1])
(
(

I
=

T, =1])
Iy = ) (car T), et Z,, ont méme loi)

X
[(
[
[
[
[

I
=

([Xn=K]) x Prx,—p) ([Xn41 =k = 1])  (car Py, =) ([ X1 = m — 1])

=)
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d) En déduire que E(Z,) = 0.

Démonstration.
e La v.a.r. Z, est finie. Elle admet donc une espérance.
e On a alors :
E(Z, = > kxP([Z,=k]) (par définition)
k€Z,(Q)
= (-)xP([Z,=-1])+0xP([Z,=-1]) + 1 xP([Z, =1])
(d’apres la
question précédente)

Commentaire \

Il est tout a fait possible, au brouillon, d’opérer par rétro-ingénierie, c¢’est-a-dire partir du
résultat donné par ’énoncé (E(Z,) = 0) pour en déduire un résultat intermédiaire (en
Poccurence la propriété P([Z, = —1]) = P([Z, = 1])). Evidemment, partir du résultat ne
constitue en aucun cas une démonstration. Mais la valeur du résultat intermédiaire peut
parfois renseigner sur la voie & choisir pour le démontrer. 0

\. J

e) Montrer que la suite (E(Xn))n cy st constante et déterminer cette constante en fonction de a.

Démonstration.
e Soit n € N. Par définition : Z, = X,,41 — Xn.
Comme les v.a.r. X, et X,,41 sont finies, elles admettent une espérance.
On en déduit, d’aprés 1'égalité précédente :
E(Z,) = E(Xpy1—Xn) = E(Xp+1) — E(X,) (par linéarité de [’espérance)
I
(d’apres la question
précédente)

Vn €N, E(Xn-H) = E(Xn)

« Ainsi, la suite (]E(X"))neN est constante.

On en déduit : Vn € N, E(X,,) = E(Xy) = E(a) = a. 0

a
8. Montrer que P(V4) = — et interpréter ce résultat.
m

Démonstration.
e Ona:
E(X, = > kxP([X,=k]) (par définition)
kEXn(Q)
- 3 kxP([Xn=k])
h=0 m—1
= O0xP([Xn=0])+ X kxP([Xn=k])+mxP([X,=m])
k=1

m—1
Ainsi, d’aprés la question précédente : m x P([X, =m]) = a— Y kxP([X, =k]).
k=1
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o Or, d’apreés la question 5.b) : Vk € [1,m — 1], ll)r_il_l P([X, =Fk]) =0.
On en déduit :

m—1 m—1
i (e =l) =t (oS0 =H)) = o=k
I I
mxnglfooIP’([Xn:m}) a
I
m x P(Vy) (d’apres la question 6.a))

Finalement : P(Vy) = °.
m

o On en déduit, par la question 6.b) :

P(Vp) = 1-B(Va) = 1- = =

m—a

L. a .
La quantité — (respectivement
m

m
tialement voter pour A (respectivement B).

) est exactement la proportion d’électeurs souhaitant ini-

Ainsi, la probabilité que les électeurs aient tous a terme l'intention de voter pour un
méme candidat est donnée par la proportion d’électeurs souhaitant initialement voter pour
ce candidat.

Hl
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Probléme 2 - Une propriété limite des lois de Pareto

Question préliminaire

Soit g
1. a)

une fonction continue sur un intervalle I, & valeurs réelles.

Montrer que pour tout « et 8 dans [ tels que a < 3 :

1

8 1
/B—oz/a g(t) dt:/o g(a+ (8- a)z) dx

Démonstration.

o La fonction ¢ est continue sur l'intervalle I. Comme « et § sont deux éléments de I, on en

déduit que g est continue sur le segment [, J].

B
Ainsi, U'intégrale / g(t) dt est bien définie.

e On effectue le changement de variable | x = 1 PR
f-—a f-a
m—t_a (et donc t = (8 — a)x + «)
=5 a =
1
f—)dx:mdt et dt=(f—a)dr

eltl=a = =1

Ce changement de variable est valide car ¢ : z + (8 — a) x + « est de classe C! sur [0, 1].

On obtient : B 1
tent [ ot ar = [ oot @-a)n) (6-a)ds

On a bien :

Commentaire

/j q(t) dt:/ol g(a+ (B —a)z) da.

—

B

{a+(B-a)z|ze01]} = [af]

{fz+(1-2)afze01]} = [«f]

a+p

x = 1, on récupére 3; si x = %,

Finalement, [« 5] s’écrit comme ’ensemble des barycentres de ce type.

1
o Il est aussi possible de partir de 'intégrale / g(a+ (8 — a)z) dz et obtenir, & 'aide du
0

changement de variable| t =a+ (8 —«a)z |, U'intégrale / g(t) dt (& une constante pres).
[0}

« Dans cette question, on passe d’une intégrale sur le segment [a, ] & une intégrale sur le
segment [0, 1] (ou I'inverse). L’idée derriére le changement de variable opéré est assez simple.
Il s’agit de paramétrer le segment [« 5] a I'aide des réels a et 5. Plus précisément, on a :

Autrement dit, lorsque x parcourt le segment [0, 1] dans son entier, a + (f — a) x parcourt
le segment [o, 3] dans son entier. Généralement, cette égalité s’écrit plutdt sous la forme :

On comprend cette paramétrisation sur quelques exemples : si x = 0, on récupére «; si
on récupére 7=, le point milieu du segment [a, 3]. Ce
dernier point correspond a l'isobarycentre du couple («, 3). Le point x 5+ (1 — x) « apparait
lui comme le barycentre du couple (v, 3) affecté des coefficients de pondération 1 — z et x.

O

N\
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b) Soit a, b, ¢, d dans I tels que a < ¢ < d < b.
On suppose g décroissante sur I, établir ’encadrement :

1 1 1 d
b_c/ o(t) dt < d_c/ o(t) dt < d_a/ o(t) dt

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord, a l’aide de la question précédente :

1 b ! (car c et b sont des éléments
b—c/C g(t) dt = /0 g(c—l—(b—c)m) du de I tels que ¢ < b)

1 d ! (car c et d sont des éléments
d—c/C glt) i = /0 g(ct(d=c)a) du de I tels que ¢ < d)

(car a et d sont des éléments

1 d 1
d—a/a g(t) dt = /0 g(a—l—(d—a)x) du de I tels que a < d)

o Cherchons tout d’abord & obtenir la premiére inégalité.

Soit x € [0, 1].
Tout d’abord d < b (d’apres 'énoncé)
donc d—c < b—c
ainsi (d—c)z < (b—c¢)x (car x = 0)
d’ou ct+(d—c)zr < c+(b—-0)x
enfin glc+(d—c)z) = glc+(b—c) ) (car g est décroissante sur I)

vz €[0,1], glc+(d—c)z) = glc+ (b—c) z)

o D’aprés ce qui précéde, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant
(0<1):

1 d 1 b (d’apres la question 1.a)
/C g(t) dt /c g(t) dt avec c < b etc<d)

Commentaire \

Dans la question précédente, on a détaillé un processus qui peut étre vu comme une mise
sous forme normale : toute intégrale entre o et 5 d’une fonction continue sur le segment
[a, B] peut s’écrire comme une intégrale entre 0 et 1. L’intérét d’une telle normalisation se
percoit trés bien dans cette question. Au lieu d’étudier trois intégrales sur des domaines
différents, ’étape de normalisation permet de ne considérer que des intégrales entre 0 et
1. On obtient trois objets sous la méme forme, ce qui rend plus simple les comparaisons.

\. J
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o Cherchons maintenant & obtenir la deuxiéme inégalité.
Soit = € [0, 1]. Remarquons :

a+(d—a)x < c+(d—c)x
& @d—a)z—(d—c)x < c—a

& (c—a)z < c—a

& <1 (car ¢ —a >0)
La derniére inégalité étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.
Ainsi a+(d—a)z < c+(d—c)x
donc gla+(d—a)z) > g(c+(b—c)z) (car g est décroissante sur I)

Vo €[0,1], gla+ (d—a)z) > gc+ (d—c)z)

« Puis, par croissance de U'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1 1
/ gla+(d—a)z)de > / g(c+(d—c) x) da
0 0

1 d 1 d (d’apres la question 1.a)
d—a/a g(t) dt d—C/c g(t) dt avec a < d et c < d)
1 d 1 d
On a bien : i / g(t) dt < T 4 / g(t) dt. O

Partie I - Partie fractionnaire d’une variable a densité

o Pour tout réel x positif ou nul :
— on note [z] la partie entiére de z. On rappelle qu’il s’agit de 'unique entier naturel n qui vérifie
l'encadrement : n <z <n-+ 1.
— on note {:1:} =z — [z], que 'on appelle la partie fractionnaire de x.
Par exemple, si x = 12,34, alors [z] = 12 et {z} =0, 34.
« Dans cette partie, X désigne une variable aléatoire & valeurs réelles admettant une densité f qui
vérifie les propriétés :
— f est nulle sur | — oo, 0[;
— la restriction de f a [0,4o00[ est continue et décroissante.
On pose M = f(0), c’est le maximum de f sur R.

Soit Y = {X } =X — [X ], la variable aléatoire égale a la partie fractionnaire de X.
On note Fy la fonction de répartition de Y.

Commentaire \

Généralement, on distingue les fonctions :

x partie entiére par défaut, notée |.]. On rappelle que pour tout = € R, |x| désigne l'entier
directement inférieur a x (c’est-a-dire le plus grand entier n € Z tel que n < x).
(c’est la notation du programme utilisée pour définir la fonction partie entiére)

x partie entiére par excés, notée [.]. On rappelle que pour tout x € R, [z]| désigne I'entier direc-
tement supérieur a x (c’est-a-dire le plus petit entier n € Z tel que n > x).

Il ne faut pas se laisser déstabiliser par la nouvelle notation de 1’énoncé ([x] en lieu et place de |z])

et accepter de 'utiliser par la suite.

\. J
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Commentaire

o Comme le stipule le programme officiel, « la fonction partie entiére permet de discrétiser des phé-
nomeénes continus ». En particulier, si X est une v.a.r.  densité, la v.a.r. T' = [X] est, quant a elle,
une v.a.r. discréte. L’étude de la v.a.r. T est relativement fréquente dans les sujets car cela permet
de proposer un énoncé qui méle v.a.r. & densité et v.a.r. discrétes.

o De maniére assez malhabile, le sujet définit la fonction partie fractionnaire seulement sur I'intervalle
[0,400[. La définition de 1’énoncé est en fait valable sur R tout entier. La conséquence de cette
restriction de ’énoncé est que la v.a.r. [X]| n’est bien définie que si X est a valeurs positives. Or
I’énoncé ne donne aucune information sur X (2). Par contre, on sait que X est une v.a.r. qui admet
une densité nulle sur | — 0o, 0[. On peut donc démontrer :

P([X>0])=1

Ainsi, la v.a.r. [X] est presque stirement bien définie.
C’est ce point de vue probabiliste qui est ici adopté par le concepteur.

« Profitons-en pour faire un point sur la notation X (€2).
Rappelons qu’une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggére, X (€2) est I'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X)) = {X(w) |we}
= {2eR|weQ, X(w) =2z}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité IP n’apparait.
« Il est toujours correct d’écrire : X () C | — oo, +00l.
En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours le cas
par définition de la notion de variable aléatoire réelle.
o Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x l’ensemble des valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (£2)),

x lensemble {x € R | P( (X = :E]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité non
nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, & savoir X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est appelé
support de X et est noté Supp(X).

o Dans le cas des v.a.r. a densité, la détermination de l’ensemble image est plus technique. Dans
certains sujets, 'ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une v.a.r. a valeurs
strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer & 'ensemble image donné en cours. Par exemple, si
X < U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U([0,1]), on considére : X(Q2) = [0,1]. »

x si X ne suit pas une loi usuelle, on étudie 'ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) = 1. »

En décrétant la valeur de X (Q2), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter une
hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un ensemble
image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (I’ensemble image étant connu,
on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient par une disjonction de cas).
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2. Que vaut Fy(y) lorsque y < 07 Que vaut Fy (y) lorsque y > 17
On justifiera les réponses.

Démonstration.

« On note h : z — x — [z] de telle sorte que Z = h(X).
Comme : X (92) C | — 0o, +00[, on obtient alors :

Y(Q) = (h(X)(Q = h(X(©Q)
C h(]—o0,+[) C [0,1]

La derniére inclusion est obtenue de la maniére suivante.
Soit x € [0, +oo[. Par définition de la partie entiére : [z] <z < [z] +1. Or :

z]<z<z]+]1 © 0<z—[z]<1 & 0<h(z)<1

Ainsi : Y(Q) C [0, 1].

« Soit y € R. Deux cas simples se présentent :

x sty € [1,4o00[, alors : [Y < y] =Q, car Y(Q2)

Commentaire

« Profitons de cette question pour faire un point sur la fonction partie fractionnaire x — = —[z].

Fy(y) = P(Y <y]) = P(@) =0
C [0,1]. Donc :
F(y) = P(Y<y) = P(Q) =1

Pour tout y < 0, Fy(y) = 0 et pour tout y > 1, Fy(y) = 1.

Sa représentation graphique est la suivante :

)

WFonction x =z — [z] (

« La fonction partie fractionnaire est un cas particulier de fonctions dites périodiques.

x Soit T' € [0, +oo[. Une fonction est dite T-périodique si :
VeeR, f(x+T)= f(x)

Le réel T est appelé période de la fonction f.

x La représentation graphique sur R d’une fonction f T-périodique s’obtient par translation de
sa représentation graphique sur un intervalle de longueur 7' (par exemple l'intervalle [0, T'[).

La fonction partie fractionnaire est une fonction 1-périodique. Sa représentation graphique sur
R s’obtient bien par translation de sa représentation graphique sur un intervalle de longueur 1
(par exemple par translation de sa représentation graphique sur l'intervalle [0, 1]). =
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3. Justifier I’égalité entre événements : [Y =0/ = |J [X =n].

En déduire : F3(0) = 0.

Démonstration.

e Soit w € . On a :

~

(w)

S

(w) = [X](w) =0
(w)
(w)

X (w) est un entier positif

a

[X](w)

Il existe n € N tel que X(w) =n

r ¢ ¢ T

Il existe n € N tel que w € [X = n]

we U [X=n]
1€N

i3

On en déduit : [Y =0] = J [X =n].

Commentaire \

o Par définition, un événement est un ensemble. Démontrer 1’égalité de deux ensembles c’est
démontrer que tout élément du premier ensemble est dans le second et inversement. Ou
encore qu’un élément est dans le premier ensemble si et seulement si il est aussi dans le
second (c’est la maniére de procéder choisie ici).

« En terme d’événement, cela signifie que le premier événement est réalisé si et seulement si
le second événement est réalisé. Plus précisément, il existe w réalisant le premier événement
si et seulement si ce méme w réalise le second événement.

\. J

o Par ailleurs :

V<0 = [Y<O0U[Y =0]
= @UY =0 (car Y (2) = [0,1[)
— Y =0

On en déduit :
Fy(0) = P([y =0])

= P < U X = n]> (d’apres le début de question)

neN
pusy (par o-additivité et car les événements de la famille
= Y P([X=n]) o X ) :
= ([X =n] )nEN sont deuz & deuz incompatibles)
—+o00
= >0=0 (car X est une v.a.r. & densité)
n=0

On en conclut : Fy(0) = 0.
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4. Soit y un réel de l'intervalle ]0, 1].

+oo Mty
a) Montrer I'égalité : Fy (y) = > f(t) dt.
n=0

n

Démonstration.

« On note T'= [X]. Dans la suite, on considére X (Q2) = [0, +-o0][.
On a alors : T(Q2) = N.

o La famille ( [T = n] )n cny forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

Fy(y) = P([Y <y])
= P(X-T<y]) (par définition deY')

= iP([T:n]ﬁ[X—Tgy])
~ S (T -dnX - <)

_ gp([m_nm[xww])

(par définition de

+oo
= < <
nz::O P(ln< X <n+ 10X <nty]) la partie entiére)

+oo
= SR X <nty) (car y € 10,1)
n=0
too Mty (car X admet f
- EO n F(t) dt pour densité)
+oo [Nty
Ainsi, pour tout y € 10,1 : Fy(y) = >, f(t) dt.
n=0 Jn

Commentaire \

On a utilisé dans cette question I'égalité : [n < X <n+1N[X <n+y] = n< X <n+yl.
Pour I'obtenir, il suffit de démontrer :

X <n+1lNn[X<n+yl = [X <n+y

Comme signalé dans la remarque précédente, ce résultat se démontre par double inclusion.
(C) Soit w € [X <n+1]N[X < n+y|. Alors, en particulier, w € [X < n + y].

(2) Soit w € [X < n+y|. Alors X(w) < n+y. Ainsi :
Xw)<n+y<n+1 (cary <1)

On en conclut : w € [X <n+1].
On obtient ainsi, a 'aide de 'hypothése initiale : w € [X <n+y|N[X <n+1].
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b) Montrer, en utilisant la question préliminaire, les inégalités :

n+y n—+1
— Pour tout n entier naturel : / f@t)dt > y/ f(t) dt.
n n
n—+y n—+y
— Pour tout n entier naturel non nul : / f(t) dt < y/ f(t) dt.
n n—1+4+y

Démonstration.
« Soit n € N. On applique la question 1.b) avec :
x I = [O, —|—OO[.

x g = [j0,400] (vestriction de f & [0, +00[).
La fonction g est continue et décroissante sur [0, +00l.

xc=nel,d=n+yecletb=n+1€l (onabienc<d<b).

I I
[ < 2 [ g a

L e 1 [ty (car [n,n +y[ C [0, +o0]
1/n F(t) dt y/n JOd 1] C [0, +00)

n n+1
Onabien:/+y ft)dt > y/+ f(t) dt.

n

« Sous les mémes hypotheses, avec a =n — 14y et ¢ =n et d = n + y comme précédemment
(on a bien a < ¢ < d), on a, d’aprés la question 1.b) :

1 I
[ awa < [ g a

Y

n+y
On a bien : y /

n—1+y n

Commentaire

A premiére vue, il est difficile de faire le lien entre le résultat exposé dans cette question et
celui de la question 1.b). Il peut d’ailleurs sembler ardu de trouver les valeurs de a, b, c et d
pour lesquelles on doit appliquer le résultat. En réalité, on n’a guére le choix :

x dans la premiére inégalité & démontrer ici, les bornes basses des intégrales ont la méme
valeur n. Cela correspond & la premiére inégalité de 1.b) ot l'on retrouve la méme borne
basse ¢ des deux cotés de I'inégalité. Une fois ¢ = n posé, les valeursb=n+1letd=n+y
suivent logiquement.

x dans la deuxiéme inégalité & démontrer, les bornes hautes des intégrales ont méme valeur
n + y. Cela correspond a la deuxiéme inégalité de 1.b) ot 'on retrouve la méme borne
haute d des deux cotés.

Finalement, cette question ne présente pas de difficulté majeure. D’ailleurs, I’énoncé fournit la

maniére de procéder en précisant qu’il s’agit d’utiliser la question préliminaire. =
\
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+00 Yy +oo
c¢) En déduire : y/ f(t)ydt < Fy(y) < / f(t) dt + y/ f(t) dt, puis 'encadrement :
0 0 Y

y<Fy(y) <y+M

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, on a :

WneN, /n+y f6) dt >y /n+1 F(t) dt

Soit m € N. En sommant ces inégalités, on obtient :

Tgo ia > 8 (y /n e dt)

n n=0

m n+1 m+1 ( lati
_ par relation
v o f®d =y /0 F®O At b Chasies)
Or :
n+y

m
x d’aprés la question 4.a), la quantité f(t) dt admet une limite finie lorsque m
n=0 Jn
tend vers +oo.

% l'intégrale o f(t) dt est convergente car f est une densité de probabilité. On en déduit
que la quan‘gité de droite admet elle aussi une limite finie lorsque m tend vers 4oo.
Finalement, par passage a la limite dans I'inégalité, on obtient :
+o0  [nty +00
S rwa sy [ e

n

Fy (y)

400
Ainsi : y /0 f(t) dt < Fy(y).

o D’aprés la question précédente, on a :

Vn € N*, /w fOydt <y /w £(t) dt

—1+y
Soit m € N*. En sommant ces inégalités, on obtient :
m n+y m n+y
> rayae < £ (v [0 s a)
n=1 Jn n=1 n—1+y
I

m n+y Y m n+y m+y
z/n f(t)dt—/o £t) dt yz/n fydt = y/ £t) dt

n=0 n=1 —14+y Y
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Finalement, par passage a la limite dans I'inégalité (autorisé pour les raisons précédentes), on
obtient :
+oo [Nty Yy +oo
> [ rwma- [ rwd <y [ a
n=0 0 Y

n

Ainsi : Fy(y) < /Oy flt) dt+y /+°° f(t) dt.
y

Par ailleurs :

+oo
X / f(t) dt =1 car f est une densité de probabilité.

+o00 +oo
x / f(t) dt = / f(t) dt car f est nulle en dehors de [0, +o0].
0

+o00
Ft) dt =1

0

On a de plus, comme y > 0 alors [X > y] C [X > 0] et :

+o00 400
[T wa = p(eeza) < mixzo) = [ swa =

+o0
Par multiplication par y > 0, on obtient : y / fi) dt < y.
y

Enfin, comme f est décroissante :
vte[0,y], f(t) < f(0) = M

Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant (0 < y), on a :

/Oy F@) dt < /Odet = My

y
Commey<1etM:f(0)>0,/ ft)ydt < My < M.
0

En combinant tous ces résultats, on obtient bien : y < Fy(y) <y + M. 0
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Partie II - Premier chiffre significatif d’une variable de Pareto

— siz>1
Pour tout réel A strictement positif, on définit la fonction gy sur R par gy : z — zA+l

0 sinon

5. Montrer que pour tout réel A strictement positif, g, est une densité de probabilité sur R (loi dite
de Pareto).

Démonstration.
Soit A > 0.
« Tout d’abord, la fonction gy est :
x continue sur | — oo, 1] car constante sur cet intervalle.
x continue sur |1, 400 comme inverse de la fonction x + 221 :
— continue sur |1, +o0],

— et qui ne s’annule pas sur |1, 4+o0[.

La fonction f est donc continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —o00,1], alors : g\(z) =0 > 0.
A

x si € [1,+00], alors comme A >0 et 2 >0, ona: g\(z) = —37 = 0.
*********** x

Finalement : Vx € R, gx(z) > 0.

“+o0o
o Il reste & démontrer que l'intégrale / gx(x) dx converge et vaut 1.
—0o0
Tout d’abord :
“+oo “+oo
/ gx(z) dz = / gx(z) dzx
—00 1

car g est nulle en dehors de [1,400].

La fonction gy est continue par morceaux sur [1,+ool.

+00
Ainsi, I'intégrale / gx(x) dx est impropre seulement en +o0.
1

Soit B € [1,400].

B B 1 B o
t)dt = A~—dt = A tT T dt
/1 gA( ) /1 A+l /1

) ° 1 B
:x[”ix] :_1[M (car A #0)
1 1
B 1 1
B B 1
1 ! — 1 (car X >0)
= 1——= car
B)‘ B—+00
+oo
Ainsi, 'intégrale impropre / gx(t) dt est convergente et vaut 1.
—0o
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On en conclut que gy est bien une densité de probabilité.

Commentaire \

o De maniére générale, on dit d’une v.a.r. suit la loi de Pareto de paramétres a > 0 et
b > 0 si elle admet pour densité la fonction f définie par :

0 sit<b
f ot = pe
a—taﬂ sit>b

Dans cet énoncé, on étudie donc le cas particulier ot b = 1.

e Pour démontrer qu’'une fonciton est une densité de probabilité, il est nécessaire de
démontrer qu’une intégrale impropre est convergente et de valeur 1. Ce type de ques-
tion exige donc un calcul et non un résultat de convergence comme le théoréme de
comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives.

AL

reconnait en effet une intégrale de Riemann, impropre en +o0o et d’exposant A+1 > 1. 0

\. J

+oo
« On peut toutefois noter que démontrer la convergence de / dt est simple. On
1

Dans toute la suite, on note Z) une variable aléatoire admettant gy pour densité.

6. Déterminer la fonction de répartition GG de Zy.

Démonstration.
Soit x € R. Deux cas se présentent :

x sl x € | — 00, 1[. Comme f est nulle en dehors de [1,4o00] :

Gr) = P([Yr<a]) = / o) dt = 0

—00

(par relation de Chasles et car
f est nulle en dehors de [1,+o0[)

(en reprenant le calcul de la

1
= 1- — question précédente pour
v B=x¢€[l,+00])
0 siz <1
Finalement : G : x > 1\
1-— <) siz>1
z O
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7. On note In la fonction logarithme népérien, et log la fonction logarithme décimal.

In(z)
In(10)

On pose X = log(Zy), et on note F la fonction de répartition de X.
a) Etablir, pour tout réel z, I'égalité : Fj(z) = G (107).

Démonstration.

Cette fonction est définie sur |0, +oo] par : log(z) =

pour tout réel x strictement positif.

« Commencons par déterminer X (12).
Notons h : z — log(x), de sorte que Xy = h(Z)).

On considére Z)(€2) = [1,4o0[. On en déduit :

X\ (Q) (h(2))(Q) = h(2A\())

= h([1,+o0[)

_ . (car la fonction h est continue et
N [h(l)’xgr—sl—loo h@)l strictement croissante sur [1,4o00[)
= [0, 4o0[

Et ainsi : X\(92) = [0, 00|
e Soit € R. Deux cas se présentent :
x sl x <0, alors [X) < 2] = @ car X(©2) = [0, +o0[. Donc :

Fy(z) = P([X) < 2]) = P(2) = 0
(

En particulier, comme x < 0 alors 10¥ < 1 et Gy

)
On a bien : Vo < 0, F\(z) = 0 = G,(10%).

_ In(Z)) s
=P ([111(10) < x]) (par définition de log)
= P([In(Z)) <z In(10)]) (car In(10) > 0)

= P([Z) <exp(z In(10))]) (par stricte croissance de exp sur R)
—_ G)\(lox) (C(]/f’ er In(10) _ eln(loz) — 10z)

0 siz <0
GA(10%) siz >0

On obtient finalement : F) : x — {

Commentaire

o On s’est permis de considérer : Z,(§2) = [1, +oo[ conformément & la remarque faite en début
de Partie I. Une telle hypothése assure la bonne définition de la v.a.r. X = log(Z)) (sans
précision sur Z,(2), la v.a.r. Z) est seulement presque stirement bien définie).

o Lors de I'étude du 2°™¢ cas, 'argument x > 0 n’est pas utile. L’esprit du sujet était
d’ailleurs plutot de démontrer, dans cette question : Vz € R, Fy(z) = GA(10%) et de
reporter la disjonction de cas dans la question suivante. Dans cette correction, on a opté
pour la présentation habituelle qui permet de mettre en avant le fait que la fonction F) est
définie par cas.

0
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b) En déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre en fonction de .

Démonstration.
Soit x € [0, +o0].

e On a:
Fy(z) = Gx(10*
= 1
=1
= 1
1
o Ainsi :

) (d’apres la
question précédente)

- (1011))\ (d’apres la question 6.)
B 1
10r=
1
B exp ()\:L' ln(lO))
_ eln(lﬁ — ] _ e I(10)Az

0 sixzx <0

Fy:xz—
1 _e—ln(l()))\m siz>0

On reconnait la fonction de

répartition associée a la loi £ (In(10) A).

On en conclut : X — & (In(10) A).

Commentaire

Plus précisément, on a :

o Dans ce sujet, on étudie

o Généralement, lorsque ’on considére une v.a.r. Z qui suit une loi de Pareto de paramétre
a > 0et b >0 (la définition est donnée dans la remarque de la quesiton 5.), on introduit

lavar. X =In <b> On démontre alors que X suit une loi exponentielle.

X — & (a).

la loi de Pareto avec paramétre b = 1. En lieu et place de Z),

VA
on aurait pu introduire 7 = In <1A> = In(Z,). D’apreés ce qui précéde : Ty — & (). Le

choix de I’énoncé de travailler avec le logarithme en base 10 au lieu du logarithme népérien
peut donc paraitre surprenant. Il introduit une difficulté qui ne parait pas nécessaire (avec
la présence artificielle de In(10)). Ce choix est en réalité expliqué par la question 9. : le
travail & ’aide du logarithme décimal est classique lors de I’étude de la loi de Benford.
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8. On pose Y, = {XA}, la partie fractionnaire de X.

Montrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour tout réel y de l'intervalle ]0, 1] :

lim P([YAa<y])=y

A—01

En déduire que, lorsque A tend vers 0, Y) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1].

Démonstration.

« D’aprés la question précédente : Xy — £ (In(10) A).

On en déduit que la fonction fy ci-dessous est une densité de la v.a.r. X,.

0 six <0
Hhizw
In(10) X e~ 20Xz i 2> 0

o La fonction f) vérifie les propriétés :
— f est nulle sur | — oo, 0[;
— la restriction de f a [0, +o00] est continue et décroissante.
On pose alors M = f,(0) = In(10) A, le maximum de f) sur R.

La v.a.r. X vérifie donc les propriétés permettant d’appliquer les résultats de la Partie I.

o D’aprés la Partie I, la v.a.r. Y admet pour fonction de répartition la fonction Fy, suivante :

0 siy <0
Fy,cy= q Fr(y) siye[0,1]
1 sty >1
Enfin, d’apreés la question 4.c) : Vy € 10,1[, y < Fy,(y) < y+1In(10) A

« Soit y € ]0,1[ et soit A > 0. On a :

lim y =y,
) A—0t =y

<« li In(10) A =y,
Jim y +1In(10) A =y

Par théoréme d’encadrement, on a : lim+ Fy,(y) =v.
A—=0

o Soit y € R. Quatre cas se présentent :
si y < 0 alors F =0 — 0.
YR v () A0+
x siy =0 alors Fy, (0) = 0.

En effet, comme Fy, est la fonction de répartition d’une v.a.r. & densité, alors Fy, est continue
sur R. Par continuité en 0, on obtient :

Fy,(0) = lim Fy,(y) = lim 0=0
y—0 y—0

Fy, (0) =0

On en déduit alors : Fy, (0) =0 — 0.
A—=0t
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x siy € 10,1[ alors Fy, (y) oY d’aprés ce qui précede.

x siy>1alors Fy,(y) =1 — 1.
****** A—07F
Finalement : Vy € R, Fy, (y) )\—>+ F(y) ou F est la fonction :
—0

0 siy<O
F:y—< y siyel0,1]
1 siy=>1

On reconnait la fonction de répartition associé a la loi uniforme sur [0, 1].

On a donc bien démontré que lorsque A tend vers 0, Y) converge en loi vers Y
avec Y < U([0,1]).

Commentaire

e On demande dans cette question de démontrer que « lorsque A tend vers 0, Y) converge en
loi vers un v.a.r. suivant la loi uniforme sur [0, 1] ». Or, conformément au programme officiel,
on définit la convergence en loi d’une suite de v.a.r. (Y,),en+ vers une v.a.r. Y.

La question, telle que posée ici, n’entre donc pas dans le cadre du programme.

« Il est cependant assez simple d’adapter cette question au programme. Pour ce faire, il suffit

1

de considérer la suite de v.a.r. (V,,)nen+ ot pour tout n € N* : V,, = Y% (on «pose» A= ).

On obtient ainsi: V, —= V ot V < U(o,1]).
n—-+oo D

\. J

9. Pour tout réel x supérieur ou égal & 1, on note a(x) le premier chiffre dans 1’écriture décimale de x.
C’est un entier de I'intervalle [1,9].
Par exemple, «(50) = 5 et «(213,43) = 2.
a) Pour tout k € [1,9], montrer I’équivalence :

a(z) =k < {log(z)} € [log(k),log(k +1)]

Démonstration.
Soit x > 1 et soit k € [[1,9].
e On procéde tout d’abord par équivalence.

{log(z)} € [log(k),log(k +1)[
& log(k) < {log(z)} < log(k+1)

In(k)
In(10)

In(k +1)
In(10)

< {log(z)} <

& In(k) < {log(z)} xIn(10) < In(k+1) (car In(10) > 0)

(car la fonction exp est

e ks e ({ Iog(m)} X ln(lO)) N strictement croissante sur R)

& k < exp(In(10lle@})) < k+1
& k< 10le@) < g4

& [10{1°g(x)}] =k (par définition de la partie entiére)

Vo > 1, Vk € [1,9], {log(z)} € [log(k),log(k+1)[ < [100le@}] =k
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\.

Commentaire

o Il est & noter que 'on part de la propriété de I’équivalence qui a la formulation la plus
complexe. C’est une maniére classique de procéder : on part du plus complexe pour aller
vers le plus simple. En partant dans ce sens, cette premiére partie de la démonstration ne
présente pas de difficulté majeure. Il s’agit simplement de remplacer la fonction log par
sa définition et de faire en sorte de simplifier les inégalités.

o L’énoncé ne détaille par les propriétés de la fonction log, qui n’est autre que la fonc-
tion logarithme en base 10. Cette fonction vérifie des propriétés similaires a la fonction
logarithme népérien (qui n’est autre que le logarithme en base e). On a notamment :

x la fonction log (logarithme en base 10) est strictement croissante et continue sur
10, +00]. Elle réalise une bijection de ]0, +o00[ sur | — 0o, +00[.
Sa bijection réciproque est la fonction x — 10%. En particulier :

y =10 < z =log(y)
Vy € 10,400, 10980 = g et Yy € | — 0o, +0o0[, log(10Y) =y

x pour tout (x,y) € 0,400 x ]0,+00[, on a :

log (:1: X y) = log(x) + log(y) et log <§> = log(x) — log(y)

o Il reste alors a démontrer : [10{log(’”)}] = afx).

x Tout d’abord, par définition : Yy € R, {y} =y — [y].
Pour y = log(), on obtient : {log(z)} = log(z) — [log(z)]. Ainsi :

10{log(x)} _ lolog(ﬂc)—[log(w)]
10los(z)
= 1plos(@)]
B X
T 10log(a)]
{log(@)} — T
10 10log()]

x Comme z > 1, il existe un unique entier r € N tel que :
10" < z < 107

(r renseigne sur l'ordre de grandeur de x : sir =0, x est de l'ordre des unités; sir =1, x
est de l'ordre des dizaines; si v =2, x est de 'ordre des centaines ... )

Cet entier r s’exprime aisément en fonction de z. En effet :

10" < z < 107+

(par stricte croissance de la

<
& 1 < log(z) < r+1 fonction log sur ]0,+00[)

& flog(x)] =r
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x Notons alors : f(z) =z — a(x) x 10".
(a(x) est le premier chiffre significatif; a(x) x 10" est l'ordre de grandeur; B(z) est le
nombre qui commence & partir du deuxieme chiffre significatif de x)

On a:
x = a(x) x 10" + p(x)
x B(x)
donc o0 — a(r) + 107
P . . B(=) A
Par définition : 5(z) € [0,10" donc : Tor € [0,1]. On en déduit :
alz) < a(z)+ 51(03;) < afr)+1
I
x
107

On en conclut : a(z) = [li(]?"} = [m]

En combinant tous les résultats précédents, on obtient, pour tout x > 1 et tout k € [1,9] :
{log(z)} € [log(k),log(k+1)[ <« [10lle@}] =k
x
| Toocr] =

& ofr)=k

Commentaire \

La démonstration a(x) = [10{1°g(“’")}] n’est pas réellement envisageable pour des éléves ayant
suivi une formation ECE. Elle nécessite un bagage arithmétique qui n’est pas celui des
éléves ayant suivi une Terminale ES. Il est vivement conseillé de laisser de coté cette partie
de la question. C’est 'une des derniéres questions du sujet. On peut donc penser que le
concepteur a pour but ici d’offrir un challenge aux meilleurs candidats. Il est fort probable
que le baréme d’une telle question soit peu précis et qu’on laisse le correcteur féliciter toute
tentative raisonnable de démonstration.

=

L

b) On note C) = a(Z A) la variable aléatoire prenant comme valeur le premier chiffre de Z).

1
Montrer, pour tout k € [[1,9] : )\lim+ P([C)=k]) = log (1 + k:)
—0

Cette loi limite obtenue pour le premier chiffre de Z) est appelée loi de Benford.

Démonstration.
Soit A > 0.

« On rappelle : Z,(©2) = [1, +o0o[. On en déduit :
CA(Q) = (2))(Q) = a(Z\(9))
= af[1,+o0)
= [1,9]

Et ainsi : C\(22) = [1,9].
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e Soit k € [[].,9]]

P([Crx=k]) = P
([log(k) < {log(2))} < log(k+1)]) ﬁ;ﬁ?ﬁiﬁf)wmn
—  P([log(k) < {X)} < log(k+1)])

= P([log(k) < Yy < log(k+1)])

d’apres la question 8.b
— P([log(k) < Y < logk+1)]) gvecpY<—>L({]([0 ) /
Enfin :

(car'Y est une
v.a.r. o densité)

P([log(k) < Y < log(k+1)]) = Fy(log(k+1))— Fy(log(k))

(car log(k + 1) € [0,1]

= log(k+ 1) — log(k) et log(k) € 10,1])

= log (k—ktl) = log (1 + i)

1
Finalement, on a bien : Vk € [1,9] : )\lir(r)1+ P([Cy =k]) = log <1 + >
—

k

44



