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Une question que se pose un joueur de cartes est de savoir combien de fois il est nécessaire de battre
les cartes pour que le mélange soit acceptable. Ce probléme décrit un procédé trés élémentaire pour
mélanger les cartes et propose de répondre alors & cette question.

Considérons un jeu de N cartes notées C1, ..., Cy et regroupées en un paquet. Un joueur bat les cartes
et repose le paquet sur la table. Une configuration du paquet de IV cartes est un état du paquet.

Par exemple, dans le cas d'un paquet de N = 4 cartes, (Cy, Co, C3, C4), (Ca, Cy, C1, C3),
(Cs, C1, Co, C4) sont trois configurations possibles. Dans le cas N = 4, on a 4! = 24 configura-
tions possibles qui correspondent a l'ensemble des permutations de {C1, Ca, C5, Cy}.

Notations et Rappel. On note Sy l'ensemble des configurations possibles pour ce paquet de N
cartes. On a alors : Card(Sy) = NI

On se place dans un espace probabilisé (€2, .27, P) avec Q = Sy, & = P(Sn) l'ensemble des parties de
Sy et P I'équiprobabilité sur Q. Pour toute variable aléatoire X on notera E(X) et V(X) l'espérance
et la variance de X lorsqu’elles existent.

On considére qu'une méthode de mélange est acceptable si :

x toutes les configurations peuvent étre obtenues avec cette méthode de mélange,
x chacune des configurations a la méme probabilité d’étre obtenue.

1
Ainsi la probabilité d’apparition de chaque configuration o de Sy est Nk c’est-a-~dire :

Vo € Sy, P({o}) = %

Vocabulaire et notations. Une carte située au sommet de la pile est dite en position n° 1, celle qui
se trouve immeédiatement en dessous est dite en position n° 2, etc. Ainsi une carte située en position n°
N désigne la carte située en bas de la pile. On prendra garde a bien distinguer la position d’une carte
dans le paquet du numéro qu’elle porte.

Partons d’un tas de cartes rangées dans la configuration initiale suivante : (Cq, Cy, ..., Cy)

(pour tout i élément de [1, N, la carte C; se trouve en position i).

Ainsi, a l'instant initial, la carte C7 se trouve sur le dessus du paquet alors que C se trouve tout en
dessous du paquet.

Pour k élément de [1, N, on appelle insertion a la place opération qui consiste & prendre la
carte située au-dessus du paquet et a l'insérer entre la k®™ et la (k 4 1) place. Une insertion & la
premiére place ne change pas I'ordre des cartes. Une insertion a la N®™€ place consiste a faire glisser
la carte située au-dessus du paquet pour la mettre sous le paquet.

Le battage par insertions du jeu de cartes consiste & effectuer une suite d’insertions aléatoires, en

kéme

choisissant, & chaque instant, au hasard uniformément dans {1,..., N} la place a laquelle I'insertion a
lieu, indépendamment des insertions précédentes.
Les instants successifs d’insertions seront notées 1, 2, ..., n, ..., I'instant initial est n = 0.

Notations. Nous notons :

x 11 le premier instant out la carte située sur le dessus du paquet est glissée en derniére position,
c’est-a-dire le premier instant ot la carte Cy se trouve remontée de la position N a N — 1,

x Th le premier instant ou la carte C'y se trouve remontée en position N — 2,

x et plus généralement, pour tout ¢ dans [1, N — 1], T; le premier instant ou la carte C atteint la
position N — i.

x on posera également Ay =Ty et Vi€ [2,N — 1], A; =T; — T;—1.

x on notera T = Tpxn_1 + 1.

x on définit enfin, pour tout j € N*, la variable aléatoire X; qui correspond a la place de I'insertion
effectuée a l'instant j.
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On admet que les conditions de ’expérience permettent de faire I'hypothése que les variables aléatoires

(Ai)ieq1,n—1] sont indépendantes.

Description d’un exemple. Dans le tableau ci-dessous, nous décrivons les résultats d’une expérience
faite sur un paquet de N = 4 cartes. La premiére ligne du tableau indique les instants n, la deuxiéme
ligne indique les positions d’insertions, et dans la derniére ligne figure la configuration du paquet a

I'instant n.
instant n | 0 1 2 3 4 ) 6 7
insertion en place k 3 2 4 1 3 4 2
Configuration position 1 | Cy Cy C3 Cy Cy Cy Cp (O
du pOSitiOH 2 02 03 CQ Cl Cl 04 02 04
paquet position 3 | (C3 Cy Cy Cy Cyp Cy (C35 (4
pOSitiOD 4 04 04 04 03 03 Cg 01 Cl

Pour cette experience, on a les resultats :
x Ti(w) =3, Th(w) =bet T3(w)=6¢et T(w) =17,
X Xl(w) = 3, Xg(w) = 2, Xg(w) = 4, X4(w) = 1, X5(w) = 3, X6(UJ) =4 et X7(w) = 2.

Partie 1 - Description et premiers résultats

1. Justifier : Vi € [2, N — 1], T; = A1 + Ag + - - - + A,
Que représente l'intervalle de temps A; ?

Démonstration.
D’aprés I'énoncé : Vk € [2, N — 1], Ty, — T—1 = Ay.
Soit ¢ € [2, N — 1]. En reconnaissant une somme télescopique :

] [

> (T —Ti—1) = X Ay
k=2 k=2
I
T, =T
Or T1 = A4, donc : A A
T = A+ Y A = 3 A
k=2 k=1

Vie[2,N—-1], Ti=A1+---+ A

Pour tout 7 € [1, N — 1], la v.a.r. A; = T; — T;—1 représente le nombre d’insertions

entre I'instant ou la carte C est en position N — (i — 1) et l'instant ou elle est en position NH i.

2. Loi de A;.
Déterminer pour tout entier n € N, P([A; > n]) et reconnaitre la loi de A;.

Démonstration.

o Soit n € N. L’événement [A; > n] est réalisé si et seulement si la carte Cy monte en position
N — 1 strictement aprés U'instant n, c’est-a-dire si aucune des insertions de 'instant 1 a I'instant

n ne s’effectue en position N. On en déduit :

[A1>n] = [X1 #N|N[Xe#N|N---N[X, # N]
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Comme les insertions sont indépendantes, les v.a.r. X1, ..., X, le sont aussi. Donc :

n

P81 > 1)) = P(ﬁ [XﬂéN]> = ITR(X, # )

1

De plus, la carte du dessus du paquet est toujours insérée uniformément sur les N positions

N-—-1
possibles. Donc : Vj € N*, P([X; # N]) =

Anst P([A > n]) = jﬁl(Nj\_rl) N (N]\;l)” - (1_;7)11
Vn € N, P([A1 > n]) = <1_Jif)n

x Tout d’abord : A(2) = N*.
En effet, l'insertion de la carte du dessus du paquet en position N peut se faire dés le 1°F
instant, ou aux instants suivants. Elle peut également ne jamais se produire.

1 n
x De plus, d’aprés ce qui précéde : Vn € N*, P([A; > n]) = (1 - N>

On en déduit : Ay —< G (Jif)

Commentaire \

o On rappelle pour X une v.a.r. telle que X < G (p), on a :

Yk e N*, P([X > k]) = (1 - p)F

« Dans cette question, on déduit directement la loi de A; & partir de :

x A1(Q) = N*
x Vn € N*, P([Al > n]) = <1 — ;)
plutot que de :
x A1(Q) = N*
1\t

En effet, la formulation de ’énoncé suggére que I'on peut conclure rapidement.

o Il est cependant indispensable de savoir déterminer les réels P([A; = n]) & partir
des réels P([A1 > n]). On rappelle la marche a suivre.
Soit n > 1. On a I'égalité entre événements suivante :

A .
Ay >n—1] = [A>n] (car By est a
valeurs entiéres)

= [Ar=n]U[A; > 7]

Les événements [A; = n] et [A; > n] sont incompatibles. Donc :

B(A =n)) = B(A;>n—1]) - P(A; > n))

) 0
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3. Soit i € [2, N — 1]. Loi de A;.

a) Etablir que pour tout entier n € N, on a : P([A; > n))

N —i\" . .
N . En déduire que A; suit

une loi usuelle que I'on précisera.

Démonstration.

e Soit n € N.
L’événement [A; > n| est réalisé si et seulement si la carte Cy passe de la position N — i + 1
en position N — ¢ en strictement plus de n insertions, c’est-a-dire si aucune des insertions de
I'instant 1 & I'instant n ne s’effectue en une position comprise entre N — i+ 1 et V.
Soit k € N*. On en déduit :

[Ti—l = k] N [Al > n]
= [Ti_l:k]m[Xk+1 ¢ [[N_i+17Nﬂ]m[Xk+2¢ [[N_Z‘+17Nﬂ]ﬂ"'m[Xk+n¢ [[N_Z‘"i_l?N]]]
= [Tica =k N [Xps1 € [1L,N —d]] N [Xiy2 € [LLN —i]] N N [Xppi € [1, N — ]

La famille ([T;—1 = k])gen+ est un systéme complet d’événements, car la v.a.r. T;_1 est a valeurs
entieres non nulles.
Par formule des probabilités totales :

P([A; > n])

_ :f; ([T, = k] N [A; > n))

_ ]};‘;P(m_lzkm( A [Xjew—im))

j=k+1

" (par indépendance de [T;—1 = k| et
[X; € [[LNZ']]]))

+o0
= k§1 P(Ti-1 = k) P ((J:QH N [X;€[1,N—i])

j=k+1

j=k+1

+oo
Comme ([T;—1 = k])ken+ est un systéme complet d’événements : Y P([T;—1 = k|) = 1.
k=1

De plus, les v.a.r. Xy, ..., X, sont indépendantes. Donc :

[ € [[LN—Z']H) = [ B(X; e [N - i])

B((A; > n)) = P(ﬁ

La carte du dessus du paquet est insérée uniformément sur les N positions possibles. Donc :

Vi € N* P([X; € [L,N —4]]) = NA;Z.

P[4 > ) = Jli(NA?i) - (%) = (%)

VneN, P([A; > n)) = <1 - )n

Ainsi :
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Commentaire \

Détaillons la justification de Ulindépendance des événements [T;_1 =k] et
n

N X, e[1,N—1.
j=k+1
« D’une part, 'événement [T;_; = k| est réalisé si et seulement si la carte Cy atteint
la position N — ¢+ 1 a l'instant k. Cet événement dépend donc uniquement des
k premiéres insertions. Il peut s’exprimer en fonction d’événements ne faisant

intervenir que les v.a.r. Xq, ..., Xg.

n
« D’autre part, 'expression de I'’événement (| [X; € [1, N — i]] ne fait intervenir
j=h+1
que les via.r. Xgi1, .oy Xptn.
Or la suite (X;)jen+ est une suite de v.a.r. mutuellement indépendantes (car les
insertions le sont).

Ainsi, d’aprés le lemme des coalitions, les événements [T;_1 =k] et
n

(  [X; €[1,N —i]] sont bien indépendants.
j=k+1

\. J

e Loi de A;.
x Tout d’abord : A;(2) = N*.
En effet, la montée de la carte Cy de la position N —i+1 a la position N —¢ peut s’effectuer
dés la 1° insertion, ou aux insertions suivantes. Elle peut également ne jamais se produire.

NE D
x De plus, d’apreés ce qui précede : Vn € N*, P([A; > n]) = (1 - ]i7>

N

On en déduit : A; — G <Z>

O
N N —i
b) En déduire E(A;) = —, et V(A;) = N —5 .
i i
Démonstration. N
Comme A; — G ]\72>, on en déduit que la v.a.r. A; admet une variance (et donc une
espérance). De plus :
1 N
E(A) = — = —
& )
Enfin : N
1-—% 7 N —i
= i
(%) Nz
N N —1
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4. Loi de Ts. Soit n > 2.
a) Démontrer : P([Ty =nl]) = > P([As =n —k]) P([A1 = k]).
Démonstration.
« Tout d’abord, d’apres la question 1. : Th = A1 + As. Donc :
[ngn] = [A1+A2:n]

« De plus, la famille ([A; = k])ken+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([A1 4+ Ay =n]) = :;ij([m = K] N[AL + Ay = n))
_ EP([AI:k]O[k+A2:n])
= SR =) (a0 A
- :;”1 P([A1 = k]) P25 = n — k])
n—k e As(Q)

(car sin —k ¢ Ag(Q)
alors [Ag =n— k] = @)

- k; P([Ar = k) P([Ay =n — K))

La derniére ligne est obtenue en constatant :

n—k e Ay(2) =N~ 1<n—k E<n-1
& 2N & {1<k<n—1
k>1 1<k 1<k
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n=l /1—1/N\* 1 1—1/N\"*
b) Justifier : ——— ) =N(1-— —_— —-1].
pawier: & (1375) = (- 5) (53
Démonstration.
1\* 1_ 1
La suite N est une suite géométrique de raison N £ 1. Donc :
1— 2 1— 2
N keN N
k 1-%\""!
5 (4) - 3 )
2 - 2 1
=1 \1-x - 1-7%
N
1—L n—1
-4 ()
1 N 1_%_(1_%)
=%
1L n—1
< 1)1—(1 )
11— 1
N N
-1
1 -4\
N<1)< g) —1
N 1-%5
k n—1
n—1 1._4L 1 ]>_4L
3 i :N<1—) N —1
= \1- % N 1-2

¢) En déduire que 'on a : P([Tx = n

Démonstration.

I
=1
~~
7 N
—_
|
=z =
N——
3
L
|
7N\
|
S
N———
3
L
N——
|

Reprenons le calcul de la question 4.a).

P([T = n])

5 P = ) P(A2 =0 - K)

Eeyety e
B N N\ N N P
A N A2%9<N>)
2 (=R (14
e T =R
2 ( _“g)n—l 1 1 n—1 7 \
- NZ 1 NN x N |1 N (1 % —1 (d’apres 4.b))
2 1 n—1 2 n—1
N<<1‘N> (%) )
) 1 n—1 9 n—1
o))
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5. A DI'instant T5, la carte Cy est située en position N — 2 et deux cartes se trouvent sous elle qui ont
été insérées aux instants 17 et T5.
On admettra sans démonstration que X7, est une variable aléatoire. La v.a.r. X7, correspond a
la place de I'insertion a l'instant aléatoire T5. En d’autres termes, X, est la place de I'insertion a
I'instant ou la carte C passe de la position N — 1 & la position N — 2.

a) Déterminer X, ()7

Démonstration.

Pour que la carte Cy passe de la position N —1 & la position N —2, il faut effectuer une insertion
a la position N —1 ou a la position N. Or X7, correspond & la position de 'insertion au moment
précis ou la carte Cy passe de N —1 a4 N — 2.

On en déduit : X7,(Q2) = {N —1,N}.

O

b) A quelles conditions nécessaires et suffisantes 'événement [X7, = N|N[X7, = N] est-il réalisé ?
Méme question pour I'événement [X7, = N| N [Xp, = N —1].

Démonstration.
Soit w € Q.

o w réalise 'événement [ X7, = N| N [X7, = N] si et seulement si :

x & linstant 77 (w), la carte du dessus du paquet est insérée en position N.
On peut d’ailleurs noter que, par définition de Ty (le premier instant ot Cy passe de la
position N a la position N — 1), Uinsertion a l'instant T1(w) se fait toujours en position N
(seule position de l'insertion qui permet de faire monter Cn de la position N ¢ N —1).

x a l'instant Th(w), la carte du dessus du paquet est insérée en position N.
« De méme, w réalise I'événement [ X7, = N] N [X7p, = N — 1] si et seulement si :

x & linstant T3 (w), la carte du dessus du paquet est insérée en position N (c’est de toute
fagon la seule insertion possible a l'instant 77 (w) comme expliqué précédemment),

x & linstant Th(w), la carte du dessus du paquet est insérée en position N — 1.

¢) En déduire la valeur de P([ X7, = N| N [Xp, = N]) et P([ X7, = NN [Xp, =N —1]).

Démonstration.

« D’aprés la question 5.a), ma famille ([ X7, = N — 1], [X7, = N]) forme un systéme complet
d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

IP)([*XT1 = N]) = P([XTI = N] N [XTQ =N — 1]) +IP)([XT1 = N] a [XTz = N])

e De plus, comme expliqué en question précédente : pour tout w € €2, la seule insertion possible
a linstant 77 (w) est en position N. Autrement dit : Vw € , w € [ X7, = NJ]. Donc :

(X7, =N] = Q
Ainsi :
P((Xr, =N]) = P(Xp =N]N[Xp, =N-1]) + P([Xp, =N]n[Xp, =N])

1= P(Q2) P([X7, = N —1]) P([X1, = NJ)
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o Enfin, comme la carte du dessus est insérée uniformément sur ’ensemble des positions pos-

sibles, on a :
P([ X, = N —1]) = P([Xg, = N])

« On obtient :
1 = P([Xp, = N|+P([Xr, = N|) = 2P([Xp, = N])

1
Finalement : P([ X, = N|N[Xp, =N —1]) = 5

et P([XleN]ﬁ[XTQZN]):i. -

6. A Dlinstant T3, la carte Cy est située en position N — 3 et trois cartes, insérées aux instants 17, Th
et T3, se trouvent sous elle. On admettra sans démonstration que X, est une v.a.r. .

a) Déterminer X7, ().

Démonstration.

Pour que la carte C'y passe de la position N —2 & la position N — 3, il faut effectuer une insertion
a la position N —2, N —1 ou N. Or Xp, correspond a la position de I'insertion au moment
précis ou la carte Cy passe de N —2 a N — 3.

On en déduit : X7, (2) ={N —2,N —1,N}.

b) Avec le méme raisonnement qu’en question 5., déterminer :
P([X7, = N|N[X7, = N|N[X7y = N]) et P([X, = NN [Xg, = N[N [X7, = N —1])

Démonstration.
« Rappelons tout d’abord : [X7, = N| = Q. Donc :

[XleN]m[XTzzN]m[XTszN] = [XT2:N]Q[XT3:N]
[XTl:N]O[XTQZN]Q[XTSZN_H = [XTQZN]Q[XngN_l]
[XleN]m[XB:N]Q[XT3:N_2] = [XT2:N]Q[XT3:N_2]

o La famille ([X7, = N —2],[ X, = N —1],[Xp, = N]) forme un systéme complet d’événe-
ments. Ainsi, par formule des probabilités totales :

% = P([Xp, =N]) = P([Xp, = N = 2|N[Xy, = N])

+ P([XT3 :N_l]m[XTz :ND
+ IP([XTJ = N] N [XTQ - N])
Or les insertions s’effectuent de maniére uniforme, donc :
P((Xr, = N — 2[Xr, = N)) = B((Xz, = N — 1]N[Xz, = N]) = P([Xr, = N]N[Xz, = N])

On obtient alors : )
5 = 3P(Xg, = N]N [Xr, = N)

1
Finalement : P([X7, = N|N [X7, = N]N[Xp, = N]) = G

et P([X7, = N] N [Xz, = N A [Xz, = N —1]) = é
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7. Justifier la phrase suivante :
« A partir de I'instant T, toutes les configurations du jeu de cartes sont équiprobables. »

On retiendra que si on arréte le battage des cartes par insertion evactement a linstant T', on a un
paquet convenablement mélangé. Cependant le temps T étant aléatoire, il n’est pas possible d’arréter
de battre les cartes a cet instant précis, a moins de marquer la carte Cn bien sir!

Démonstration.

« D’apreés la question 5.¢), la v.a.r. X, suit la loi uniforme sur {IV —1, N}.
Donc, a l'instant 75, la carte C est en position N — 2 et la configuration des cartes sous elle
(positions N — 1 et N) est uniforme.

o D’apres la question 6.b) et la formule des probabilités totales appliquée sur le systéme complet
d’événements associ¢ a Xp, (i.e. la famille (X7, = N — 1], [X7, = NJ)), la v.a.r. Xpy suit la loi
uniforme sur {N —2, N — 1, N}.

Donc, a l'instant T3, la carte Cy est en position N — 3 et la configuration des cartes sous elle
(positions N — 2, N — 1 et N) est uniforme.

« On démontrerait de méme par récurrence que la v.a.r. Xp, suit la loi uniforme sur [N—j+1,N]J.
Donc, a I'instant 7}, la carte Cy est en position N — j et la configuration des cartes sous elle
(positions N — j + 1, ..., N) est uniforme.

o Ainsi, la v.a.r. Xp,_, suit la loi uniforme sur [2, NJ.
Donc, a linstant Txh_1, la carte Cn est en position 1 et la configuration des cartes sous elle
(positions 2, ..., N) est uniforme.

« A l'instant T, on prend la carte du dessus, c¢’est-a-dire Cly, et on la place au hasard dans le paquet.
Il est donc légitime de penser qu’alors toutes les configurations du jeu sont équiprobables.

A partir de l'instant T, toutes les configurations du jeu de cartes sont équiprobables.

Commentaire \

Détaillons I'obtention du résultat X, — U([N — 2, N]).
« Tout d’abord, d’apreés la question 6.a) : X1,(Q2) = [N — 2, NJ.
. Soit k € [N — 2, N].
La famille ([Xp, = N — 1], [Xp, = N]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(( X1, = k) = P([Xy, = N —1]N[Xgy = k]) + P([ X5, = N] 0 [X7y = £])

1 N 1 (d’apres la
6 6 question 6.b)
Finalement, on a bien : X7, — U([N — 2, N]). -

10
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Partie 2 - Estimation du nombre d’insertions pour bien mélanger les
cartes

Notations : on introduit les suites (Hy)p>1 et (un)nen+ définies par :

n

1
VYn>1, H,=>, - et wu,=H,—In(n)

=1k
8. Espérance et variance de T’
N1
Justifier : E(T) = N Hy et V(T) = N? (Z ](IQ) — N Hy.
k=1
Démonstration.
« Tout d’abord :
T = Tn-_1+1 (par définition)
N1 (d’apres la
N g:l Ait1 question 1.

Or, d’apres les questions 2. et 8.a), pour tout i € [1, N —1], A; = G <]i7) Ces v.a.r. admettent

donc une variance (donc une espérance).

On en déduit que la v.a.r. 7" admet une variance (donc une espérance)
en tant que somme de v.a.r. qui en admettent une.

Commentaire

On notera que l'égalité « T'= Tx_1 + 1 » est une égalité entre vairables aléatoires. La
notation « 1 » désigne donc la variable aléatoire constante égale a 1.

« On obtient :
N-1
E(T) = E ( A; + 1)

N1 linéarité d
_ E(A;) +1 l({oar linéarité de
= espérance)
=N 1 (d’apres les
=] questions 2. et 3.b))
N-11 N
- N N
7 + N

N—ll 1
= N — —
(g ﬁN)
N1
= NY - = NHy
=11
E(T) = N Hy

11
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« Enfin :
N-1
V(T) = V(Z AZ+1>
=1
N—-1
=V ( > AZ) (par propriété de la variance)
i=1
B N-1 V(A (car les v.a.r. Ay, ..., An_1
A ! sont indépendantes)
N-1
= V(A)+ X V(A
=2
Or : L
1-= N -1 N -1
A — N _ N2 - - N =
=Gy N 1

Ainsi, d’aprés la question 38.b) :

Y(I) = N N
) ERRP
N-—1 N 7 N-11 N-11
= > N—— =N*Y =—-N Y -
i=1 i=1 i=1 1
Or :
N o1 N o1 N1
N?*Y -—-NHy = N>y -=—-NY -
i=1? =11 i=11
9 N-11 9 N-11
= N =+ N2~~~ — N - — yi/
et N L Yy
9 Nil 1 Nz—l 1
= N - —N -
i=1 22 i=1 ?
= V(T)
N1
V(T) = N? > - — NHy
i=11? OJ
9. Etude de la suite (u,)
1 k+1 1 1
a) Montrer, pour tout entier £ > 1 : Pl < /k n dt < T
Démonstration.
Soit k > 1.
Comme E < t < k+1
1 1 (par décroissance de la
alors - > - > — ) 1
t E+1 fonction t — 7 sur 10, +00])

12
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1
« La fonction ¢ — n est continue sur le segment [k, k + 1].

k+1
On en déduit que I'intégrale / n dt est bien définie.
k

De plus, par croissance de 'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (kK < k+1) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ 4t < / Sdt < / Zdt
L Etl .1 .k

1 1
kel k k1o k) L
k+1-F %D (k+1-k)g
k+1
\7!<:>1,1</ Lact
T A k .

b) En déduire successivement :
(i) la décroissance de la suite (uy,),

(i) l'encadrement : ¥n € N*, In(n 4+ 1) < H,, < In(n) + 1.
Démonstration.
(i) Soit n € N*.
Upt1 — U, = Hppp—In(n+1)— (Hn — ln(n)>

1
= —In(n+ 1) + In(n)

Appliquons la partie gauche de I’encadrement de la question précédente pour k =n :

1 n+1 1
< / Lat
n+1 n t

[n(th |7 = n(n+1) —In(n)

On en déduit :

1
un+1—un = m—ln(n+l)+ln(n) § O

La suite (up)nen+ est done décroissante.

(it) Soit n € N*.
Reprenons 'encadrement de la question précédente.
x On obtient, par sommation des inégalités de gauche pour k variant de 1 an —1 :

n—1 1 n 1d
—— < Z dt

H-1= % () = In(n) - AT

n

El

En ajoutant 1 de part et d’autre de I'inégalité : H,, < In(n) + 1.

13
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x Par sommation des inégalités de droite pour k variant de 1 a n :
n+1 1 n o1

—dt < —

/1 t < X k

In(n + 1) — In() H,

Ainsi : In(n + 1) < H,. [
¢) Déduire de ce qui préceéde que la suite (u,) est convergente et que sa limite, notée v appartient
a [0,1].
Démonstration.

o Soit n € N*. d’apres la question précédente :
In(n+1) < H,

Donc :
In(n+1) —In(n) < H,—In(n)

WV I
0 Up,

(Vinégalité In(n + 1) — In(n) > 0 est obtenue par croissance de la fonction In sur ]0, +o00[)

On en déduit que la suite (uy,) est minorée par 0.

« La suite (u,) est donc :
x décroissante (d’aprés la question précédente),

x minorée par 0.

On en déduit que la suite (u,) converge vers un réel v vérifiant v > 0.

o Montrons enfin : v < 1.
Soit n € N*. Toujours d’aprés la question précédente :

H, < In(n)+1

On en déduit : u, = Hy, —In(n) < 1.

Par passage a la limite : v < 1.

10. a) Etablir : E(T) ~ N In(N)et E(T)=NIn(N)+N~y+ o (N).

N—+oo N —+oo

Démonstration.

o Soit n > 2. D’aprés la question 9.b) :
In(n+1) < H, < In(n)+1
Donc, comme In(n) >0 :

In(n+1) H, 1
In(n) S In(n)

14
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Or :
X hHl kﬂﬁ;t})

= 1. En effet :
n—+oo n(n)

In(n+1) _ In(n(1+ 1)) _ In(n) +In (14 1) _ 14
In(n) In(n) In(n) In(n)

=1

. ngrfoo 1+ In(n)

=1.

H
Par théoréme d’encadrement : lim n
n—+oo In(n)

On en déduit : H, ~ In(n). Donc E(T)=NHy ~ N In(N).

n——+oo N—+oc0

e On a les équivalences suivantes :

E(T)=NIn(N)+Nvy+ o (N) & NHy=NIN)+Ny+ o (N)

N—+oo N—+o0

< N(Hy—-In(N)—~)= o (N)

X (Hy —In(N) —9)

li =0
< <NJ£E&D N

li Hy —In(N) =
= i, =i =7
& lim uy =7

N—+o0
Cette derniére égalité est vérifiée d’aprés la question 9.c¢).
Ainsi : E(T) =N In(N)+ Ny+ o (N).
N—+o0 D

V(T)

b) Quelle est la nature de la suite (]\72> ?
NeN*

(on prendra garde au fait que V(7') dépend de N).
Justifier qu’il existe une constante «, strictement positive, telle que :

V(T) ~ aN? et V(T)<aN?

N—+o00
Démonstration.
o Tout d’abord :
V(T) B JZV: 1 Hy
N2 Zk? N

Or :
n
x La suite (Z k:2) est la suite des sommes partielle de la série de Riemann d’exposant
k=1 neN*
2 (avec 2 > 1). Donc elle converge.

H In(N
x De plus, d’aprés la question précédente : WN ~ n(V)

N—+o0 N N—+oo

V(T
On en déduit que la suite ((2)> est convergente.
NeN*

15
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o D’aprés le point précédent :
) V(T) Tt 1
lim
N—+o0 N2 k=1 k2
Tt 1 V(T
On note alors : a = kz::I =k Ainsi : Nl_lg_loo 04(N2> =1
On en déduit : V(T) ~ a N2
N—+oo
H
o Ensuite, on sait : TN > 0. Donc :
N 1 Hy N1 T 1
ek — < = =
e N S e S b
I
v(T)
N2
Ainsi, comme N2 > 0 : V(T) < a N2. -

11. Ecart a la moyenne

On admet l'inégalité de Bienaymé-Chebychev valable pour une variable aléatoire X admettant une
espérance et une variance :

V(X)

Ve >0, P([|X —E(X)| > ¢]) < —5

€

Soit N fixé et une constante c strictement plus grande que 1.

a) Justifier : Vw € Q, |[T(w) — N In(N)| < |T'(w) —E(T)| + N.
Comparer par une inclusion les événements suivants :

T — N In(N)|>cN] et [|T—E(T)| > N(c—1)

Démonstration.
e Soit w € Q.
|T(w) — N In(N)| = |T(w)—E(T)+E(T)— N In(N)]
par inégalité
< [Tw) — B+ [B(T) - Nt (e o )
e De plus :

|E(T) — N In(N)] = |[NHy — N In(N)| = N|Hxy —In(N)|
Or, d’apres la question 9.b) (%) : 0 < Hy — In(N) < 1. Ainsi :

IT(w) — N In(N)| < |T(w)—E(T)|+N x 1

Vw € Q, [T(w) — N In(N)| < |T(w) — E(T)| + N

16
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e Montrons [|[T'— N In(N)| > ¢N] C [|[T-E(T)| > N (c—1)].
Soit w € Q.
Supposons w € [|T"— N In(N)| > ¢ N}, autrement dit : |T'(w) — N In(N)| > ¢ N.
D’apreés le point précédent :

¢cN < |T(w)— N In(N)|
< |T(w) - E(T)| + N

On obtient : |T'(w) —E(T)] =2 ¢N—N =N (c—1).
Autrement dit : w € [|[T —E(T)| > N (¢ — 1)].

D'ou: [|[T— N In(N)|>c¢N] C [|[T-E(T) >N (c—1)]. -
b) Démontrer :
«
— > <
P([|T — N In(N)| > ¢N]) < e
ol « a été définie a la question 10b.
Le nombre N étant fixé, que vaut Ein P([|T — N In(N)| > ¢N])?
Démonstration.
« Tout d’abord :
comme [T — N In(N)| > ¢N] C [T —E(T)| > N (c—1)]
alors P([|T— N In(N)| >¢N]) < P([|[T—E(T)| >N (c—1)])
Ainsi :
P([IT ~ N In(N)| > eN]) < B([|IT ~E(T)| > N (e~ 1)])
o V(T) (d’apres Uinégalité de
= (N (c— 1))2 Bienaymé-Chebychev)
a 7 o
= d’aprés 10.b
(e 1) -1 (d’apres )
&)
(I7 =N ()| > eN]) <
e On a donc : o
T — N In(N)| > ¢N]) <
0 < BT =N n(N)| > eN)) < =
Or:
x lim 0= 0,
c—+00
@
< i =
c—%I-Poo (C — 1)2 0
Par théoréme d’encadrement : lgrn P([|T— N In(N)| > ¢N]) = 0.
O
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12. Démontrer aussi, pour tout € > 0 :

lim P([|T—N In(N)|>eN In(N)]) =0
N—+o00
On peut traduire ces résultats en disant que l’événement : « T s’écarte de N1In(N) de maniére
significative » est un événement asymptotiquement rare.
Pour information, pour un paquet de 32 cartes, on donne 32 In(32) ~ 110 et pour un paquet de 52
cartes, 52 In(52) ~ 205.

Démonstration.

o D’apreés la question 11.b) :

Ve>1, 0 < P([IT-NIn(N)|>cN]) < 12

« On souhaite donc appliquer cet encadrement avec ¢ = ¢ In(N).
On commence alors par vérifier € In(N) > 1.
1

eln(N)>1 < In(N)> z

1 (par stricte croissance de
& N >e: :
la fonction exp sur R)

e« On en déduit :

(07

VN >es, 0 < P([|T—N (V)| >eNm(N)]) < (eIn(N) —1)?

Or:

X lim 0= O,
N—+oc0
(0%
lim — %
* Nso (¢ In(V) — 1)2

Par théoréme d’encadrement : N]iI_IFl P([|T— N In(N)| > e N In(N)]) = 0.
—+400

13. Simulation informatique. Dans cette question on considére un jeu de N = 32 cartes.
MODELISATION : le paquet de 32 cartes est représenté par un vecteur Jeu rempli initialement
des entiers 1 & 32. La carte sur le dessus du paquet se trouve en premiére coordonnée du vecteur,
celle en dessous se trouve en derniére coordonnée.

De maniére générale, Jeu(i) désigne la carte (représentée par son numéro) qui se trouve en §°™°
position dans le paquet. Par exemple, si Jeu(i) contient 10 c’est que la carte Cqg est en position 3.
Initialement, Jeu est rempli de telle sorte que Jeu(i) = i pour tout i dans [1, N].

a) Ecrire la commande Scilab permettant de définir le vecteur correspondant a la configuration
initiale du paquet de cartes.

Démonstration.
Initialement, les cartes sont rangées dans l'ordre : du numéro 1 & 32.

Le vecteur correspondant & la configuration initiale du paquet de cartes est donc : 1:32.

18
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b) Compléter la fonction Insertion qui simule une opération d’insertion. Elle prend en paramétre
un vecteur qui donne la configuration du jeu avant insertion et renvoie un vecteur qui contient
la configuration du jeu aprés insertion.

On rappelle que la fonction grand(1, 1, 'uin', 1, 32) permet de tirer un nombre entier au
hasard dans l'intervalle [1, 32].

function J = Insertion(Jeu)
k= ............ // position ol on va insérer la carte du dessus
J = Jeu
cartedessus = Jeu(1)
if k > 1 then
for i = 1:(k-1)
J@) = oo
end
J&k) = ..ol
end

[0 joo 1IN o lov e jw o=

S

endfunction

=
—

Démonstration.

« La position ot l'on insére la carte du dessus du paquet est uniforme sur les 32 positions
possibles. On stocke cette valeur dans une variable k avec la commande suivante :

2 k = grand(1, 1, 'uin', 1, 32)

« La configuration initiale du paquet est stockée dans le paramétre Jeu. On initialise donc la
variable J de la fagon ci-dessous :

3 J = Jeu

e On stocke ensuite dans la variable cartedessus le numéro de la carte du desus du paquet
(oh surprise...), puisqu’il s’agit de la carte qui va étre insérée dans le paquet. Le numéro de la
premiére carte du paquet est stocké dans la premiére coordonnée du vecteur Jeu.

4 cartedessus = Jeu(1)

o Deux cas se présentent alors.

x 31k = 1, c’est-a-dire si l'insertion s’effectue en position 1, alors la configuration du paquet

reste identique. On ne modifie donc pas le vecteur J.

x Si k > 1, c’est-a-dire si 'insertion s’effectue en position k, on code cette condition par la

structure conditionnelle suivante :

5 if k > 1 then

On souhaite alors :

1) remonter les cartes des positions 2 & £ — 1 d’un rang, c’est-a-dire : & la position 7, on
affecte la carte qui était en position ¢ + 1.

for i = 1:(k-1)
J(@) = J(@E+D
end

o 1N o

2) positionner la carte du dessus en position k.

9 J(k) = cartedessus
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Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse & cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab
démontre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement
d’obtenir la majorité des points alloués a cette question.
On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

¢) Que fait la fonction Simu suivante ?

Démonstration.

o Début du programme

jov s o e

e o N o

function T = Simu()

Jeu = 1:32

n=20

while Jeu(1l) <> 32
Jeu = Insertion(Jeu)
n=n+1

end

T =n+1

endfunction

On commence par initialiser un vecteur Jeu et la variable n :

x le vecteur Jeu du vecteur correspondant & la configuration initiale du paquet de cartes :

elles sont rangées de C7 a Clo,

x la variable n correspond au numéro de l'insertion. On démarre & I'instant 0 : aucun insertion

n’a encore été effectuée.

Structure itérative

Jeu = 1:32
n=20

SN

Les lignes 4 & 7 suivantes consistent a effectuer une succession d’insertions jusqu’a ce que la
carte Cy atteigne le dessus du paquet, c’est-a-dire jusqu’a la premiére carte du paquet soit
C3o. Autrement dit, on fait cette succession d’insertions tant que la premiére carte du paquet
n’est pas C3y. Pour cela on met en place une structure itérative (boucle while).

4

while Jeu(l) <> 32

On effectue ensuite les insertions. Pour cela, on utilise la fonction Insertion définie en question

précédente.

5

Jeu = Insertion(Jeu)

On met ensuite & jour la variable n en conséquence : on ajoute 1 pour signaler qu’une nouvelle

insertion a eu lieu.

[
B
I
B
+
[y
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e Fin du programme
A Tissue de cette boucle while, la variable n contient le nombre d’insertions nécessaires pour
que la carte C3y soit en position 1, c’est-a-dire la variable n contient une réalisation de la
variable aléatoire Thn_1.
On effectue ensuite la commande :

8 T =n+1

La variable T contient donc une réalisation de la v.a.r. Ty_1 + 1, c’est-a-dire de la v.a.r. T

La fonction Simu renvoie une réalisation de la v.a.r. T

O

d) Ecrire en Scilab le programme principal permettant de calculer et d’afficher la moyenne des
valeurs prises par la variable aléatoire T" sur 100 expériences.

Démonstration.
1 S = zeros(1,100)
2 for i = 1:100
3 S(i) = Simu()
4 end
5 Moyenne_resultats = mean(S)
¢ disp(Moyenne_resultats)

Détaillons ’obtention de ce programme.

Pour effectuer la moyenne des valeurs prises par la v.a.r. T sur 100 expériences, il faut commencer
par obtenir 100 réalisation de cette v.a.r. .

Or le programme Simu de la question précédente fournit justement une réalisation de la v.a.r. T
a chaque exécution. On procéde donc comme suit :

1) On initialise un vecteur S & 100 coordonnées qui contiendra les 100 réalisation de la v.a.r. T

S = zeros(1,100)

=

2) On met ensuite en place une structure itérative (boucle for) pour remplir chaque coordonnée
du vecteur S par une réalisation de la v.a.r. T'. Pour cela, on utilise donc la fonction Simu de
la question précédente.

for i = 1:100
S(i) = Simu()
end

s v

3) On calcule ensuite la moyenne de ces 100 réalisations, que l'on stocke dans la variable
Moyenne_resultats. Puis on affiche cette valeur.

Moyenne_resultats = mean(S)
disp(Moyenne_resultats)

o o

21



ECE2 Mathématiques

Partie 3 - Distance variationnelle a la loi uniforme

Notations :

« On note 7 I’équiprobabilité sur Sy, c’est-a-dire 'application de P(Sy) dans [0, 1] telle que :

_ Card(A)

VA C Sy, 7T(A) N

1
; en particulier : Vo € Sy, w({o}) = N
« On note également u, 'application probabilité définie sur Sy comme suit :
pour chaque configuration o de Sy, un({c}) désigne la probabilité qu’a l'instant n le tas de cartes
se trouve dans la configuration o.
On a alors pour pour toute partie A de Sy : pn(A) = > pun({o}).
oc€eA

On peut mesurer la qualité du mélange a un instant donné n en estimant I’écart entre p, et 7. Une
distance d entre ces probabilités est définie de la maniére suivante :

d(pin, m) = max  (|un(A) —7(A)])

ACSN

Commentaire

On peut noter que ce maximum existe bien puisqu’on considére le maximum sur A C Sy,
c’est-a-dire sur ’ensemble des parties de Sy, qui est un ensemble de cardinal fini.

14. Soient A une partie de Sy, n € N* et E,, 'événement : « & 'instant n le paquet de cartes se trouve
dans une configuration qui appartient a la partie A ».
a) Expliquer, en utilisant la question 7, I'égalité suivante : Pr<p,)(En) = m(4).
En déduire : P(E, N [T < n]) = 7(A)P([T" < n)).

Démonstration.

« D’aprés la question 7., & partir de 'instant 7", toutes les configurations sont équiprobables.
Ainsi, si 'événement [T < n] est réalisé, alors, & l'instant n, on est certain que toutes les
configurations sont équiprobables. On en déduit :

Card(A
Piren)(En) = N'() = 7(A)

Piran)(Ba) = 7(A)

« Par formule des probabilités composées :

P(E, N [T <nl) = P(T < n]) Pren(En) = P(T < nl)m(A)

O
b) Etablir : P(E, N [T > n]) < P([T > n]).
Démonstration. Comme  E,n[Tonl ¢ [Ton
alors P(E,N[T>n]) < P([T>n])
P(E, N [T >n]) <P(T > n)) -
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¢) Montrer :
1n(A) < (A) + B((T > n))

Démonstration.

« Par définition de py, un(A) est la probabilité qu’a U'instant n, le tas de cartes soit dans une
configuration qui appartient a la partie A. Autrement dit :

Hn (A) = P(En)

o La famille ([T" < n], [T > n]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(E,) = P(E,N[T<n])+PB(E,N[T>n])

T(A)P([T < n]) +P(E, N [T > n]) (d’apres 14.a))

< w(A)P([T < n)) +P(T > n]) (d’apres 14.b))
< 7w(A)+P(T > n)) (car P([T <n])<1)
pn(A) < 7(A) +P([T > n)) .
15. Soit A une partie de Sy et n € N*. On note A I’événement contraire de A.
a) Exprimer p, (A) — 7 (A) en fonction de p,(A) — w(A).
Démonstration.
tn et ™ sont des probabilités. Donc :
pn(A) =m(A) = (1= pa(A) = (1= 7(4)) = 7(A) — pn(A)
pn(A) = m(A) = 7(A) — pn(A) B
b) Déduire des questions précédentes la majoration :
|n(A) = w(A)| < P([T > n])
Démonstration.
« Tout d’abord, d’apreés la question 14.¢) :
tn(A) —m(A) < P([T > n))
« On applique ensuite le méme résultat avec A :
u(A) - w(A) < P(T > n)
donc m(A) — pn(A) < P([T > n]) (d’apres 15.a))
d’ot pn(A) —w(A) = —P([T > n])
o Finalement :
—P(T">n]) < pa(A) —n(4) < P([T > n])
Ainsi : |un(A) — m(A)| < P([T > n)). .
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16. Montrer que Vn € N*, 0 < d(pn, m) < P([T > n]). Déterminer la limite lir_~r_1 A (i, ).
n—-+0oo

Démonstration.

o Soit n € N*.
Comme l'ensemble des événements A vérifiant A C Sy est de cardinal fini (car P(Sy) est de
cardinal fini), il existe Ay C Sy tel que :

Apnm) = . (fm(4) = 7(A)]) = |pon(Ao) ~ 7(Ao)
CSn
o Or, d’apres la question précédente :
VA C Sn, 0 < |in(A) — 7(A)] < B(T > n))

En appliquant cet encadrement & I’événement Ag (puisqu’il est vérifié pour tout événement
A C Sy), on obtient :
0 < |pn(Ao) — m(Ao)| < P([T > n])

On en déduit : Vn € N*, 0 < d(pp, 7) < P([T > n]).

o Soit n € N*.
Tout d’abord : [T' > n] = [T' < n]. Donc :

P(T >n]) = P(IT<n]) = 1-P(T <n]) = 1-Fr(n)

en notant Fr la fonction de répartition de 7T'.

o Or, comme Fr est une fonction de répartition : lim Fr(n) = 1.
n—-+00

Ainsi: lim P([T'>n])=1-1=0.

n—-+o0o

o D’aprés le point précédent :

Vn € N*, 0 < d(jin,7) < P([T > n))

Or:
« lim 0=0,
n—+oo

Par théoréme d’encadrement : lim d(uy,,m) = 0.
n—-+o00 0

Partie 4 - Une majoration de P([T" > n])

Dans cette partie, nous nous intéressons provisoirement a un collectionneur de timbres. Celui-ci regoit
chaque jour une lettre affranchie avec un timbre choisi au hasard uniformément parmi les N timbres en
vigueur. On étudie ici le nombre de jours que doit attendre le collectionneur pour posséder la collection
compléte des N timbres. Le jour 0 il n’a aucun timbre.

On note alors :

x pour tout entier k € [1,n] Sk le nombre aléatoire de jours que doit attendre le collectionneur pour
que le nombre de timbres différents qu’il posséde passe de k — 1 a k,

x §=514S52+---+ Sy, soit la variable aléatoire correspondant au nombre de jours & attendre pour
posséder la collection compléte des N timbres,

x en supposant les N timbres en vigueur numérotés de 1 & N, pour tout j € [1, N, BJm I’événement
« le jour m, le collectionneur n’a toujours pas regu de lettre affranchie avec le timbre numéro j ».

On admet que les variables aléatoires (Sk)re,n] sont indépendantes.
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17. Déterminer la loi de 5.

18.

Démonstration.

Déterminons d’abord S1(2).

La v.a.r. §7 correspond au nombre aléatoire de jours que doit attendre le collectionneur pour obtenir
son premier timbre. Il obtient ce dernier forcément dés le premier jour.

Ainsi : S1(Q2) = {1}.

On en déduit que la v.a.r. Sy est la variable aléatoire constante égale a 1.

Déterminer, pour tout entier k € [2, N], la loi de la variable Sy.

Démonstration.

Soit k € [2, N].

« Tout d’abord : Sk(€2) = N*.
En effet, I'obtention du k™ timbre distinct quand on a déja k—1 timbres distincts peut s’effectuer
deés le 1°* jour, ou aux jours suivants. Elle peut également ne jamais se produire.

« Soit ¢ € N*.
L’événement [Sy = 7] est réalisé si et seulement si le nombre de jours entre la possession de k — 1
timbres distincts et k distincts est égal a 4, c’est-a-dire si aucun des timbres regus depuis I’'obtention
du (k — 1) timbre ne fait partie de ces k — 1 timbres distincts.
Soit j7 € N*. On introduit les événements Cffl suivants :

Cik_l = « recevoir le i®™€ jour I'un des k — 1 timbres déja possédés »
On en déduit :

[Sl+---+Sk_1:j] N [Sk:i]

= S+ +Sa=jlncid nciyn-n et n el
On note que la v.a.r. S; + ---+ Si_1 correspond au nombre de jours pour que le collectionneurs
obtienne k — 1 timbres distincts.
La famille ([S1 + -+ + Sk—1 = j])jen+ est un systéme complet d’événements, car la variable aléa-
toire S7 + - -+ + Si_1 est & valeurs entiéres non nulles.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Sk = 1])

— Jij}P’([Sl—i—‘--—l-Sk1:ﬂm[5k:i])

j
Iy N (P N § k-1
= ngp [S1+-+Sk1=4I0| N C) NG

(par indépendance de

+00 . -l —— 3 [S1+ -+ Sk_1=17] et
= ‘21 P([S1+---+Sk—1=J) P (( N ¢ 1) me+j1> iy

11—
— f=it1 k—1 k—1
j i+ A ek
{=j+1
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x Or chaque jour le timbre servant a affranchir la lettre est choisi uniformément parmi les N
k—1
timbres possibles. Donc : Vj € N*, P(Cf_l) =N
Ainsi par indépendance des arrivages chaque jour :

e itj-1 E—1\"1' N—-(k-1)
P Ck*l Ck 1 — P Ck*l Ck 1 — ( ) %
<<z=9+1 l ) 1+j Z:l;[+1 ( ¢ ) ( i+7 ) N N

x On en déduit :

P([Sk =i])
= “‘ZOO P([S1+ -+ Sk_1=7]) ((HJ 1 Ck 1) Cz’:—;)
Jj=1 l=j+1
B +o00 B _ (k- _ 1)
= ]glp([sl—l-"'—i-sk_l—] ( ) N

1
— (k];1> N_EI\;_l) ]leP’([SH— -+ Sp—1=17])

x Comme ([S1+ -+ Sp—1 = j])jen est un systéme complet d’événements :

S B[Sy 4ot Sea =) =1

j=1
Donc : -
o (k=1\"' N—(k-1)
ris=i) = (7)o
On en déduit : Vk € [2, N], Sy — G (W)

Commentaire \

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a rédigé rigou-

reusement la réponse a cette question. Cependant, expliquer en quelques phrase pourquoi

N—-k+1
N

la v.a.r. Si suit la loi géométrique de paramétre permettait trés certainement

d’obtenir tous les points alloués a cette question.

« Détaillons la justification de lindépendance des événements [Sy + -+ Sp_1 =j] et

itj—1 —
k-1 k—1
N o tnekl
l=j+1

x D’une part, 'événement [S] + - - - + Sp_1 = j] est réalisé si et seulement si on obtient k—1
timbres distincts & I'instant j. Cet événement dépend donc uniquement des j premiers

arrivages..
i1 —
x D’autre part, 'expression de 'événement () Cf_l Clkﬂl ne fait intervenir que les
f=j+1
arrivages 7+ 1 a 7+ j.
Or les arrivages sont mutuellement indépendants.
i+j—1
Ainsi, les événements [S; + -+ Sg—1 =j] et ) Ck I'n Cfﬂl sont bien indépendants.
l=j+1
\ [;
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19. En déduire que la variable S suit la méme loi de probabilité que la variable T' étudiée dans les
parties précédentes.
Ce résultat sera utilisé pour estimer la quantité P([T > n)).

Démonstration.

o D’une part, d’apres la question 17 :

S = S1+S+--+Sv-1+ SN
= 1+S+--+Sv_1+ 5N

Donc S — 1 est une somme de v.a.r. indépendantes suivant les lois :

g<N—]\2[+1>7 g<N—]\?;+1)7 g(N—(NN—l)—H)’ g<N—]J\>f+1)

c’est-a-dire : N1 N9 ) .

T = Tn1+1

o D’autre part :

= A1 +A+- - +AN 2 +FAN 1+ 1

Donc, d’aprés les questions 2. et 3., la variables aléatoire T'— 1 est une somme de v.a.r. indépen-
dantes suivants les lois :

o(x) 9(5) o (557) (55

Donc les viar. S — 1 et T — 1 ont méme loi.

On en déduit que les v.a.r. S et T ont méme loi.

20. Soit m € N*.

a) Exprimer I’événement [S > m] a I'aide des événements B, By, ..., BY.

Démonstration.

L’événement [S > m] est réalisé si et seulement si, & I'instant m, au moins I'un des N timbres
n’a pas encore été recu par le collectionneur, c¢’est-a-dire si, a I'instant m, le collectionneur ne
posséde pas :

x soit le timbre numéro 1,
x soit le timbre numeéro 2,
o e

x soit le timbre numéro N.

Ainsi: [S>m] =B U B* U --- U BY.
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b) Que vaut P(BJ") pour tout entier j € [1, N]?

Démonstration.
Soit j € [1, NJ.
On introduit les événements suivants :

Vi € [1,m], D; = « ne pas recevoir le timbre numéro j le jour i »

L’événement B est réalis¢ si et seulement si le timbre numéro j n’a jamais été regu lors des m
premiers jours. On en déduit :

m 1 2 m

On obtient :
P(Bj") = P(Dj nDjn---nN D)

(par indépendance

= IP(D}) X P(DJQ‘) XX P(DT) des arrivages)

= 112(0)

Or chaque jour le timbre servant & affranchir une lettre est choisi uniformément parmi les N
positions possibles. Ainsi :

. . N -1
Vi e [1,m], P(D}) = —
On en déduit : N N "
m N —1 -1
P(B™) = =
(B7) il;ll N < N >
N —1\" 1\™
e [1,N], P(B") = | —— = (1= =
el v eey) = (Y) = (1- ) .
¢) On rappelle que pour tout entier n > 2 et pour toute famille d’événements Ay, ..., A,, on a
n n 1\™
l'inégalité : P <U Ai> < Y P(A;). En déduire : P([S > m]) < N <1 — N) :
i=1 i=1

Démonstration. On utilise les questions précédentes :

N
P([S>m]) = P ( U B;") (d’apres 20.a))
=1
N (d’apres la propriété
< m
= ]; P(BJ ) rappelée par ’énoncé)
N 1\™
= ), (1 - ) (d’aprés 20.b))
=1 N
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21. a) Montrer : Vo € | — 1, +o0[, In(1 +z) < z.
Démonstration.
La fonction = + In(1 4 z) est concave sur | — 1, +oo[. Sa courbe représentative est donc située

sous ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 0, droite d’équation :

y==x

On en déduit : Vz € | — 1,400, In(1 + z) < z. -

b) Déduire des résultats précédents la majoration :

23

vmeN, P([T>m]) < Ne~

Démonstration.
Soit m € N.

o Tout d’abord, d’apreés la question 19., les v.a.r. T et S ont méme loi. Donc :

BT >m]) = P([S > ml])

Commentaire |

On fera bien attention a ne pas écrire T'= S | En effet, si les v.a.r. T et .S ont méme

loi, elles ne sont pas égales !
x T et S ont méme loi si et seulement si : Vo € R, Fg(x) = Fr(x) (o Fg et Fr

sont les fonctions de répartition de S et T')

x les v.a.r. T et S sont égales si et seulement si : Vw € Q, T'(w) = S(w).

\.

« D’apreés la question 20.c¢), on a donc :

P(T > m]) < N@—1>m

N
I
Ne™ ln(lfﬁ)
1 : ) . .
e Or, comme N > 2: —— > —1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente :
1 1
In{1—-— < —=
(x) < w
1 In(1 L < 1 ( >0)
alors mhn|{l—-—] < —-m — car m =
N N
Loi o n(1-4) < oMk (par croissance de la

fonction exp sur R)

23

On en déduit : Vm € N, P([T > m]) < Ne~
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22. On reprend les notations introduites dans la partie précédente.

—C

a) Soit ¢ > 0 fixé. Montrer que pour n entier supérieur ou égal & N In(N)4+cN ona: d(u,,m) < e

Démonstration.
Soit n = N In(N) 4+ c¢N.

o D’aprés la question 16. :

d(fin, )
Ne™ w (d’apreés 21.b))

(par stricte croissance de
la fonction In sur |0, +o0])

< NIn(N)—n<—cN (car N >0)
& NIn(N)+cN<n

La derniére inégalité est vérifiée.

Donc, par équivalence : Yn > N In(N) 4+ ¢ N, d(pn, ) < e™°.

b) Application numérique.
On estime qu’'une distance en variation & la loi uniforme de 0,2 est acceptable.
Avec un jeu de 32 cartes, combien de battages par insertions doit- on faire pour considérer le
paquet mélangé de fagon acceptable 7

Démonstration.

« Une distance a la loi uniforme (c’est-a-dire la distance a ) acceptable est de 0, 2. On souhaite
donc trouver ng € N* tel que :

no > NIn(N)+c¢N avec e ©<0,2

En effet, on aura alors par transitivité :

1
d(,uno,ﬂ') < e ¢ < 072:7

)
e Or: . . .
eC < : e < (1) l(ﬁa;’uit]réfzf;@zssance de
< ¢ > In(5)

On choisit donc ¢ = In(5) (on a bien ¢ > 0).

« Il faut donc choisir ensuite un entier ng tel que : ng > N In(N) + ¢ N.

« Comme N = 32, on doit donc trouver un majorant de 32 In(32) + 32 In(5).
x On sait déja d’aprés la question 12. : 32 In(32) ~ 110.
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x De plus :

(par stricte croissance de

2
In(e) < In(5) < In(e?) la fonction In sur |0, +oc])

1<In(5) <2
32 < 32 In(5) < 64
143 < 110 + 32 In(5) < 174

S R

On choisit donc de faire 174 battages par insertions pour considérer
le paquet mélangé de facon acceptable.

On notera que I"approximation 32 In(32) nous empéche de répondre de maniére conve-
nable a la question. En effet, c’est une majoration de 32 In(32) qui est nécessaire pour

1
trouver un ng vérifiant d(pn,, 7) < £
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