Feuille d’exercices 9 : Comparaisons de fonctions et DL

ECE2

Exercice 1
Calculer les limites des fonctions suivante aux points indiqués.

1. fi(z) = ln(x)_:_if_l en 0% et en 4o0. | 4- fa(@) =a'e”V" en +oo.
r+e ™
2. fox)=In(e™"+27?) en 0" et en +o0. 5. fs(z) = zIn(x) + In(z) en 0 et en 400,
re® +1 vz +1
3. f3(x) = w11 o 0T, en +oco et en
—00. 6. fs(x) == en 0T et en +oo.

Exercice 2

A Taide d’équivalents ou de développements limités, déterminer les limites sui-

vantes.
(e” — 1) 5. lim zln(x+1)—zln(x)
1. —_—
250 zIn(1+ x) pres
. 1
. 1 6. lim - =
2. hrf z*In |14+ — =0 e —1
T—r+00
A - 1 In(1 + )
: 1 . lim —
3. lim (14 z)= =0 z(1 + z) 2
In(1 — 1 2 _ /1= 2
4o tig RIED = st YA VI
z—0 222 z—0 2x
Exercice 3
Dans cet exercice, on considére la fonction f définie sur | — oo, 1[ comme suit :

—x

f(0)=1 et Vz €] —o00,1]\ {0}, f(z)= (1—z)In(1 —x)

1. Montrer que f est continue sur | — oo, 1].

2. a) Déterminer le développement de In(1 — z) a l'ordre 2 au voisinage de 0.

1
b) En déduire que f est dérivable en 0 puis vérifier que f/(0) = 3

3. a) Montrer que f est dérivable sur | —oo, 1] \ {0}, puis calculer f’(z) pour tout

réel x € | — oo, 1]\ {0}.

b) Déterminer le signe de la quantité In(1 — x) + z lorsque = € | — oo, 1.

¢) En déduire les variations de f.

d) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis

dresser son tableau de variation.

4. Tracer 'allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

5. En utilisant les questions 2b et 3a, montrer que f est de classe C! sur | — oo, 1[.

Exercice 4

Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes.

xln(x?) —2x six#0
l'fl(x):{ (0) simio
2
x .
o folr)={1 oz ST#0
0 siz=0

Exercice 5

3. fs(x) =

4. fa(x) =

xIn(x)

€r —

0

ze T

1—e?

1

stz €]0,400[ \ {1}

six=1

six#0

sizx=0

Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par : f(x) = e 2 In(1 + x).
Calculer le développement limité d’ordre 2 en 0 de f, puis en déduire 1’équation
de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par rapport a la tangente au

voisinage de 0.

Exercice 6

1. Déterminer un équivalent des fonctions suivantes aux points indiqués.

i
@) filz) = xln(le+ z) — 2
b) fo(z) =In (14 2?) en 0 et en +oo.

c) f3(x) =

xZ —X

e’ —e
—— en +oo et en 0.
el e ®

en 0 et en +o00.
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2. Déterminer : lim
rz—1

1 =1
< —12—3:) . Posert=xz —1.

Exercice 7

1. Montrer que :

Ve eR, e %= @ + (_1)n+1 / (xn')e_tdt
0 .

k!
k=0

2. En écrivant ’égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :

R x?

i — K -1 —Igi
5 6 x +e 5

VY € R+,

3. En déduire un équivalent de x — 1 +e~% en 0.

4. Retrouver le résultat précédent sans calculs.

Exercice 8
On note f: R — R l'application définie, pour tout x € R, par :

sizx#0
fay={e-1 777
1 siz =0
1. Montrer que f est continue sur R.
2. Justifier que f est de classe C! sur | — 0o,0[ et sur ]0, +oo[, et calculer f'(z)
pour tout z € | — 00, 0[ U 0, 4o0].
1

3. Montrer : f/(z) 5
T—

4. Etablir que f est de classe C! sur R et préciser f/(0).

Exercice 9
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par :

flz) = pite =TT g5 0
f(0)=0

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé.

1. a) Montrer que f est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
2. a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif : Inz < =z + 1.

b) Calculer f'(x) pour z > 0 et déterminer son signe.
Préciser le sens de variation de f.

3. a) Déterminer la limite de f en 4oc.

b) Déterminer un équivalent de f(x) — x en +oo.
En déduire la nature de la branche infinie de C en +oo.

Exercice 10
Dans ce probléme, la lettre n désigne un entier naturel non nul.
On note f, la fonction définie sur R par :

Vo e R*, fo(z) =xe s et f,(0)=0

On note (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé (O, z,;)

1. a) Montrer que f, est continue a droite en 0.

b) Montrer que f, est dérivable & droite en 0 et donner la valeur du nombre
dérivé & droite en 0 de f,.
2. a) Montrer que f,, est dérivable sur | — 0o, 0] et sur |0, 4+o00[. Pour tout réel =
non nul, calculer f] (x) puis étudier son signe.

b) Calculer les limites de f,, en +00, —oc et 07, puis donner le tableau de
variations de f,.
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3. a) Rappeler le développement limité a I'ordre 2 de e lorsque w est au voisinage

de 0.

b) En déduire que, lorsque = est au voisinage de +00, on a :

2 ootoo \ X

f@) = —nt b o <1>

Que dire au voisinage de —oo ?
¢) En déduire qu’au voisinage de 400, ainsi qu’au voisinage de —oo, (C},) admet
une asymptote oblique (D;,) dont on donnera une équation.

Préciser la position relative de (Dy,) et (Cy,) aux voisinages de 400
et de —oo.

d) Donner 'allure de la courbe (C1).




