Feuille d’exercices 5 : Applications linéaires

ECE2

Exercice 1. Cours
Soit f : E — F une application linéaire. Montrer les trois assertions suivantes :

1. f(OE) =0p
2. Vx € E, f(—x) = —f(x)

3. Pour tous réels \j,..., A\, et pour tous vecteurs xj . ..x,,

f (Z )\il‘i) = Z Aif(x5) (par récurrence)
i=1 i=1

Exercice 2
x1
Soit f : A31(R) — R telle que f | x2
x3
Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f).

=1 + 2x9 + bx3.

Exercice 3
X1

n
Soit f : Mp1(R) — R telle que f = Z X
Ty i=1
Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f), avec une base pour
chacun.

Exercice 4

Soit ¢ : R[X] — R[X] telle que p(P) = P'.

Montrer que ¢ est linéaire, puis déterminer Ker(p) et Im(p), avec une base pour
chacun.

Exercice 5
Soit f 1 My1(R) = M41(R) telle que Ker(f) = 441 (R).
Que dire de 'application f?

Exercice 6

Soit f : M1 (R) = o1 (R) telle que f <§> = (_acxﬁ—_yy).

Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f), ainsi qu'une base
pour chacun. Que conclure ?

Exercice 7
Soit f : #51(R) — #51(R) Papplication linéaire dont la matrice dans les bases
canoniques est :

0 1 1

A=11 -1 0

1 0 1
x
1. Calculer f| y
z

2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

3. La fonction f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

Exercice 8

2,2
Soit f: Mo 1(R) — M>1(R) en posant : f (Zj) = <i2 i_ 52>
Démontrer que f n’est pas linéaire.

Exercice 9
Soit g : Mm1(R) — A, 1(R) Papplication linéaire dont la matrice dans les bases
canoniques est :

2 1
B=|11
10
1. Que valent met n?

2. Déterminer une base de Ker(g) et de Im(g).

3. Etudier I'injectivité et la surjectivité de g.
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Exercice 10
On définit une fonction f : #51(R) — #5,1(R) en posant :

1()=(5)

1. Démontrer que f est linéaire.

2. Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.
3. Etudier l'injectivité de f, puis la surjectivité de f.
4

. Déterminer si elle existe la bijection réciproque de f.

Exercice 11

Soient A € .Z(R)n une matrice et f : 4, 1(R) — 4, 1(R) lapplication linéaire
définie par f(X) = AX. On suppose A inversible.

Démontrer que f est bijective et que f~! est I'application linéaire ., 1(R) —
M1 (R) définie par f71(Y) = A7y

Exercice 12
. 0 2

Soit : A = ( 11

matrice dans la base canonique est A.

Soit a € R tel qu'il existe un vecteur non nul X € .#51(R) tel que f(X) = aX.

Démontrer que a = —1 ou a = 2.

). Soit f : M1 (R) — >1(R) lapplication linéaire dont la

Exercice 13
Soit f : M31(R) — #51(R) lapplication linéaire dont la matrice dans les bases
canoniques est :
—-1-1 0 1
-3 44—t 0
0 0 2—1

Pour quelles valeurs de ¢ ’application f est-elle injective ?

Exercice 14. Endomorphisme et commutant

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € Z(FE, F). Montrer que le noyau
Ker(f) de f est un sev de FE.

2. Soit A € #,(R) une matrice fixée.
On considére l'application ¢4 : M € 4, (R) — AM — MA.
a) Montrer qu c4 est un endomorphisme de ., (R).

b) On note Co = {M € #,(R) | AM = MA} le commutant de la matrice A.
Déduire des questions précédentes que C4 est un sev de ., (R).

L 2). Déterminer une base de Ker(cy)

¢) Dans cette question, n =2 et A = <0 5

et sa dimension.

Exercice 15. Composition
Soient E un espace vectoriel et f un automorphisme de E. On considére ’applica-

tion :
0 {70 o
"L 9 = fogof!
1. Montrer que ® est un endomorphisme de .Z(F).

2. En recherchant une application réciproque sous la méme forme que ®, montrer
que ¢ est un automorphisme de .Z(FE).

Exercice 16
R3[X]

— Rg[X]
P —

On consideére 'application f : Q(X) = P(X 4 1) — P(X)
1. Montrer que f est linéaire.

2. Soit P € Ry[X]. Calculer f(P). f est-elle injective ?

3. Déterminer une base de 'image de f. f est-elle surjective ?

4. Déterminer un polynéme de R3[X] n’ayant pas d’antécédent par f.
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Exercice 17

0 1
On considére les matrices A = ( 0 -1 1 ) et U = (1)
1 0 -1 1

1. Déterminer le rang de A.
2. Calculer AU puis en déduire Ker(A).

Exercice 18
On considére 'application linéaire

R3
2r+y+z,x+y+toa+z—1t)

R4 —

g: (z,y,2,t) +—

1. Déterminer une base du noyau de g.

2. Déterminer une base de 'image de g en utilisant le théoréme du rang.

Exercice 19

On considére les matrices I = <(1) (1)) et J = <(1) é) de #>(R) et on note f

I’application

d///z(%)
fifa b a+ +c
e d) = 5 I+ 5 -J

1. Calculer f(I) et f(J).

2. Montrer que f est un endomorphisme.

3. Déterminer une base du noyau de f. f est-elle injective ?
4

. En déduire le rang de f puis une base de 'image de f.

Exercice 20. Isomorphismes
Montrer que les applications suivantes sont des isomorphismes.
Lf R4 — R4

T (ryy,2t) — (x—ty+z,y—z,x+t)

CRo[X] = Ro[X]

2. f P — P+ P

3. f: ‘///?\}R) : /1{72\}15) avec T' € >(R) inversible.
CRo[X] — R3

ST TP (P0), P, PY(0))

Exercice 21
E désigne un espace vectoriel sur R, rapporté a une base & = (eq, ez, €e3). Pour
tout réel a, on considére ’endomorphisme f, de £ défini par

fa(e2) =0 et fo(er) = fa(es) = aeq + ex — aes

1. Déterminer une base de Im(f,).

2. Montrer qu’une base de Ker(f,) est (e2,e1 — e3).

Exercice 22
Soit F un espace vectoriel et f un endomorphisme de F.

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?) et que Im(f?) C Im(f).

2. Démontrer ’équivalence suivante :

Ker(f) = Ker(f?) « Im(f) NKer(f) = {0}

Exercice 23. Matrice d’un application linéaire
Dans chaque cas, déterminer la matrice de f dans la base canonique des espaces
considérés puis préciser si f est bijective.

1. f: RQ[X] — RQ[X] f: ./ZQ(R) — RQ
P = P+F 2 <Z Z) = (a+b—rca+d)
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Exercice 24

Soit f l'’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A =
5 -8 —4
8 —15 —8].On pose u=(2,4,-5), v=(1,0,1), w=(0,1,—2).
—-10 20 11

1. Calculer f(u), f(v) et f(w).

2. Montrer que %' = (u,v,w) est une base de R? puis déterminer la matrice A’
de f dans la base #'.

3. Calculer A”? et en déduire f2

Exercice 25
On note J; = (é g), Jo = (8 é), J3 = ((1) 8), Jy = (8 (1)> la base canonique
de %2 (R)

Soit f 'application qui a toute matrice M = (a ¢

b d
1. Montrer f est un endomorphisme de .#5(R).
2. Déterminer la matrice A de f dans la base (Ji, Jo, J3, J4).
3. a) Montrer que (J1 — Jy, Jo, J3, I3) est une base de .#>(R).

b) Déterminer la matrice D de f dans cette base.

) associe f(M) = M+ (a+d)Is.

4. Montrer que f est un automorphisme de .#5(R).

Exercice 26

Soit # = (e1, ez, e3,e4) la base canonique de R* et ¢ I’endomorphisme de R* par
go(ei) = €;+1 sil < ) < 3

{ ples) = e

1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base 4 puis calculer A%,

2. En déduire que ¢ est un automorphisme et déterminer 1.

Exercice 27

1 0 0 -1
. . 100 —1 , . 4
On considére la matrice A = 01 0 -1 et ’endomorphisme f de R* dont la
0 01 —1

matrice dans la base canonique % = (e1, ez, €3, e4) de R* est A.

1. Déterminer rg(f) puis en déduire Ker(f).

2. Calculer f4.

3. On note e1 = ey, g2 = f(e1), €3 = f(e2), €4 = f(e3) et C = (1,€2,€3,€4).
a) Montrer que C est une base de R*.
b) Déterminer la matrice N de f relativement & la base C de R*.

4. Existe-t-il un automorphisme g de I’espace vectoriel R* tel que go fog™! = f27?

Exercice 28

1. Soit n € N. Montrer que ¢ : P(X) + (1 — X?)P"(X) — 3XP'(X) est un
endomorphisme de R, [X].

2. Calculer ¢(1). L’endomorphisme ¢ est-il un automorphisme de R, [X]?
3. Dans cette question, on prend n = 3.
a) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3[X].

b) Déterminer une base de Im(¢p) et une base de Ker(y).

Exercice 29

On considére 'espace vectoriel .Z5(R) muni de sa base canonique Z = (M, Mo, M3, My)

avec :
1 0 0 1 0 0 0 0
M= (5 ) M= (p o) M= (7 o) M= (5 9)
Soit f : /%Q(R) — .//Q(R) ot g : /%Q(R) — ./ZQ(R)
M - M M = M+'M

1. Montrer que f € Z(#>(R)) et g € L(A2(R)).

2. Déterminer la matrice A de f relativement & la base %.
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3. En déduire sans calcul supplémentaire la matrice de g relativement a la base | 6. Existe-t-il des endomorphismes g de R3 tels gog = f?

B. Indication : Utiliser les matrices de f et g dans la base C = (u,v,w).
4. Les applications f et g sont-elles des automorphismes ? Si oui, déterminer 1’ap-

plication réciproque. Exercice 31

. . ) 0o 1 -1

5. 51 a et b sont deux automorphismes, est-ce que a + b est également un auto- | gt f e 2R3 de matrice A= [0 —1 1 | dans la base canonique de R,

morphisme ? 0 -1 1

Exercice 30
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est

2 =2 -1
et v=(0,1,-1).

1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

1 0 0
A= (1 2 1 ) . On considére les vecteurs u et v de R? définis par u = (0,1, —2)

2. Justifier de deux maniéres différentes que f n’est pas bijectif.
3. Montrer que (v) est une base de Ker(f — id)
4

. Déterminer un vecteur w de R?, dont la 3éme coordonnée (dans la base cano-
nique de R3) est nulle, tel que la famille C = (u,v,w) soit une base de R? et

0 00
que la matrice de f dans la base C soit la matrice T = (0 1 1) .
0 01

5. Dans cette question, on suppose qu'il existe un endomorphisme g de R? vérifiant
gog=1F[.
a) Montrer que fog=go f.
b) En déduire que f(g(u)) =0 et f(g(v)) = g(v).

¢) Justifier qu’il existe deux réels a et b tels que g(u) = au et g(v) = bv.

d) On note N la matrice de g dans la base C' = (u, v, w) définie & la question 4..
a 0 ¢
Justifierque N = [0 b d |, ot a et bsont les deux réels définis a la question
0 0 e
précédente, et ¢, d et e des réels.

Montrer que fo f =0.

Sans calcul, déterminer si f est bijectif.

Montrer que Im(f) est inclus dans Ker(f).

En déduire les dimensions de ces 2 espaces vectoriels.
Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f).

Soit u ¢ Ker(f) et v € Ker(f).

a) Montrer que la famille (u, f(u)) est libre dans R3.

R L

b) Montrer que la famille (u, f(u),v) est une base de R3.

¢) Déterminer la matrice de f dans la base (u, f(u),v).



