Feuille d’exercices 10 : Variables a densité

ECE2

Exercice 1
1. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F' est définie par
1
F(z) =
(z) 1+e™
densité de X.

—. Montrer que X est une variable a densité et déterminer une

0 siz <0
2. MA t F = 2
éme question pour F(x) 1 (1 N g) T six>0
0 siz <0
3. Méme question pour F(z) =41 1—(1—z)* size€l0,1]
1 six>1

Exercice 2
Déterminer si les fonctions suivantes sont des densités de probabilité.
Si oui, déterminer la fonction de répartition de la v.a. associée & cette densité.

0 sit<0
L g(t) = { dte™ sit>0
qe =T
2. f(t) = m avec a © Rj_
3. u(z) = 522 siz<—-loux>1

0 sinon

Exercice 3
ax(l—xz) size€l0,1]

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { 0 sinon

a) Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.

b) Calculer, si elles existent, 'espérance et la variance de la v.a. X dont une
densité est la fonction f.

0 sit<1
aln(t)
+3

2. Mémes questions avec h(t) =

sit>1

Exercice 4
On considére une v.a. Y dont une densité f est définie par :

sio<x <1

&h
—
2
Il
N |
—_
|
8

0 sinon

1. Déterminer la fonction de répartition F' de la v.a. Y. Construire sa représenta-
tion graphique.

1 3 3
2. Calculer les probabilités : P | [z <Y < =| | et P 1 X <—|).
2 2 or 1
2
3. Calculer E(1 — X)) puis en déduire l'espérance de X.

4. Calculer de méme le moment d’ordre 2 de X.

Exercice 5
On note X une v.a. dont une densité est la fonction f, définie sur R par

f(ac):{ OI siz <0

_ . et dont la fonction de répartition est notée F.
xe siz >0
1. Sans calcul, justifier que la fonction F est de classe C' sur R.

0 siz <0

2. Montrer que pour tout réel x, F(x) = { | —et(1+2) siz>0"

3. On consideére la v.a. Z = eX.

a) Déterminer la fonction de répartition notée G de la v.a. Z.

b) En déduire que Z est une v.a. a densité et déterminer une densité de Z.
4. On consideére la v.a. S = X?2.

a) Déterminer la fonction de répartition notée H de la v.a. S.

b) En déduire que S est une v.a. a densité et déterminer une densité de S.

5. Retrouver les résultats des questions 3.b) et 4.b), cette fois sans utiliser les
fonctions de répartition G et H.
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Exercice 6

1
iz
On définit sur R la fonction f par f(z) =< zv/2z e
0 sinon

400 1

2 33'\/5

2. Montrer que f est une fonction de densité.

1. Montrer que dx converge et donner sa valeur.

3. Soit X une v.a. dont f est une densité.
Déterminer la fonction de répartition de X.

4. X admet-elle une espérance ?

On considére trois v.a. X7, Xo, X3 indépendantes et toutes de méme loi que X.

5. On pose U = min(X7, X9, X3) et on admet que U est une v.a.
a) Déterminer la fonction de répartition G de U.
b) Montrer que U est une v.a. a densité, et donner une densité de U.
¢) Montrer que U admet une espérance et la calculer.
6. On pose V = max(X1, X2, X3) et on admet que V' est une v.a.
a) Déterminer la fonction de répartition H de V.
b) Montrer que V est une v.a. & densité et donner une densité de V.

c) La v.a. V admet-elle une espérance ?

Exercice 7
Soit X une v.a. dont une densité f est définie par

o ={

1. Déterminer la fonction de répartition F de X.
2. On pose Y = |X|

a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.

si—In2<x<In2
sinon

b) Montrer que Y est une v.a. a densité et donner une densité de Y.

3. On pose Z = e¥ et on note Fy la fonction de répartition de Z.
a) Exprimer Fiz a l'aide de F'x.

b) Montrer sans expliciter F'z que Z est une v.a. a densité puis montrer qu’'une

0 siz<1/2

1 size€|l/2,1]
densité de Z est donnée par 1 .

— stz €]l,?2]

x

0 siz>2

Exercice 8

Soit f la fonction définie sur R par f(t) = { u te?_% :i i i 8

1. Rappeler 'espérance d’une v.a. suivant la loi exponentielle de paramétre 2.
2. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.

3. Soit X une v.a. admettant pour densité la fonction f.
Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 9 )
Soient U — U([0,1]) et A € R% . On considére les v.a. : V = Y In(1 -0U).

1. Déterminer la loi de V', son espérance et sa variance.

1
2. Déterminer une densité de W = V2 et de Z = v
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Exercice 10

Trois personnes, notées A, B et C entrent simultanément dans une agence bancaire
disposant de deux guichets. Les clients A et B occupent simultanément & 'instant
0 les deux guichets tandis que C' attend que 'un des deux guichets se libére pour
se faire servir.

On suppose que les durées de passage au guichet des trois personnes A, B et C
sont mesurées en heures et on suppose que ce sont des v.a. indépendantes, notées
respectivement X, Y et Z et suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

On suppose également que la durée du changement de personne & un guichet est
négligeable.

On pose U = min(X,Y) et on admet que U est une v.a.

On note T' le temps total passé par C' dans I’agence bancaire.

1. Montrer que la fonction de répartition Fyy de U est définie par :

0 six <0
Fy(z)=1{ 2z—-2% si0<ax<1
1 six>1

2. En déduire que U est une v.a. a densité et donner une densité de U.
3. Déterminer I'espérance de U.

4. Exprimer T en fonction de certaines variables précédentes puis en déduire E(T).

Exercice 11

On considére une suite (X, ),en+ de v.a. indépendantes suivant toutes la loi expo-
nentielle de paramétre 1 et on définit la v.a. T, = max(X7,...,X,).

On note f,, la fonction définie sur R par

ne—x(l _ e—x)n—l

po={ "

1. Calculer pour tout n € N* et pour tout = € R* | la probabilité P([T,, < z]).

sizx >0
siz <O

2. En déduire que pour tout n € N* T, est une v.a. & densité admettant f,, pour
densité.

3. Montrer que pour tout n € N*, T,, admet une espérance.
4. Déterminer E(T7) et E(T5).

Exercice 12
1. Soit Xl, XQ, ‘e
1 n
réduite. On note S, = — > X;.
Ni=1

., X, des v.a. indépendantes suivant toutes la loi normale centrée

a) Déterminer la loi de la v.a. S),.
b) Déterminer la loi de la v.a. Z, = \/nS,.

2. Répondre aux questions précédentes en supposant que les X; suivent toute la
loi normale N (m, 0?).

Exercice 13

Pour tout réel z, on note |z] la partie entiére de x, i.e. 'unique entier vérifiant :
lz] <z < |z]+1.

Soit X la v.a. suivant la loi exponentielle de paramétre A (A > 0).

On pose Y = | X |, Y est donc la partie entiére de X et on a :

VeeZ, Y =kl=k<X<k+1]

1. a) Montrer que Y prend ses valeurs dans N.
b) Pour tout k € N*, calculer P([Y =k — 1]).

¢) En déduire que la v.a. Y + 1 suit une loi géométrique dont on donnera le
parametre.

d) Donner 'espérance et la variance de Y + 1. En déduire 'espérance et la
variance de Y.

2. Onpose Z =X —-Y.
a) Déterminer Z(2).
b) Montrer que : [Z < z|N[Y =k]=[k <X <k+z].



Feuille d’exercices 10 : Variables a densité

ECE2

c¢) En déduire que :

Vz € [0,1], P([Z < z]) = lze™ ”
T h 1—e A
d) En déduire une densité f de Z.

e) Déterminer l'espérance E(Z) de Z.

Exercice 14
Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle £ (A).

1. Déterminer la loi de la v.a. Y = VX
T
2V

2. Montrer que Y admet une espérance et que E(Y)

On utilisera le changement de variable x = V2 t.

3. En déduire la variance de Y sans calcul supplémentaire.

Exercice 15 .
Soit F' la fonction définie sur R par : Vy € R, F(y) = g
e

On admet que F est la fonction de répartition d’une v.a. réelle. On dit alors que
cette v.a. suit la loi logistique. On considére Z une v.a. suivant la loi logistique.

1. Déterminer une densité de probabilité de Z, notée f.

2. Etudier la parité de f puis en déduire que Z admet une espérance et la déter-
miner.

3. Soit U une v.a. de lui uniforme sur ]0, 1[.

Déterminer la loi de la v.a. In L .
1-U

Exercice 16

1. Soit X une v.a. admettant pour fonction de répartition F : z — exp(—e™7).
On dit alors que cette v.a. suit la loi de Gumbel.

a) Vérifier que la v.a. X est une v.a. & densité puis déterminer une densité de
probabilité de X.

b) On pose Y = e~X. Déterminer la loi de la v.a. Y.

2. On considére une v.a. Z admettant une densité strictement positive sur R et
dont la fonction de répartition £’ vérifie que pour tout n > 1, il existe b, < 0
tel que pour tout x réel, (F(z))" = F(x + by).

a) Montrer que F réalise une bijection de R sur ]0, 1].
b) Montrer que la suite (b,),>1 est décroissante.

¢) Montrer que la loi de Gumbel satisfait aux conditions précédentes.

Exercice 17
Soient (a,b) € R*. Soit X une v.a. suivant la loi de Pareto de paramétres a et b,
c’est-a-dire admettant pour densité la fonction f définie sur R par :

0 sit<b
f(t) = b
a—taJrl sit>b

1. Vérifier que la fonction f définit bien une densité de probabilité.

2. Calculer I'espérance et la variance de X, en précisant & quelles conditions cha-
cune de ces quantités existent.

3. Déterminer la fonction de répartition de X.
4. On appelle fonction de survie la fonction S : x — P([X > z]). Préciser S.

5. Calculer, pour tout réel y positif ou nul, la probabilité conditionnelle
Plxsa (X > 2+ y))
puis vérifier que cette quantité tend vers 1 quand x tend vers +oc.
6. On pose dans cette question : ¥ = 1In (f)

Démontrer que Y est une v.a. a densité puis montrer qu’elle suit une loi expo-
nentielle dont on précisera le paramétre.
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Exercice 18

On admet le résultat suivant :

Soient X et Y deux v.a. & densité indépendantes, de densité respectives fx et fy.
Alors la v.a. X +Y est une v.a. 4 densité et une densité de X + Y est donnée par
la fonction h définie par la relation

+oo
h(z) = fx (@) fy(z—t)dt
—0o0
1. Soient X7, X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponen-
tielle de parameétre 1.
Montrer que X7 + X9 admet pour densité :

T o six>=0

sinon

xre

Vr €R, fx,+x,(z) = { 0

2. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes, de méme de loi exponentielle de
paramétre .
Montrer que S,, = X7 + - + X,, admet pour densité :

An
Ve eR, fg,(z) =1 (n—1)!

0 sinon

e M=l Gt >0




