Feuille d’exercices Révisions : Somme et récurrence ECE2

Exercice 1. Symbole Y (1)
Ecrire sans le symbole 3 les expressions suivantes
2 5 , p2ntd
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Exercice 2. Symbole Y (2)
Ecrire avec le symbole Y les expressions suivantes
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d) In(1 x2x3x...xn)
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b) 1—a+a®>—a3+...+(=1)"a"

Exercice 3. Calcul de sommes
Calculer les sommes suivantes :
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k=0 =0
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.D,=1-3+4+32-33+... 4 (—-1)"3" i
4 n ( ) 9. I, = (71)n—k

5. B, =(0,4)2 4 (0,43 + ...+ (0,4)"

Exercice 4. Télescopage
Soit (ag)g=o..n une famille de réels. Justifier I’égalité suivante

n—1 n
Z k(ar — apq1) = (Z ak:) — Nay,
k=0
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Exercice 5. Produits
Calculer les produits suivants :

P":ﬁ<1_12> Qn:ﬁ<1+x2k> Rn:ﬂW“

p=2 p k=1 k=1

Exercice 6. Sommes doubles
Calculer les sommes doubles suivantes :

min i
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Exercice 7. Quelques classiques de la récurrence
Montrer par récurrence

n—1
3. Pour a e R, et Vn € N,

1.¥neN Y (2%k+1)=n *

k=0 (1+a)">1+an

nt1 4.Yn >3, n!l>2x3"2

k—1 __ n+1 n

2.VneN Y kx2bl=nx2t 41 5. (x) V0 > 5, 3" 17

k=1 n! =~ 2n7

Exercice 8. Quelques suites
ug =1

. . 2 . -
1. S0it (un)nen la suite définie par ¢ N, upy1 = Z Uk
k=0

Vérifier par récurrence forte que Vn € N*, u,, = 2" 1.

2. Soit w une suite telle que Vn > 0, up41 < a uy ol a est un réel positif.
Montrer par récurrence que Vn = 0, u, < a™ ug.
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Exercice 9. Nombres de Fermat
Pour tout n, on pose Fj, = 22" + 1 le n-iéme nombre de Fermat. Montrer que

n
vneN, []Fx=Fu—2
k=0

(Indice : Vérifier que F2, | = Fyio+2F,11 —2)

Exercice 10. Suite de Fibonacci
Pour tout n, la suite de Fibonacci (F},)n>0 est définie par

Fp=0
=1
Vn >0, Frpo=Fu +Fy
L+Vv5 o= L= V5
2 2
1. Montrer que ¢ et @ sont racines d’un trindéme du second degré a coefficients
entiers que 'on déterminera.

On pose également p =

(,On—¢n

V5

2. Montrer que pour tout n > 0, F,, =

Exercice 11. Initialisation
1. Montrer que la proposition (Vn eN,2" > n2) est fausse.

2. Montrer en revanche que la proposition (Vn =>4,2" > n2) est vraie.

Exercice 12. Pair et impair
On considére la suite (uy,)pen définie comme suit

1
U0:§
u
anN,UqH_l: n
Up — 1

1
Montrer que ¥n € N, ug, = 3 et uopt1 = —1.

Exercice 13. Suite de fonctions
Considérons la suite de fonctions (fy,)nen définie sur R de la maniére suivante :
Ve € R, fo(z) =1, fi(x) = x et pour tout entier naturel n,

Vr € R, fn+2($) = 2$fn+1(x) - fn(‘r) :

1. Montrer par récurrence double que Vn € N, f,,(—x) = (=1)" f,,(z).

2. En déduire que pour tout n, la fonction f, a méme parité que n.



