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Un modéle probabiliste d'une expérience aléatoire représente dans un certain sens le désordre qui
intervient dans I’expérience et il est donc naturel que des outils soient introduits qui permettent de
mesurer l'intensité de ce désordre. C’est le cas de la notion d’entropie qui fait ’objet du présent
probléme. On considérera différentes situations et notamment la fagon dont on mesure 'information
que deux variables aléatoires s’apportent mutuellement.

Dans la premiére partie on étudie le cas plus simple techniquement de variables dont la loi admet une
densité. Les deuxiémes et troisiémes parties sont consacrées au cas discret. Dans la deuxiéme partie,
on introduit les différentes notions d’entropie pour le cas de variables discrétes et dans la troisiéme
partie, on examine comment on peut mesurer 'information apportée mutuellement par deux variables
aléatoires.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o7, P). Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y’) son espérance lorsqu’elle existe.

Premiére partie : Entropie différentielle d’une variable a densité

1. La fonction logarithme de base 2, notée logy, est définie sur R* par : logy () =

a) Montrer que pour tout (z,y) élément de R} x R%, on a : logy(zy) = logy(x) + logs(y).

Démonstration.
Soit (z,y) € RY x R

In(zy
10g2 (.T y) = 111(2)
_ In(z) +1In(y) (par propriété de
N In(2) la fonction In)
1 1
_ Inf=)  In(y)

= logy(z) + logy(y)

V(z,y) € RE x RY, logy(zy) = logy(x) + logy(y) 0

b) Vérifier que pour tout réel « : logy (2¢) = a.

Démonstration.
Soit o € R.

n(2") ol

log, (2¢) = = -

n) ~

Va € R, log, (2%) = «
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c) Montrer que la fonction log, est concave sur R .

Démonstration.
La fonction log, est de classe C? sur R* car la fonction In l'est.
Soit x € RY..

(logZ)/(x) = IH(Q) é

(logy)"(x) = m@) 22 0

On en déduit que la fonction log, est concave sur R7 .

Commentaire .

« La fonction log, est, & constante (positive) multiplicative prés, égale a la fonction In. De
ce fait, la fonction log, hérite de certaines propriétés de la fonction In. C’est évidemment
le cas du caractére régulier (ces deux fonctions sont de classes C* sur ]0,4o00[), de la
monotonie (stricte croissance sur |0, +00[) et de la concaviteé.

« On utilise ici la caractérisation de la convexité pour les fonctions deux fois dérivables.
C’est la caractérisation la plus simple et donc celle qu’il faut utiliser dés que la fonction
considérée est suffisamment réguliére. Rappelons toutefois que la notion de convexité est
une notion géométrique qui n’exige pas d’hypothése de régularité. Plus précisément, une
focntion est convexe si pour tout couple de points (A, B) situés sur la courbe représen-
tative de f, I’arc de courbe joignant A a B est situé en dessous de la corde de f joignant
A a B. Cette propriété s’exprime naturellement & ’aide d’une inégalité, a savoir :

La fonction logy est concave sur R*.

0
VA €[0,1], V(z,y) € Ry x R%, logy (Az+ (1 — N)y) = X logy(x) + (1 — A) logy(y)

« A l'aide de cette définition, il est d’ailleurs simple de démontrer que la fonction log,
hérite du caractére concave de In.

Pour ce faire, considérons A € [0,1] et (z,y) € R x R%. On a alors :

logy (A + (1= N)y) > Xlogy(x) + (1 — ) logy(y)

In(Az+ (1-N)y) In(z) In(y)
n(2) e T NNe)
& In(Az+(1-XNy) = An(z)+ (1 —N)In(y) (car In(2) > 0)

On démontre ainsi :

La fonction log, est concave sur R} <« La fonction In est concave sur R
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2. Soit X une variable aléatoire réelle & densité, et soit f une densité de X. On appelle support de f
I'ensemble I = {z € R | f(z) > 0}, et on suppose que I est un intervalle de R d’extrémités a et b
(a < b, a et b finis ou infinis). L’entropie différentielle de X est, sous réserve d’existence, le réel :

b
B(X) = - / f(@) log, (f(x) da

Montrer : h(X) = —E(log2 (f(X)))

Commentaire .

» Dans cet énoncé, on définit la notion de support d’une fonction f. Par définition, le support
de f est I'ensemble des réels x pour lesquels f(z) est strictement positive. L’énoncé fait
I’hypothése que le support de la fonction f étudiée est un intervalle. Rappelons qu’un
intervalle est un ensemble qui s’écrit sous la forme |a, b], ]a, b], [a, b] ou [a, b], avec a et b des
réels finis ou infinis. Ces notations englobent donc les cas | — 0o, +00[, | — 00,b], [a, +00].

« La fonction f introduite dans cette question est une densité d’une v.a.r. X. Par définition,
une densité est une fonction positive sur R. On en conclut donc que la fonction f est nulle
en dehors de son support. En effet, si x ¢ I alors f(x) % 0. Autrement dit : f(z) < 0.

Et comme f(z) > 0, on en déduit : f(x) = 0.
Ainsi, si I est un intervalle d’extrémités a et b, on a en particulier :

/:o F(t) dt = /ab £(t) dt

car f est nulle en dehors de I. On met ici en avant I'un des intéréts de la notion de
support d’une densité f : cela permet de restreindre 'intervalle d’intégration. C’est pour
ces considérations d’intervalle d’intégration que 1’énoncé introduit la notion de support
d’une fonction (cette notion n’est pas développée dans le programme officiel ECE).

o Il est & noter que si f est une densité d’une v.a.r. X alors tout fonction f obtenue en
modifiant un nombre fini de valeurs de f par des valeurs positives est toujours une densité
de X. Par exemple, les fonctions :

) siz=-1
f:gm—){ 0 siz <0 o« o 0 siz€]—o0,—1[U]—-1,0[
Ae ™™ siz >0 Xe ™ iz e [0,3[ U]3,+o0]
0 siz =3

sont deux densités différentes de toute v.a.r. X suivant la loi £ (A) (ou A > 0). On constate
que ces deux fonctions ont des supports différents :

f a pour support [0,4+00] et f a pour support {—1}U[0,3[ U |3, +o0]

C’est bien dommage : si toutes les densités de X admettaient le méme support, cet ensemble
pourrait définir la notion de support de la v.a.r. X.

o La notion de support d’'une v.a.r. X admettant une densité fx est en fait un peu plus
technique & définir. Il s’agit de I’ensemble des points au voisinage desquels la fonction fx
n’est pas identiquement nulle. Autrement dit, un point = est dans Supp(X) (le support
de la v.axr. X) §'il n'existe pas de réel @ > 0 qui permettrait de vérifier la propriété :
Vt € Jx —a,x + af, f(t) = 0. Cette définition ne dépend pas de la densité fx étudiée. Si on
reprend lexemple précédent (X < € (N)), on obtient : Supp(X) = [0, +oo].
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Démonstration.
« Considérons la fonction g : z — log, (f()).
La fonction g est continue sur I sauf (éventuellement) en un nombre fini de points car elle est la
composée g = logyof oul :
x f est:
— continue sur I sauf (éventuellement) en un nombre fini de points,
— telle que : f(I) C ]0,+o0].

x logy est continue sur |0, +o00].

La fonction g est continue sur I sauf (éventuellement) en un nombre fini de points.

« Par théoréme de transfert, la v.a.r. g(X) = log, (f(X)) admet une espérance si et seulement si

b
I'intégrale / g(z) f(x) dx est absolument convergente.
a

Ainsi, sous réserve de convergence absolue :

b b b
E(g(X)) = / o(x) f(z) dz = / log, (f(2)) f(x) dz = / f(z) logy (f(x)) da

Finalement, sous réserve de convergence absolue :

b
Wx) = = [ f(e) oy (7(0)) do = ~E(log, (())).

Commentaire

« On peut noter que la fonction g : =z +— logy ( f(x)) est définie sur lintervalle I, sup-
port de la fonction f. On ne peut donc pas, en toute rigueur, considérer l'intégrale :

+oo
/ f(x) log, (f(:v)) dz. L’introduction de la notion de support permet d’éviter I’écriture
—0o0
de cette intégrale.

« Ce n'est pas parce que la fonction z — f(x) log, (f(z)) est définie sur I'intervalle I que I'on

b
peut en conclure que 'intégrale / f(x) log, (f(m)) dz est bien définie ! On dit que 'intégrale

b
/ f(x) logy (f(x)) da est bien définie (ou existe) si la fonction z — f(z) logy (f(z)) est

1
continue (par morceaux) sur le segment [a,b]. Si ce n'est pas le cas, on a affaire & une
intégrale généralisée (ou impropre) et il convient alors de déterminer la nature (convergence /
divergence) de cette intégrale.

O

\.

3. Soit X une variable aléatoire de densité f de support I, intervalle de R d’extrémités a et b. On
suppose que X admet une entropie différentielle.

a) Soit ¢ un réel, et soit Y la variable aléatoire définie par ¥ = c+ X.

(i) Déterminer une densité de Y.

Démonstration.

e Lav.ar. Y =c+ X est une transformée affine de la v.a.r. & densité X.
On en conclut que la v.a.r. Y est une v.a.r. & densité.
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o De plus, d’aprés le cours, la fonction :

fY3x’_>ﬁ|fX<$Ic>

est une densité de Y.

La fonction fy : z +— fx(x — ¢) est une densité de Y.

Commentaire

o On utilise dans cette question le résultat suivant.
Soit X une v.a.r. & densité. On note fx une densité de X.
Soient o # 0 et 8 deux réels. On note Y = a X + f (c’est une transformée affine de X).

Alors Y = aX + 8 est une v.a.r. & densité.

De plus, la fonction :
1 T —
fy o — fx z_F
ol o

On utilise ici ce résultat avec a =1 et 8 = c.

« Il n’est pas nécessaire de connaitre ce résultat par coeur. Ce qui importe c’est de savoir le
retrouver rapidement. On peut d’ailleurs mener toute I’étude au brouillon et conserver la
rédaction détaillée ci-dessus. Rappelons les différentes étapes permettant d’obtenir une densité
fy delavar Y.

« Déterminons tout d’abord la fonction de répartition de la v.a.r. Y.
Soit z € R.

Fy(z) = B(Y <)) = Ple+ X <)) = P(X <e—d) = Fx(z—0)

Finalement : Fy : z — Fx(z — ¢).

« La fonction Fy est continue sur R car elle est la composée Fy = Fx o g1 ol :
x g1 1T+ x —cest:
- continue sur R,

- telle que : g1 (R) C R.
x Fx est continue sur R, car X est une v.a.r. & densité.

« La fonction Fy est de classe C! sur R sauf (éventuellement) en un nombre fini de points avec
des arguments similaires a ceux de la continuité sur R.

On en déduit que Y est une v.a.r. & densité.

o Pour déterminer une densité fy de Y, on dérive la fonction Fy en les points ou elle est de
classe C!. Soit = € R.

x Si Fx est de classe C en z :

fr(@) = Fy(z) = (Fxoq)(z) = (Fyog)(x) x gi(z)
= Fg((gl(m)) x1 = Fy(x—c) = f(z—c)

x Si Fx n’est pas de classe C! en z, on choisit : fy(z) = f(z — c).

‘ Finalement : fy : x — f(x — ¢).
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Commentaire .

On peut détailler le dernier point précédent concernant les points ot F'x est de classe C'.
« Si Fx est de classe C! sur R, alors la fonction Fy est également de classe C! sur R en tant
composée Fy = Fx o g1 (méme démonstration que la continuité de Fy sur R).

« Si Fx n’est pas de classe C! sur R tout en entier, on peut déterminer plus précisément les
points ot la fonction Fy n’est pas de classe C!.

« Comme X est une v.a.r. a densité, sa fonction de répartition Fx est de classe C!' sur R
sauf en un nombre fini de points. Notons {z1,...,z,} 'ensemble des points ot la fonction
Fx n'est pas de classe C.

x Comme Fy : x — Fx(z — ¢), on en déduit que la fonction Fy est de classe C! sur R sauf
enxy+¢ ...,y +cC 0

\. J

(i) Justifier 'existence de entropie différentielle h(Y'), et la déterminer en fonction de h(X).

Démonstration.

o Commencons tout d’abord par déterminer le support de fy.
Soit z € R.

x est un élément du support de fy
fy(.CU) >0
fx(x—¢c)>0

x — c est un élément de I (intervalle d’extrémités a et b), support de fx

SO

x est un élément de J, intervalle d’extrémités a + c et b+ ¢

Commentaire

Pour bien comprendre la derniére étape, on peut remarquer :

a<zr—c<b & at+c<z<b+ec

Ainsi, fy a pour support un intervalle J d’extrémités a + c et b+ c.

« Etudions maintenant l’entropie différentielle de Y.

La v.a.r. Y admet une entropie différentielle

b+c
< L’intégrale / fy(z) logy (fy(z)) dx est convergente (d’apres 1’énoncé)
a+c
. be (d’apres la question
< L’intégrale /a+c fx(z —c) logy (fX(x - c)) dx est convergente précédente)

Or, sous réserve de convergence, en posant le changement de variable| uv=x — ¢

b+c b
/ fx(x —c) log,y (fX(m — c)) dr = / fx(u) log, (fX(u)) du

+c
Par hypothése, X admet une entropie différentielle.

b
On en déduit que I'intégrale / fx(u) log, ( fX(u)) du converge. D’aprés ’égalité précédente, il
a
b+c

en est de méme de l'intégrale / fx(z—c) logy (fx(z —c)) dx.
a+c
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« On en conclut enfin :

b+c b
hY) = = [ fv@) log, (r(a)) do = = [ filu) logs (Fx(w)) du = h(X)

+c

La v.a.r. Y = X + ¢ admet une entropie différentielle et h(Y) = h(X).

Commentaire \

On n’a pas détaillé ici le changement de variable qui consiste ici simplement & opérer une
translation. Il faut évidemment connaitre la maniére de procéder que ’on rappelle ci-dessous.

u=xz—c (et doncz=u+c)
— du = dx
ex=a+c = u=(a+c)—c=a

ex=b+c = u=(0b+c)—c=0>

Ce changement de variable est valide car 9 : v — u + ¢ est de classe C! sur I.
\. 1[:]

b) Soit « un réel strictement positif, et soit Z la variable aléatoire définie par Z = o X.

(i) Déterminer une densité de Z.

Démonstration.
e La viar. Z = a X est une transformée affine de la v.a.r. & densité X.
On en conclut que la v.a.r. Z est une v.a.r. & densité.

o De plus, d’aprés le cours, la fonction :
1 z
fzix— — fx (*)

o] 77 e

est une densité de Z.

1
La fonction fz :z — — fx (E) est une densité de Y.
e} Q

Commentaire \

e On utilise de nouveau dans cette question le résultat du cours donnant l’expression d’une
densité d’une transformée affine de la v.a.r. X. Rappelons comment retrouver ce résultat dans
le cas précis de I’énoncé.

« Déterminons la fonction de répartition de la v.a.r. Z.
Soit © € R.

Finalement : Fy : x — Fx (f)
«
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Commentaire

« La fonction Fz est continue sur R car elle est la composée Fz = F'x o go de fonctions continues
sur R (avec go : ¢ — ).

« La fonction Fz est de classe C! sur R sauf (éventuellement) en un nombre fini de points avec
des arguments similaires a ceux de la continuité sur R.

e Pour déterminer une densité fz de Z, on dérive la fonction F; en les points ot elle est de
classe C!. Soit = € R.

« Si Fx est de classe C! en z :

fz(z) = Fz(z) = (Fxog)(z) = (Fxog2)(z) x g5(z)
= Al g = () = 5 ()

1
« Si Fy west pas de classe ! en z, on choisit : fz(z) = — f (% ).

1
Finalement : fz : x — — f <£>
o! e!

\.

(i) Justifier I'existence de I'entropie différentielle h(Z), et la déterminer en fonction de h(X).

Démonstration.

« Commencons tout d’abord par déterminer le support de fz.
Soit z € R.

x est un élément du support de fz

& fz(x) >0
o La(2)s
& fX(§)>O (car a>0)

x . .
& — est un élément de I (intervalle d’extrémités a et b), support de fx
o

< x est un élément de J, intervalle d’extrémités aca et ab

Commentaire

Pour bien comprendre la derniére étape, on peut remarquer, comme o > 0 :

z
a<—<b & aa<z<ab
o

Ainsi, fz a pour support un intervalle J d’extrémités aa et ab.

« Etudions maintenant 1’entropie différentielle de Y.

La v.a.r. Z admet une entropie différentielle

ab
< L’intégrale / fz(z) logy (fz(z)) dx est convergente (d’apres l’énoncé)
aa
ab ) N .
i 1 T 1 T (d’apres la question
< L’intégrale /aa o fx <&> log, (a fx (E>) dx est convergente précédente)
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Sous réserve de convergence, on pose le changement de variable | u =

I8

u=2% (et donc x = au)

1

> du=—dr etdonc dr=adu
«

ez=aa = u=°%=a

ez=ab = u:%b:

Ce changement de variable est valide car v : u +— au est de classe C! sur 1.
On obtient :

/a(:b éfx (2) log, (é Ix (2)) dr — /ab éfX(U) log, (; fX(u)> o du

Démontrons la convergence de cette derniére intégrale.
Tout d’abord, pour tout v € I :

log, (i fX(U)> = logy (;) +logy (fx (w))
n (3)

— () + logy (fx (w))

- —11?18 +logy (fx () = logy (fx(u)) —logy(a)

On en déduit, pour tout u € I : fx(u) log, (; fX(u)> = fx(u) logy (fx(u)) — fx(u) logy(c).

Or :

b
x l'intégrale / fx(u) logy ( fx (u)) du est convergente car X admet une entropie différentielle,
a

b

x l'intégrale fx(u) du est convergente car fx est une densité de X, nulle en dehors de I.
Ainsi : ¢
b 400
/ fx(u) du = / fx(u)du =1
a —00

b
1
On en déduit que l'intégrale / fx(u) log, < fX(u)> du est convergente.
“ a

La v.a.r. Z admet donc une entropie différentielle.

e De plus:

w2y = =[x toss (2 e aw

b b
= - / fx(u) logy (fx(u)) du+logy(a) / fx(u) du = h(X) +logy(a)

Finalement : h(Z) = h(X) + logy(a).
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Commentaire .

o Le but de la question 3. est d’étudier comment se comporte la notion d’entropie diffé-
rentielle vis & vis de la transformation affine. On opére en deux temps :

x on étudie d’abord la v.a.r. Y = X + ¢ (translatée de la v.a.r. X),

x on étudie ensuite la v.a.r. Z = o X (obtenue par homothétie & partir de la v.a.r. X).

e On peut déduire de ces deux étapes que si X est une v.a.r. & densité admettant une
entropie différentielle, alors, toute v.a.r. T'= aX + 5 (ou a > 0 et § € R) admet une
entropie différentielle. En effet :

x a X admet une entropie différentielle car X en admet une (d’aprés la question 8.b)),
x a X+ = (aX)+ [ admet une entropie différentielle car aw X est une v.a.r. a densité
qui en admet une (d’aprés la question 3.a)).

De plus :
h(T) = h(aX+ ,3)
= (e X)+5)
= h(a ) (d’apres la question 8.a)

= h(X) +logy(e)

haX +B) = h(X) + logy () a

\. J

4. On détermine dans cette question I'entropie différentielle de quelques variables aléatoires suivant
des lois classiques.

a) Soit a > 0. On considére X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, a].

(i) Donner une densité de X.

Démonstration.

sixz € ]—o00,0]

Une densité f de X est : f:xz — si x € [0, al

S Q= O

si z € |a, +o0] O

Commentaire

« Une bonne connaissance du cours est une condition sine qua non de réussite au concours.
En effet, on trouve dans toutes les épreuves de mathématiques (méme pour les écoles les
plus prestigieuses), des questions d’application directe du cours. C’est le cas en particulier
de cette question qui nécessite simplement de connaitre la loi uniforme.

« On trouve parfois la présentation plus compacte :

IR
— siz €][0,d]

frxm—m ¢ a
0 sinon

Il faut faire attention avec ce type de présentation qui introduit une dissymétrie qui n’a

pas lieu d’étre entre fonction de répartition définie a I’aide de trois cas (nulle sur | — oo, 0]
et constante égale a 1 sur Ja,+oo[) et la densité f choisie.

10
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(i) Justifier 'existence de I'entropie différentielle h(X), et la déterminer.

Démonstration.

« On commence par remarquer que, par définition de f, son support I est U'intervalle [0, a].
Alors, d’aprés la définition de I’entropie, X admet une entropie différentielle si et seulement si

a
lintégrale / f(x) logy (f(x)) dx est convergente.
0

« Or la fonction @ — f(z) log, (f(x)) est continue par morceaux sur le segment [0, a].

On en déduit que l'intégrale / f(x) log, (f(x)) dx converge.
0

Ainsi, la v.a.r. X admet une entropie différentielle.

e De plus :
WX = = [ S (f@) d
B “ 1 1 (par définition de f
— —/0 . logy <a> dx sur [0, a])
-1 1 “
= — log, (a) /0 1dx
= logla) o]

h(X) = logy(a)

O
(iit) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que h(X) > 0.
Démonstration.
D’aprés la question précédente :
h(X)>0 < logy(a)>0
In(a)
=
In(2)
< In(a) >0 (car In(2) > 0)
o a>1 (par stricte croissance de la
fonction exp sur R)
hM(X)>0 & a>1 -

11
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b) On considére Y une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Montrer que Y admet une

Commentaire

1
entropie différentielle et : A(Y) = 3 logy (2me).

Démonstration.
1 1,2
e Une densité de Y est : fy : & — e 2"
f V21
Le support de la fonction fy est Uintervalle I = | — oo, +00].

e Soit z € R.

logy (fy(z)) = logy (\/12?65952)
( 1

_ 12 (d’apres la
= log 271') +log, (e ’ ) question 1.a))
_1 z?
_ ln(\/ﬂ>+ln<e2 >
In(2) In(2)
~ —3 In(2m) N —1 2
B In(2) In(2)

1
= 5w W T 3 logy(27) — ——

En particulier :

« Formellement, cette égalité (x) est obtenue en remplacant x par Y dans l'égalité pré-
cédente. Mais c’est plus subtil qu’il n’y parait. Pour le comprendre, il faut revenir a la
définition d’une transformée g(Y) d’une v.a.r. Y. Rappelons que si g : Y(£2) — R alors

on utilise la notation g(Y') pour désigner goY. Autrement dit, g(Y') est la v.a.r. définie par :
gy) : @ —- R

w = g(Y(w))

Ainsi, la v.a.r. logy (fy (Y)) n’est autre que Papplication w +— log, (fy (Y (w))). Ainsi, pour
démontrer (*), il faut pouvoir remplacer x par Y (w) pour tout w € Q. Cela ne revét aucune
difficulté ici car x est supposé étre un réel quelconque.

o Mais cela peut étre plus délicat. Par exemple, en question 4.a), on a introduit une densité
f de la loi normale sur [0, a] et on a démontré, pour tout = € [0,a] :

logy (f(x)) = —log,(a)

On ne peut pour autant en conclure : logy (f(X)) = —logy(a). En effet, on réalise ici
une hypotheése forte : 1’égalité initiale n’est démontrée que pour z € [0,a]. De ce fait,
I'égalité log, (f(X(w))) = —logy(a) n’est vérifice que si w est tel que : X(w) € [0,qa).
C’est le cas si l'on suppose que X est a valeurs dans [0,a] (on a alors : Yw €
X(w) € [0,al]). Or, dans I’énoncé, on ne fait jamais une telle supposition. On touche ici
une ambiguité classique en Probabilités. On ne sait pas (si I’énoncé ne le précise pas)
que X est a valeurs dans [0, a] mais on sait que cette propriété est vérifiée avec probabilité 1 :
P(0<X <d]) =1
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Commentaire \

« Dans le point précédent, il est & noter que sans hypothése X (2) = [0,a] la v.a.r.
logs ( fx )) n’est pas bien définie mais est seulement presque stirement bien définie.
Dans certains sujets, ’ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére
une v.a.r. a valeurs strictement positives » par exemple).

Si ce n’est pas le cas, si X est une v.a.r. de densité fx, on pourra agir comme suit :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer a ’ensemble image donné en cours.
Par exemple, si X < U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U(]0,1]), on considére : X(Q2) = [0,1]. »

x si X ne suit pas une loi usuelle, on étudie 'ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) = 1. »

En réalité, il serait plus judicieux de considérer le support de X plutét que le support
de fx. Il est fréquent que ces deux supports coincident (I’exemple de la densité fen
remarque de la question 3. est donné & titre pédagogique mais il n’y a pas de raison
qu’un énoncé considére une construction aussi tordue).

En décrétant la valeur de X (), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de I’énoncé. Cette audace permet de travailler avec
un ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (’en-
semble image étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple,
s’obtient par une disjonction de cas) ou de résoudre certains problémes de définitions.

\. J

e Comme Y < N (0,1), Y admet un moment d’ordre 2.
Autrement dit, la v.a.r. Y2 admet une espérance et il en est de méme de la v.a.r. log, (fy (Y)),
transformée affine de la v.a.r. Y2 (d’aprés 1'égalité (x)).

On en conclut, d’aprés la question 2., que la v.a.r. Y admet une entropie différentielle.

e De plus :

ny) = ~E(log (fy(Y)))
= —FE (—; logy(27) — 21];(2) Y2>

_ <_E (; 10g2(27r)> B 215(2) & (W)) (par linéarité

de l’espérance)

1
= 5 log, (27) +

Or, d’aprés la formule de Keenig-Huygens : V(Y) = E (Y?) — (IE(Y))2

E(Y?) = V(¥)+(E(Y)

13
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« Finalement :

hY) = g logy(2n) +

(oo + 1)

<log2(2ﬂ') + }28)

(108 (2m) +logy(e) = 5 logy(2me)

DO =

N | = N =

1
On a bien : h(Y) = 5 logy(2me).

Commentaire

« On a utilisé dans cette question la caractérisation de h(Y) a 'aide de ’espérance.
Il était aussi possible de procéder par étude d’intégrales.

o Plus précisément, la v.a.r. Y admet une entropie différentielle si et seulement si I'intégrale

+o0
/ fy (x) logy (fy () da est convergente. Or, pour tout z € R :

—00

1
fy(x) logy (fy(x)) = —5 logs(2m) fr(2) — gy @* fr (@)
o On sait que :
+oo
x l'intégrale / fy(z) dz est convergente car fy est une densiteé.
g
De plus : / fy(z) de = 1.
—00
+o00
x l'intégrale / 2% fy(x) dx est convergente car la v.a.r. Y admet un moment d’ordre 2.
=
De plus : / 2 fy(z) dz = E(Y?) =1.
—00
+oo
Ainsi, I'intégrale / fy (z) logy (fy(x)) da est convergente.
—o0

« Enfin :

“+oo
hr) = = [ (=] lomm) frle) - g (@) da

+o0 +oo
logs(2) [ fv(o) e | e i

DN | =

1 1 1
= 3 log,(2m) x 1 4+ 2n(2) x1 = 5 log,(2me)

« Profitons enfin de cette remarque pour mettre en avant un point de calcul effectué dans
1 In(e) ~ logy(¢)
m2)  In(2) e 0

cette question, a savoir :
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c¢) On considére Z une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A (A > 0). Justifier
I'existence de l'entropie différentielle h(Z) et la déterminer.

Démonstration.
e Une densité de Z est :

0 size]—o00,0]
fz 1z
Ae ™ six € [0, +o00]

Le support de la fonction f7 est l'intervalle I = [0, 4o0].

+o0
Ainsi, la v.a.r. Z admet une entropie différentielle si et seulement si 'intégrale / fz(z) logy (fz(x)) da
0
est convergente.

« Soit z € [0, +o0].

log, (fz(x)) = log, ()\e_’\x)

B g (d’apres la
= logy (A) + log, (e7*) question 1.a))
In (e_MC)
= 1 A
OgQ( )+ 11,1(2)
-Azx
= logy(N) + n(2)
A
= logy(N) M) *
Ainsi : \
o) o8, (12(2) = (o) (om0 - 2 2
= loga(N) f2(r) — o @ f(a)
. Or,
400
x l'intégrale fz(x) dx est convergente car fz est une densité. De plus, comme fz est

0
nulle en dehors de [0, 00| :
+oo +o0
/ fz(z) doz = / fz(z)der =1
0 —00

+oo
x l'intégrale x fz(x) dx est convergente car la v.a.r. Z admet une espérance.

0
De plus, toujours comme fz est nulle en dehors de [0, +o0] :

—00

+00 +oo
/0 z fz(x) de = / z fz(x) de = E(Z) = %

+oo
o On en déduit que l'intégrale / fz(x) logy (fZ(:U)) dx est convergente en tant que combi-

0
naison linéaire d’intégrales convergentes.

Ainsi, la v.a.r. Z admet une entropie différentielle.
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e De plus :

h(Z)

+o0o
_— /0 f2() logy (f2(x)) de

A (d’apres les calculs
v 1z () dv précédents)

+oo
= — logy(A) fz(z) — — ==
| om0 fo0) - 5
too (par linéarité de l’intégrale,
/ x fz(z) dx car les intégrales en présence
0 sont convergentes)

+oo
= —lomO) [ o) o+

= —logy(A) x 1+

i
m2) X

= —logy () + logy(e)

D’aprés la question 1.a), on obtient : h(Z) = logy (;)

Commentaire \

« On a démontré que pour tout = € [0, +oo[ : logy (fz(z)) = logy(\) —

A
— =
In(2)
Comme on I’a dit en remarque précédente, cela ne permet pas, de maniére rigoureuse, de
conclure :

logy (£2(2)) = logs(A) — ln?Q) z

Pour pouvoir le faire, il faudrait savoir : Z(€2) C [0, +o0].
Cela signifie : Yw € Q, Z(w) € [0, +o0[. Si c’est le cas, on peut écrire, pour tout w € € :

A
logy (12(2())) = loga) = 1755 7()
o Il est possible de rédiger comme suit.
Dans la suite, on considére Z(Q2) C [0, +o0[. Ainsi :
logy (fZ(Z)) = logy(A) — a Z
In(2)

La v.a.r. logsy (fZ(Z)) admet une espérance en tant que transformée affine de la v.a.r. Z
qui admet une espérance. On en déduit que Z admet une entropie différentielle. De plus :

A
B A (par linéarité
= —E(logy(V) + In(2) E(Z) de l’espérance)
X 1

1 e
= log, (A) + logy(e) = log, (X>
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1
d) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3 Ae Ml (A > 0).
(i) Montrer que f est une densité de probabilité sur R.
Démonstration.
« La fonction z — e 2%l est continue sur R car elle est la composée exp ogs ot :
x g3 :x— —MNz| est :
- continue sur R en tant que produit de fonctions continues sur R,
- telle que : g3(R) C R (en fait on a méme : g3(R) C | — o0, 0]).
x exp est continue sur R.
On en déduit que la fonction f est continue sur R.
« La fonction g3 est définie par cas (si z > 0, alors |x| = x et si < 0 alors |z| = —z).

\.

Le réflexe pour ce type de fonctions est d’étudier la continuité sur les intervalles ouverts
(] —00,0[ et ]0,+00]). Ce n’est pas nécessaire ici puisque la fonction valeur absolue est une
fonction usuelle dont on sait qu’elle est continue sur R en entier.

La fonction exp est continue sur R tout en entier. Ainsi, la détermination précise de I’ensemble
93(R) a peu d’importance dans la rédaction ci-dessus. Le domaine de continuité de g3 donne
le domaine de continuité de la fonction exp.

Afin de permettre une bonne compréhension de ce point, on a rédigé en détails la continuité
de la composée. Mais lorsque les deux fonctions en présence (exp et g3 ici) sont continues
sur R tout en entier, on peut se contenter de la rédaction plus succincte suivante :

« La fonction f est continue sur R comme composée de deux fonctions continues sur R »

De maniére générale, il n’est pas nécessaire de rédiger aussi précisément les questions portant
sur la régularité de fonctions. Il est conseillé :

x de rédiger trés proprement la régularité d’une fonction pour les questions que l'on traite
en premier. On démontre ainsi au correcteur sa capacité a rédiger ce type de questions.

x de rédiger trés proprement la régularité lorsqu’il s’agit du cceur de la question (« Démontrer
que la fonction est continue / de classe C! sur ... »

Dans les autres cas, on pourra se contenter d’écrire que la fonction f est continue sur J
(intervalle & déterminer) car elle est la composée de fonctions continues sur les intervalles
adéquats. Evidemment, cela n’apportera pas de point si 'intervalle J n’est pas le bon.

o Soit x € R.
Comme A > 0 et e N > 0, on obtient : f(x) > 0.

Ve eR, f(x) >0

“+o00

« Montrons que l'intégrale / f(z) dx converge et vaut 1.

x Tout d’abord, l’intégrale/

+o00 0 +o0
f(x) dz converge si et seulement si / f(x)dz et / f(x) dz
—00 0

—00

convergent.
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x Soit B € [0, 4o00].

B B 1
/ flz)de = / ~ xe Al gy
0 0o 2
B
= 5 /0 Ne N dx
B
= 5 /0 fz(x) dx
+00

1 Feo 1
R LR O

—0o0

—_

—_

“+o0o
Le passage a la limite est justifié par le fait que l'intégrale / fz(x) dx est convergente car
0

fz est une densité de probabilité.

+o0 1
On en déduit que l'intégrale / f(z) dx est convergente et vaut 5
0

Commentaire .

« Il est conseillé de savoir repérer les intégrales usuelles issues du chapitre Probabilités. Cela
permet souvent de simplifier les calculs et ainsi de gagner un temps précieux. Pour cela, il
est nécessaire de maitriser les définitions des lois usuelles & densités. Par exemple :

x les moments d’ordre 0, 1 et 2 des lois exponentielles permettent d’obtenir :

oo -z oo -z 1 oo 2 —Ax 1 1
/0 Ae =1, /0 Aze =3 /0 Ax“e :F+X

x les moments d’ordre 0, 1 et 2 de la loi normale centrée réduite permet d’obtenir :
+oo +oo +o0 1
/ e 20 da;:\/27r,/ re 2 dxr =0, e 2P dr=14+0=1
—00 —o0 —oo V2T
De plus, a I’aide de la parité des intégrandes, on peut aussi démontrer :
+00 \/ +o0
/ e 2% dy = van , / 22e 2 dy = L
0 2 0 2
« Pour cette question, il était aussi possible de réaliser le calcul (fort simple) suivant :

B

B 1 B 1
d - A Az der = = AT
/O fle) d 2 A ¢ ! 2 [ ¢ L

o Remarquons que la fonction f est paire.
Soit x € R, alors —z € R.

_ 1 —\B
= 5( e +1)Bjoo§

\.

flea) = 3 Ae M = Do el = pa)
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o
o La fonction f est paire. Or l'intégrale / f(x) dzx est convergente.
0

0
On en déduit que l'intégrale / f(x) dz est convergente et :
—00

/_(; f(z) de = /0+<>0 f(z) dx

Commentaire

Rappelons que ce point se démontre & ’aide du changement de variable | u = —x
u= —z (donc z = —u)
—du=—dxr et dr=—du
e I =—00 = U=+

ex=0 = u=0

Ce changement de variable est valide car 9 : u +— —u est C' sur [0, +oo[. On obtient :

0 0 0 +00
[ t@is = [ goea) = - [ g = [ fw
—0o0 +o00 +o00 0
\ +m
o On en conclut que I'intégrale / f(x) dz est convergente. De plus :
400 0 400 1
/ f(x)dx:/ f(x)dx—i—/ fa)de =25 =1
N o0 0
+o0o +00
L’intégrale / f(x) dz converge. De plus : / flx)de = 1.

On en déduit que la fonction f est une densité de probabilité.

O

(i) Soit W une variable aléatoire de densité f. Justifier I'existence de I’entropie différentielle h (1)
et la déterminer.

Démonstration.
« Par définition de la fonction f, son support est | — 0o, +00].
e Soit x € R.

logy (f(x)) = log, (;Aew>

= —logy(2) +logy () + logs (e_/\lxl) gi;ﬁ;’s; lla.a))
= —1+logy(\) + lnEEE;Ix) SCZ;:Z? 21(?;3)) -
= —1+logy(\) — A |z
In(2)
En particulier :
logy (f(W)) = —1+1logy(N) — a Wi

In(2)
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o Lav.ar. log, (f(W)) est une transformée affine de la v.a.r. [W].

Ainsi, la v.a.r. logy (f(W)) admet une espérance si et seulement si la v.a.r. [IW| en admet une.

+oo
o La v.a.r. |IW| admet une espérance si et seulement si 'intégrale / |z| f(z) dx est convergente.
—0o0

+oo
x Démontrons tout d’abord que I'intégrale / |z| f(z) dz est convergente.
0

x La fonction x — |x| f(x) est continue sur [0, +00[ en tant que produit de fonctions continues
sur [0, +o00[. Soit B € [0, +00].
B
/ z Ae M du
0

/ 7 el f2) de =

B
- /0 r fz(x) do (car Z — E(N))

N =

N[

Or la v.a.r. Z admet une espérance. Ainsi, avec le méme raisonnement qu’en question 4.c), on

+o0
en déduit que l'intégrale / x fz(x) dx est convergente et :
0

+o0 1
/0 x fz(x) de = E(Z) = X

+00 +oo
Finalement, l'intégrale / |z| f(z) dx est convergente et : / |z| f(x) doe =
0 0

N =
> =

x Remarquons que la fonction h : z — |z| f(x) est paire.
Soit = € R, alors —z € R.

1 1
h(-z) = |—alx 3 Ae M=l = g X 5 Ae Mol = ()

o0
La fonction h est paire. Or l'intégrale / h(z) dz est convergente.
0

0
On en déduit que l'intégrale / h(z) dzx est convergente et :
—00
0 +o00
/ h(z) de = / h(zx) dz
—00 0
+oo
On en conclut que l'intégrale / h(zx) dx est convergente. De plus :
— 0o

+o00 0 +o00 1 1
/Oo h(:[;)dx:/ooh(x)da:—i—/o h(gc)dgg:zﬂ:X

Finalement, la v.a.r. |[IW| admet une espérance et ainsi la v.a.r. log, (f(W)) en admet aussi une.
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e On en conclut que W admet une entropie différentielle. De plus :

W) = —E(log, (£(W)))

- _E (1 + logy(A) — 1n/(\2) |W|>

B A (par linéarité

= E) —E(logy(V)) + In(2) E(Iw1) de lespérance)
X 1

- 1_-1 2+

1
= 1—1logy(A) +logy(e) = 1+ log, (/\) + logs(e)

Finalement, on obtient : h(W) = 1 + log, (;)

Commentaire

Dans cette question, on étudie une loi classique mais hors programme. Plus précisément,
la v.a.r. W suit la loi de Laplace de paramétre (0,1). L’étude de cette loi est fréquente
aux concours. On pourra par exemple regarder I’épreuve ESSEC-I 2017 pour une étude
plus détaillée de cette loi.

5. On dit qu'un couple (X,Y) de variables aléatoires est un couple gaussien centré si, pour tout
(a,8) € R?, a X + BY est une variable de loi normale centrée, c’est-a-dire qu’il existe v € R et
une variable aléatoire Z de loi normale centrée réduite tels que a X + Y a méme loi que v Z. On
considére un tel couple (X,Y) et on noté o2 la variance de X. On suppose : o2 > 0.

a) Montrer que X suit une loi normale centrée.

Démonstration.
Comme (X,Y) est un couple gaussien centré, alors pour tout (a,3) € R?, o X + BY suit une
loi normale centrée. En particulier, la v.a.r. 1- X +0-Y = X suit une loi normale centrée.

De plus, d’aprés I'énoncé : V(X) = o2.

Finalement : X — A/ (0,02).

b) Calculer h(X).

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, X est une v.a.r. de loi normale centrée (X — N (0, 02)).
Il existe donc y € R et Z € N (0,1) tels que X a méme loi que vZ. On a ainsi :

V(X) = V(v2) = ¥ V(2) =

0.2

Finalement, X suit la méme loi que la v.a.r. ¢ Z, ou : Z < N (0,1).

o De plus, d’aprés la question 4.b), la v.a.r. Z admet une entropie différentielle et :

WZz) = % log,(2r¢)
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« Enfin, d’aprés la question 3.b) (%) :

\

Commentaire

« Rappelons que les lois normales sont stables par transformation affine. Plus précisément :

x la v.a.r. X admet une entropie différentielle,

x on obtient de plus :

1 1 1
h(X) = h(Z) +10g2(0') = 5 ].0g(27Te) + 5 10g2(0'2) = 5 10g2(27'r60'2)

1
h(X) = 5 log, (2T e 0?)

X<—>N(m,02) & aX+b<—>N(am+b,a202)

« En particulier : Z < N (0,1) & 0Z < N (0,0?).

Ainsi, si X < N (0,0?) alors X a méme loi que o Z ot Z < N (0, 1). B

¢) On suppose désormais que X et Y suivent la méme loi normale centrée de variance o et on admet
que les propriétés de 'espérance des variables discrétes se généralisent aux variables aléatoires

quelconques.
(i) Montrer que E(XY") existe.

Commentaire

Démonstration.
Les v.a.r. X et Y suivent une loi normale.
Elles admettent donc chacune un moment d’ordre 2.

On en déduit que la v.a.r. XY admet une espérance.

« On rappelle que, dans le cas général, la v.a.r. produit XY admet une espérance si les
v.a.r. X et Y admettent un moment d’ordre 2.

e On peut se demander d’ou provient cette hypothése liée aux moments d’ordre 2.
Elle est issue d’un théoréme de domination. Détaillons ce point.
Remarquons tout d’abord : (X —Y)2 > 0.
On en déduit : X2 —2XY +Y2>0.

1 1
Et, en réordonnant:XY<§X2+§Y2. Ou encore :
L o 100
0 < |XY| < §X +§Y

Comme X et Y admettent un moment d’ordre 2, la v.a.r. % X? + % Y? admet une
espérance comme combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

Ainsi, par théoréme de domination (présenté seulement dans le programme ECS), la
v.a.r. |XY| admet une espérance. Il en est de méme de la v.a.r. XY. ]

J
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(43) Montrer de plus, pour tout réel A : XE (Y?) + 2AE(XY) + E (X?) > 0.
Démonstration.
Soit A € R.

(par linéarité de
Uespérance)

AE(Y2) + 20E(XY) +E(X2) = E(A2Y24+2\XY + X?)
= E((\Y +X)?)

Or: \Y +X)2>0.
Ainsi, par croissance de I'espérance : E((AY +X )2> > 0.

On en déduit : N2 E(Y?) + 20AE(XY) + E(X?) > 0.

Commentaire \

On prétera attention a la différence de nature des deux inégalités citées plus haut :

« linégalité (A\Y + X)? > 0 est une inégalité entre variables aléatoires, c’est-a-dire
entre applications de {2 dans R. En particulier, le membre droit « 0 » est ici la variable
aléatoire constante égale a 0. Cette inégalité signifie :

VweQ, AWY +X)2(w)=0\Y(w) +Xw)2=0

Cette derniére inégalité est par contre une comparaison entre réels.

x l'inégalité E(()\Y + X)2> > 0 est une inégalité entre réels.

Ainsi, le membre droit « 0 » est ici tout simplement le réel 0. 0

(i#) En déduire : (E(XY))? < E(X2) E(Y?).

Démonstration.

« La fonction g définie par :
VAER, g(\) = NEY?) + 2 \E(XY) +E(X?)

est une fonction polynomiale de degré 2 en .

« De plus, d’aprés la question précédente : YA € R, g(A) > 0.
Cette fonction polynomiale étant de signe constant, on en déduit que le discriminant du
polynéme associé est négatif. Or :

A = (2E(XY))’ —4E(Y?)E(X?) = 4 ((E(XY))2 CE(Y?) E(X2))

On obtient donc :
A0 & (E(XY))? < E(Y?) E(X?)

Ainsi : (E(XY))? < E(Y2)E(X2). .

Commentaire

On reconnait ici le principe de démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
D’aprés le cours, si X et Y sont des v.a.r. discrétes admettant un moment d’ordre 2 alors :

(Cov(X,Y))? < V(X)V(Y)
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Commentaire

« Rappelons que dans le programme ECE, 'existence de I'espérance d’un produit XY de
v.a.r. est étudiée seulement dans deux cas :

x si les v.ar. X et Y sont discrétes, alors, sous hypothése de convergence absolue, on
sait définir E(XY") (¢f cours sur les couples de v.a.r. ).

x siles v.a.r. X et Y sont indépendantes et admettent toutes deux une espérances alors
la v.a.r. XY admet une espérance donnée par : E(XY) = E(X) E(Y).

Dans cette question, on ne fait pas I'hypothése d’indépendance de X et Y. C’est d’ailleurs
pour cela que I’énoncé précise que « les propriétés de I'espérance des v.a.r. discrétes se
généralisent aux v.a.r. quelconques ». Cela permet d’étudier 'existence de 'espérance
du produit XY méme si X et Y sont a densité.

« En particulier, dans le programme ECE, la notion de covariance de deux v.a.r. X et Y
n’est elle aussi définie que dans le cas de deux v.a.r. discrétes. C’est ce qui explique que
la notation Cov(X,Y’) n’apparaisse pas. Finalement, de maniére assez habile, I'énoncé
permet d’établir le théoréme de Cauchy-Schwarz pour des v.a.r. centrées a densité.
Ce caractére centré (E(X) = 0 et E(Y) = 0) est I'élément qui permet d’établir de
considérer : E(XY') en lieu et place de : E(XY) —E(X)E(Y) = Cov(X,Y).

\.

E(XY)

(iv) On pose p = 5
o

. Montrer : p € [—1,1].

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

2 2 (par stricte croissance
< 2 2
(E(XY)) E(Y?)E & /(E(XY))” < VEXY?)E(X?) de /- sur [0, +00])

& [EXY) < VEX?) VEXD)

e De plus, par formule de Koenig-Huygens :

2
V(X) = EX?) - (E(X))
I I
9 (car X est une
7 0 v.a.r. centrée)
Ainsi : E(X?) = 0% De méme : E(Y?) =
o On en déduit :
E(XY) < VEVD) VEXD & [E(XY)| < Volvo?
& |E(XY)| < o?
E(XY
& | (02 ) <1 (car a% > 0)
E(XY
& ‘ (02 )’ <1 (car % > 0)
< pl
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Commentaire

o On reconnait la notation p utilisée pour définir le coefficient de corrélation linéaire de deux
var XetY.

o Rappelons que si X et Y sont deux v.a.r. discrétes qui admettent chacune un moment
d’ordre 2, alors X et Y admettent un coefficient de corrélation linéaire défini par :
Cov(X,Y E(XY)-E(X)E(Y)
Sy - _CovXY) | E(XY) B

V) VVEY) VX)) YY)

« Plus précisément, on calcule ici p(X,Y’) dans le cas ou X et Y sont deux v.a.r. :

x centrées (dans ce cas : E(XY) —E(X)E(Y) = E(XY)),

« de variance o2.

o Comme dit précédemment, le programme d’ECE ne définit ce coefficient que pour des v.a.r.
discrétes. On peut cependant généraliser cette définition au cas de v.a.r. quelconques. Tout
Pobjectif de la question 5.¢) est de démontrer que 'on conserve les grandes propriétés du
coefficient de corrélation linéaire dans le cas ou les v.a.r. étudiées sont des v.a.r. & densité
centrées.

\ [_] v
(v) Que vaut p si X et Y sont indépendantes ?
Démonstration.
Si les v.a.r. X et Y sont indépendantes, alors :
E(XY) = EX)E(®Y)
_ 0 (car X et'Y sont des
N v.a.r. centrées)
E(XY
Ainsi, si les v.a.r. X et Y sont indépendantes, alors : p = ( 3 ) = 0. O
o

d) On suppose |p| < 1. On appelle entropie jointe du couple (X,Y) le réel :

h(X,Y) = log, (27Teo*2 V1o p2)

(i) A quelle condition h(X,Y) est-elle nulle?

Démonstration.
On a les équivalences suivantes :

hX,Y)=0 < log, (27Tea2ﬂ> = 0
In (27‘(60’2 ﬂ)

In(2)

& 1n<27rea2\/1—p2) =0

=

bijectivité de la
oreo?y/1—p2 = 1 (par ¢
& amea p fonction exp sur R)
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De plus :
1
2rec?\/1—p? =1 & \/1—p2:2 5
Teo
o 1_,2 — 1 2 (par bijectivité de la fonction
7=\ 2reo? x> 2% sur [0, +00[)
1
s pP=1-—
(2mea?)
1

@Ipl=m

1 1
Finalement : A(X,Y) =0 & p¢€ —\/1—, \/1—(2

(27‘(‘60’2) 2

Commentaire \

Cette question est un peu vague :
x demande-t-on une condition nécessaire ? suffisante ? nécessaire et suffisante ?

x demande-t-on une condition sur p ou sur un autre paramétre ?
Sans plus de précisions, on considérera que les termes « nécessaire et suffisante » sont
sous-entendus. On choisit par ailleurs dans ce corrigé de considérer qu’on demande

bien une condition sur le paramétre p.
O
\ v

(i) L'information mutuelle de X et Y est définie par :
I(X,)Y) = h(X)+h(Y)—h(X,Y)
Calculer I(X,Y).

Démonstration.
On calcule :

1 1
= 3 log,(2meo?) + B log, (2m e 0?) — log, (277602 V1-— p2)

= logy(2mea?) — log, <27T€O’2 V11— p2)

(d’apres la
question 5.b))

- _] 27ea” /1 p? (d’apres la
B 082 2707 question 1.a))
= —logy ( I—- ,02)
. 1 2
Finalement : I(X,Y) = —3 logy (1 — p?) -
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(4it) Montrer : I(X,Y) > 0.

Démonstration.
On a la succession d’équivalences suivante :

1 ‘apre ‘
(X,Y)>0 o -3 logy(1 — p?) > 0 (d’apres la question

précédente)
& logy(1-p%) <0
In(1 — p?
& U=r)
In(2)
& In(1-p?)<0 (car In(2) > 0)

(par stricte croissance de la

_ 2 <
e 1=l fonction exp sur R)

& 0<p2

La derniére inégalité est vraie. Ainsi, par équivalence, la premiére inégalité aussi.

Finalement : I(X,Y) > 0.

O
(iv) Quelle est la limite de I(X,Y) quand p tend vers 17
Démonstration.
o D’aprés la question 5.d) (%) :
1 1 In(1 — p?)
I(X,)Y) = ——1 1—p%) = —=
( ’ ) 9 Og2( p ) 9 111(2)
o Tout d’abord, comme lim 1 — p? = 0, alors : lim In(1 — p?) = —oo.
p—1 p—1
C de pl ! <0 btient : lim I(X,Y) =+
omme de plus ———— on obtient : lim = +o0.
mm pu 2 111(2) ’ p—1 ’ 0
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Deuxiéme partie : Généralités sur I’entropie des variables discrétes

Soit A un ensemble fini non vide. On dit que X est une variable aléatoire dont la loi est & support A,
si X est & valeurs dans A et si pour tout z € A : P([X = z]) > 0.

Commentaire

Profitons-en de cette définition pour faire un point sur la notation X (£2).
Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : 2 — R.

Comme la notation le suggere, X (Q2) est 'image de 2 par 'application X.
Ainsi, X (€2) n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(Q) = {X(w)|weQ}
= {zeR|IweQ, X(w)=a}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.

Il est toujours correct d’écrire : X (Q2) C | — oo, +00].

En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire.

Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :

x l’ensemble de valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (1)),

x Densemble {z € R | P([X = z]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, & savoir X est une v.a.r. discréte, cet ensemble
est appelé support de X et est noté Supp(X).

L’énoncé introduit ici la notion de support d’une v.a.r. discréte et le note A de maniére
assez malhabile. Le support d'une v.a.r. X dépend évidemment de la v.a.r. X considéré et
il est préférable de faire apparaitre la dépendance dans la notation choisie.

Si X est une v.a.r. discréte, il est & noter que toute valeur prise par X avec probabilité non
nulle est une valeur prise par X. Autrement dit, on a toujours :

Supp(X) € X(Q)

En effet, si # € Supp(X) alors P([X =] ) # 0. On en déduit : [X = z] # @. Il existe donc
(au moins) un élément w € 2 tel que X (w) = . La v.a.r. X prend donc la valeur x.

La réciproque n’est pas forcément vérifice : X (£2) X Supp(X).

Autrement dit, une v.a.r. X peut prendre une valeur avec probabilité nulle. On peut par
exemple penser & I'expérience consistant au lancer d'un dé a 6 faces. La v.a.r. X qui donne
le résultat du dé a pour ensemble image X (2) = [1,6]. Si on considére que le dé est truqué
et ne renvoie que 6, alors le support de X est Supp(X) = {6}.

Dans I’énoncé, il est précisé qu’on considére que X est un v.a.r. dont la loi est a support
A si X est a valeurs dans A. On fait donc 'hypothése : X (2) C Supp(X). Finalement, ce
préambule ne sert qu’a affirmer qu’on fera dans la suite la confusion entre X (£2) (I’ensemble
des valeurs prises par la v.a.r. discréte X) et Supp(X) (ensemble des valeurs prises par X
avec probabilité non nulle).
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6. Soit X une variable aléatoire de loi a support {0,1,2,...,n} ol n est un entier naturel. On appelle
entropie de X le réel :

H(X) = =3 B(X = k] logy (B(X = 4])

a) On définit la fonction g : {0,...,n} — R en posant g(k) = log, (P([X = k])) pour k élément de
{0,1,...,n}. Montrer : H(X) = —E(g(X)).

Commentaire

o La deuxiéme partie de I’énoncé se concentre sur I’entropie des v.a.r. discrétes. On introduit
alors la v.a.r. g(X), transformée de la v.a.r. X. Comme dans le cas des v.a.r. a densité,
il faut revenir a la définition pour bien comprendre la notation g(X). Rappelons que si
g: X(Q) — R alors on utilise la notation g(X) pour désigner g o X.

Autrement dit, g(X) est la v.a.r. définie par :

gX) : @ - R
w = g(X(w))

o D’aprés la définition de g, la v.a.r. g(X) n’est autre que Iapplication :

w i g(X (@) = logy (P([X = X(w)]))

Et comme X (Q) = [0,n] alors, lorsque w décrit ©, X (w) décrit [0,n] (i.e. prend toutes
les valeurs k de [0,n]). Ceci est en accord avec la définition de g(X) : I'application g est
définie sur X (€2).

o Ceci étant établi, on comprend pourquoi on ne peut écrire :

9(X) > logy (P([X = X])) = logy(1) =0

Démonstration.

« La v.ar. g(X) admet une espérance car c’est une v.a.r. finie (car X est une v.a.r. finie).

Commentaire \

Rappelons que par définition de la v.a.r. g(X), on a :

(9(X))(@) = g(X(©)
= {9(z) [z e X(w)} = {g(k) | k € [0,n]}

Ainsi, si k € [0,n], g(k) peut prendre au plus n + 1 valeurs distinctes. L’ensmble
(9(X))(Q) est donc bien un ensemble fini.

\. J

o Par théoréme de transfert :

E(g(X)) = ¥ g@)P(X =a])

= kio log, (IP’([X = k])) P([X =k]) (par définition de g)

Par définition de H : H(X) = —E(g(X)).
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b) Montrer : H(X) > 0.
Démonstration.
« Soit k € [0,n].
Tout d’abord, comme le support de X est [0,n] :
0<P(X =k)<1
B (par croissance de In
donc In (P([X =k])) <0 sur 10, -+00[)
In (P([X = k))) .
‘ot <
d’out (@) <0 (si1n(2) >0)
ainsi log, (P([X =k])) <0
puis  P([X =k]) log, (P([X =&])) <O  (car P([X =k]) 20)
o On en déduit : .
kZ_)O P([X = k]) log, (P([X = k])) < 0
Et ainsi : H(X) = =Y P([X = k]) log, (P([X = &])) > 0. .

k=0

¢) Soit p un réel tel que 0 < p < 1.
On suppose dans cette question que X suit la loi de Bernoulli B (p).

(i) Calculer H(X) en fonction de p. On note v la fonction qui, & p, associe H(X).

Démonstration.
« La v.ar. X est une v.a.r. finie. L’entropie H(X) est donc bien définie.
« On obtient :

H(X) = —(P(IX = 0]) log, (P([X = 0))) +P(IX = 1]) log, (P(IX =1])))

= —(1—p)logy(1—p) —plogy(p)

Finalement : ¢ : p — —(1 — p) logy(1 — p) — p logy(p).

(i) Montrer que 1) est concave sur |0, 1[.

Démonstration.

« La fonction 1 est de classe C? sur ]0,1[ en tant que somme et produit de fonction
C? sur )0, 1].

(car X — B (p))

O

s de classe

Commentaire

Détaillons 'obtention de la régularité de la fonction g : p — logy(1 — p).
La fonction g est de classe C2 sur ]0, 1] car elle est la composée g = hg o hy ot :
x hi:p—1—pest:

- de classe C? sur ]0, 1] en tant que fonction affine,
- telle que : hy(]0,1]) C |0, +o0].

In(z)
In(2)

x ha:x— logy(z) = est de classe C2 sur |0, +ool.
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« Soit p € ]0,1].
/ — 1 1
Y(p) = — <(—1) x logy(1 —p) + (1—P) x (_Q/W) + logy(p) + p X » 1n(2))
= logy(1 —p) —logy(p) + 22) - 22)
= logy(1 —p) — logs(p)
On en déduit :
poy L1 1 /1 1
Vi(p) = 1—-p) 2 pl@) In(2) (1 " p>

1 1
Or,comme0<p<1:17>0et7>0.D’oﬂ:w”(p)<0.
-Pp p

On en déduit que la fonction 9 est concave sur |0, 1.

(ii1) Déterminer la valeur pg ot ¥ est maximale.

Démonstration.

e Soit p € |0, 1[. D’aprés la question précédente :
¥'(p) 20 & logy(1l—p)—logs(p) >0

In(1—p) _ In(p)
m2) = n(2)

< In(1—p) > In(p) (car In(2) > 0)

(par stricte croissance
de exp sur R)

1
« On note pg = 5 On obtient le tableau de variations suivant :

p 0 Po 1

Signe de v'(p) + 0 -

Variations de v
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o Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord :
1 1\ 1 1 1 \
P <2> = —— logy <2> ~3 logs <2> = —log, <2> = logy(2) =1 (d’aprés 1.b))
x De plus, pour tout p € ]0,1] :
() = ——=((1—p) In(1 - p) +p In(p))
In(2)
Par croissances comparées : lim p In(p) = 0. Ainsi : lim ¥ (p) = 0.
p—0 p—0
x Enfin, avec le changement de variable u=1—p :
lim (1 —-p)In(l—p) = lim wIn(u) = 0 (par croissances comparées)
p—1 u—0
On en déduit : lim (p) = 0.
p—1
. . . 1
Finalement, sur |0, 1], la fonction 1) admet un maximum en py = 3 -

d) On suppose dans cette question que la loi de X est a support {0, 1,2, 3} avec les probabilités :

Calculer H(X).

Démonstration.

o La v.ar. X est une v.a.r. finie. L’entropie H(X) est donc bien définie.

« On obtient :

H(X)

35 B((X = &) log, (P(LX = k)

_ }1 1 _|_1] 1 _|_}1 1 _|_1] 1
B 089 5 1 089 4 3 089 3 3 089 3
1 1
5 108;2(2)‘*‘1 logy(4) + 1 log,(8)

1

1
1 logy(2?) + 1 log,(2%)

logy(2') +

1 1
X1+ZX2+1X3 (d’aprés 1.b))
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7. On souhaite écrire une fonction en Python pour calculer I’entropie d’une variable aléatoire X dont
le support de la loi est de la forme A = {0,1,...,n} ou n est un entier naturel. On suppose que la
liste P de Python est telle que pour tout k de A, P[k] = P([X = k]). Compléter la fonction ci-dessous

n
d’argument P qui renvoie l'entropie de X, c’est-a-dire — > P([X = k]) log, (P([X = k])).
k=0

def Entropie(P)

o o =

return h

Si nécessaire, on pourra utiliser I'instruction len(P) qui donne le nombre d’éléments de P.
On souhaite maintenant démontrer quelques inégalités concernant ’entropie.

\.

Commentaire

« Rappelons qu’en Python les listes sont indexées par des entiers positifs ou nuls.
L’indice du premier élément d’une liste est donc 0. Ce n’est pas forcément toujours le
cas en informatique. Par exemple, en Scilab, les tableaux sont indexés par des entiers
naturels strictement positifs et I'indice du premier élément du tableau est 1.

o Ici, la liste P doit contenir les valeurs :
P(IX = 0)),P((X =1)),..., P(IX = n)) |

Ainsi :
P[0] (premier élément du vecteur P) contient P([X = 0]).

x P[1] (deuxiéme élément du vecteur P) contient P([X = 1]).

X

X

P[n] ((n+ 1)*™¢ élément du vecteur P) contient P([X = n]).
Autrement dit, pour tout k de [0,n], P[k] contient P([X = k]).

Démonstration.
On propose la fonction suivante :

1 import numpy as np

2 def Entropie(P)

3 n = P

4 S =0

5 for i in (n) :

6 S =8 + P[k] * (np.log(P[k]) / np.log(2))
7 h =-S

8 return h

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
L’énoncé commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme Entropie,

x elle prend en paramétre d’entrée le vecteur P,

x elle admet pour variable de sortie la variable h.

2 def Entropie(P) return h

|0
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La variable n contient le nombre d’éléments de la variable P.
Autrement dit, la variable n contient la taille de la liste P.
n
La variable 8, qui contiendra les valeurs successives de > P([X = k]) log, (P([X = k])), est initia-
k=0
lisée & 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une somme puisque 0 est 1’élément
neutre de 'opérateur de sommation).

n = P

I~ e
n
]
o

o Structure itérative
n

Les lignes 5 a 6 consistent & calculer les valeurs successives de Y. P([X = k]) log, (P([X = k])).
k=0
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

for i in (n) :
S =8 + P[k] * (np.log(P[k]) / np.log(2))

o o

e Fin du programme
n

A T'issue de cette boucle, la variable S contient la somme Y P([X = k]) log, (P([X = £])). On met

k=0
alors & jour la variable h pour qu’elle contienne la valeur H(X) = — > P([X = k]) log, (P([X = k])).
k=0
7 h = -8

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, proposer un programme Python correct démontre
la bonne compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité
des points alloués a cette question.

O
8. On commence par une inégalité générale, appelée Inégalité de Jensen.
a) Soit N > 2. Soit X une variable aléatoire de loi & support {x1,z2,...,xx} ou les z; sont des
¢léments distincts de Ry. On pose P([X = z;]) = p;.
Montrer que, pour tout 1 <t << N,ona: p; <1.
Démonstration.
Soit ¢ € [1, NJ.
« Comme le support de X est {r1,...,2n}, alors ( [X = xg] )pep, v st un systéme complet

d’événement. On obtient alors :

N
> P([X =) =1
k=1

N
Onendéduit : p; = 1— > pp.

k=1

ki
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« Or, toujours comme le support de X est {z1,...,zx}, on en déduit : Vk € [1, N], pr > 0.
N
Dou: >  px>0.

k=1
ki
N
Etainsi:p; = 1— > pp < 1.
k=1
ki

Vie [1I,N], pi <1

On désire démontrer par récurrence la propriété suivante :

Pour toute fonction ¢ convexe sur R, si X est une variable
P(N) aléatoire de loi a support A C R; avec Card(A) = N, on a :

E(p(X)) > »(E(X))
b) Montrer que P(2) est vraie.

Démonstration.
Soient ¢ une fonction convexe sur Ry et X une v.a.r. de loi & support A C Ry avec Card(A4) = 2.
On note alors : A = {x1,z2}.

o Les v.ar. X et ¢p(X) admettent des espérances car ce sont des v.a.r. finies.

« D’une part, par théoréme de transfert :
E(p(X)) = o(21) P(IX = z1]) + ¢(22) P([X = 22])
Or, comme le support de X est {z1,z2} : P((X = z1]) + P([X = 2]) = 1. Ainsi :
E(p(X)) = ¢(z1) P(X = z1]) + ¢(22) (1 = P([X = z1]))
ou encore, en notant A = P([X = z1]) :
E(p(X)) = Ap(z1) + (1= X) p(z2)

o D’autre part :
p(E(X)) = o(x1P([X =21]) + 22 P([X = 22]))

= oAz 4+ (1— X))

e Par définition de A : 0 < A < 1.
Enfin, par définition de la convexité de ¢ :

e+ (1 =N z2) < A1) + (1= X) p(2)

On en déduit : p(E(X)) < E(p(X)).

D’ou P(2).
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¢) Soit N > 3. On suppose que P(N — 1) est vérifiée. Soit X une variable aléatoire de loi & support

A ={x1,z2,...,xN} ol les z; sont des éléments distincts de Ry. On pose : P([X = z;]) = pi.
Pourz'telque1<i<N—1,onpose;p;: Pi )
1 —pN

Commentaire .

o Comme annoncé en début de question 8., on souhaite démontrer un propriété par récur-
rence. Plus précisément, il s’agit de démontrer : VN > 2, P(N). En question 8.b), on a
procédé a l'étape d’initialisation en démontrant P(2). Il s’agit maintenant de procéder
a l'étape d’hérédité. On considére donc N > 3, on suppose P(N — 1) et on souhaite
démontrer P(N) (de maniére équivalent, on aurait pu considérer N > 2, supposer P (V)
et démontrer P(N + 1)).

« La propriété P(N) est doublement quantifiée universellement. Pour la démontrer il s’agit
tout d’abord d’introduire une fonction ¢ convexe sur Ry (ce que I’énoncé oublie de faire)
et une v.a.r. de loi & support A oit A est un sous-ensemble de R de cardinal N.

» La grande question qui se pose lors de ’étape d’hérédité est de savoir comment passer de
la propriété au rang N — 1 a celle au rang N. Ici, le support de la v.a.r. est de cardinal V.
Or on ne peut utiliser la propriété P(N — 1) que pour une v.a.r. de support de cardinal
N — 1. C’est tout le but de cette question 8.¢) : on introduit une v.a.r. Y, construite a
partir de la v.a.r. X, dont le support est de cardinal N — 1. La construction est habile
et permet, malgré la suppression d’un élément du support, de transporter suffisamment
d’informations sur X pour que l'inégalité obtenue sur la v.a.r. Y fournisse 'inégalité
attendue sur la v.a.r. X.

\.

N—1
(i) Montrer : Y pj=1letViec [1,N—-1],0<p] <1
=1
Démonstration.
o Tout d’abord :
Nz—l ) NZ—I i 1 Nz—l
= =1 1—pN l—py S

Or ( [X = 2] )iep1,n] est un systéme complet d’événements. Dot :

(]

N
> P(X =x]) =1

N-1
Ainsi : Y p;=1—pn. On en déduit :
i=1

N—-1
/

. Soit i € [1, N — 1].
x Comme le support de X est {x1,...,zn}, on en déduit : Vk € [1, N], pr > 0.

Ainsi : Vk € [1,N], pl, = —2£— > 0.
1—pnN

N—1

x On vient également de démontrer : p, =1— > pj.
k=1
ki
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N-1

x Deplus : Vk € [1,N], pj. > 0. D'ou: > pj >0.
k=1
ki
o, NoLo
Ainsi: pi=1—- > p) < L.
k=1
ki
Finalement : Vi € [1, N], 0 < p} < 1. -
(%) Soit Y une variable aléatoire de loi & support {z1,...,xy_1} telle que P([Y = a;]) = p} pour

N—1 N—1
1 <i< N —1 Montrer : Y pip(x;) = ¢ < > p;ml>
i=1 i=1

Démonstration.

o Tout d’abord, remarquons que, d’aprés la question précédente, la v.a.r. Y est bien définie.

« On obtient alors :
x la v.a.r. Y est une v.a.r. de loi a support A = {z1,...,xn-1} C Ry avec Card(A) = N —1,
x la fonction ¢ est convexe sur Ry.
D’aprés P(N — 1) : E(o(Y)) = ¢(E(Y)).

o Par théoréme de transfert :

E(o(Y)) = > o(z) P([Y = zi]) = ; o(z;) pj
De plus : N N
P(E(Y)) = @( > ﬂ:zP([szi])) = ¢ < ; xwé)

N—1 N—1
Finalement : Y p)o(x;) > ¢ < > vl xl)
i=1 i=1

(i4) Montrer : E(¢(X)) > ¢(E(X)).

Démonstration.
o Les viar. X et o(X) admettent une espérance car ce sont des v.a.r. finies.

o Par théoréme de transfert :

N N
E(p(X)) = ;w(wi)P([XZfﬂi]) =X (i) pi

; :
T pi>
1

=

De plus :
¢(E(X)) = ¢

o

N\

CnB(x =a)) = o

)
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o Par ailleurs :

M=

E(‘P(X)) = () pi

-
Il
—

=
|

1

= (i) pi + p(xN) PN
1

~.
I

N1 Di
= (I-pn) 2 o(x) . +¢(xN) PN
i=1 — PN

N—-1
= (1-pn) ; p(xi) P + p(zn) PN

N-1 (d’apres la question
> (1- Vi
(1—pn) ¢ (z; $lpz) +pn p(an) précédente, car : 1 —py > 0)

« Comme la fonction ¢ est convexe sur Ry :

V(z,y) € (R4)*, VA€ [0,1], Ap(a) + (1= Ne(y) = p(Az+ (1= A)y)

N-1
On applique cette propriété a A=1—pn, = > x;p, et y = xx, on obtient :
i=1
No1o No1o
(=)o (X oitt) +owelan) > o ((A=pw) T i+
i=1 i=1
Or :
No1to N-1 i N
(I=pN) X @ipi+pvany = (L=pN) > @i +pNIN = Y Tipi

i=1 i=1 1=py i=1

e On a ainsi démontré, par transitivité :
N
E(e(X)) > ¢ (Z xiPi)
i=1
I
p(E(X))
E(p(X)) > o(E(X)) O
d) Montrer que, si ¢ est concave sur Ry, on a : E(p(X)) < ¢(E(X)).

Démonstration.
Si la fonction ¢ est concave sur R, , alors la fonction 1) = —¢ est convexe sur Ry . Ainsi, d’aprés

la récurrence précédente :

E(¢(X)) = v(EX))

Par linéarité de I'espérance : —E(p(X)) > —¢(E(X)).

Finalement : E(¢(X)) < ¢(E(X)).

38



ECG4 4 mars 2023
Mathématiques

Commentaire \

Démontrons que, si ¢ est concave sur R, alors ¥ = —p est convexe sur R.
« Soit (z,y) € (Ry)% Soit A € [0,1].

Comme ¢ est concave sur R :

eAz+(1=XNy) = do(x)+ (1 - ey)

On en déduit :

—o(Az+(1=Ny) = —(Ae@) + (1 =X e@y))
Ainsi :
YAz +(1-Ny) < (@) + (1= N)P(y)
On en déduit que ¥ = —p est convexe sur R .

« Si on sait que la fonction ¢ est de classe C' (resp. C?) sur R, on aurait également
pu utiliser la caractérisation de la convexité portant sur ¢’ (resp. ¢”). O

\. J

9. Soit X une variable aléatoire de loi a support {0,1,...,n}. On pose, pour k tel que 0 < k < n,
pr = P([X = k]).

n 1 n
(l) Montrer : Z Pk 10g2 <W—]m€> < 10g2 (Z pk) =0

=0 i=o (n+1)px

Démonstration.

o L’inégalité présentée dans I’énoncé compare une somme de log, au log, d’une somme. 11 semble
donc que 'on souhaite appliquer 'inégalité de Jensen avec la fonction ¢ = logy qui est concave
sur RY (d’aprés 1.b)).

« Pour cela, on doit introduire une v.a.r. Y a support de cardinal n + 1 (car les sommes possédent
n -+ 1 éléments). Une telle v.a.r. Y posséde un ensemble image qui se note, de maniére générique :

Y(Q) = {yo,y1,---,Un}

Pour pouvoir appliquer I'inégalité de Jensen, il faudra vérifier que tous ces éléments y; sont des
réels positifs distincts.

« De maniére générale, I'inégalité de Jensen appliquée & logy et Y permet d’obtenir :

E(log,(Y)) < log, (E(Y))

S logs (uk) P([Y = wk]) logy (i ye P([Y = i) ))
k=0 k=0

Cette inégalité doit permettre d’obtenir celle de ’énoncé & savoir :
Y oy
kgo \(n+1)p ? kgo (n+1) py

Plus précisément, on veut exprimer :

n 1 n
x la quantité Y py logs () sous la forme > logy(yx) IP’( Y = yi] ) Pour que ces
k=0 (n+1)pk k=0
deux quantités coincident, on n’a guére le choix que de trouver une v.a.r. Y telle que :
1
VEe|0,n], yuy=—— et pr=P(lY =y
Ol e = G (1 = )

39



ECG4 4 mars 2023
Mathématiques

. L Dk L
% la quantité lo ———— | sous la forme lo ( P(lY = )
auanti Tog, ( £ ) e (35w (Y =)

Ces deux quantités coincident bien si on trouve une v.a.r. Y vérifiant les contraintes évoquées
dans le point précédent.

Commentaire

On détaille ici longuement la maniére de trouver la v.a.r. Y qui va permettre de résoudre
la question. Ce travail doit plutot se réaliser au brouillon. On ’a présenté ici afin de
permettre une bonne compréhension de cette résolution et que l'introduction qui va
suivre de la v.a.r. Y ne paraisse pas sortie du chapeau.

o Pour cela, on introduit la v.a.r. Y définie par :

1
G Xw) =0
(n+1)po ()
Y :w—
1
-_— SlXUJ:TL
| mr D SEW

On a en particulier, pour tout k € [0,n] :

o Ainsi :
x la fonction logy est concave sur R* (d’aprés 1.c)),
x la loi de Y est a support A = {(n+11)p0,. e (n+11)pn} C Ry avec Card(A) =n+ 1.
D’apres I'inégalité de Jensen (question 8.d)) :

E(logy(Y)) < log, (E(Y))

e De plus :

x d’une part :

- — 1 _ ¥ 1 _ _ v Pk
E(Y) = kz=:0 (n+1)pg ’ <[Y (n+ 1)pk]> kz::() (n+1)p P(X = #D) kzz:o (n+ 1) px

x d’autre part, par théoréme de transfert :

E(logy(Y)) = kio log, (mll)p,) P ([Y - (n+11)ka

' n 1 2 Dk
Finalement : i log () < log < )
kZ::O \(n+1)p ? kZ::O (n+1) pr
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Commentaire .

e La v.a.r. Y est définie par cas. Elle peut donc s’exprimer naturellement & ’aide de
variables aléatoires indicatrices :

n 1
Y = Y gy
& Dpy Men

(I’égalité précédente est une égalité entre variables aléatoires)

« Les variables aléatoires indicatrices ne font pas partie du programme d’ECE. Donnons
néanmoins certaines de leurs propriétés.
Soit A un événement. On note 14 la v.a.r. telle que :

1 siwe A
1y:w—

0 sinon

x Loi de 1 4.

- Par définition de 1 4, cette v.a.r. ne prend comme valeur que 0 et 1.
Donc 14(€2) = {0,1}.

- Soit w € Q.
we[lg=1 & lgy(w)=1 @ we A
Dou: [14=1] = A. Ainsi : P([14 = 1]) = P(A4).
On en déduit : 14 — B(P(A)).

x En particulier :
E(l4) =P(A) et  V(14)=P(A) (1-P(A))

o Il peut aussi étre utilise de savoir démontrer les propriétés suivantes.
Soient B et C deux événements.
x 1 BNC = 1 B X ]lc
x 1p+ ]IE =1
Pour la démonstration de ces deux propriétés, on pourra, par exemple, se référer au
sujet ESSEC-II 2018.

\. J

o Enfin :

log, <§; p"“) =0

k=0 (n+1)pr
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n
b) Montrer : Y pi logy ((n+1)pr) = logy(n+ 1) — H(X).
k=0

Démonstration.
On remarque :

ﬁi pr logy ((n+ 1) pr)
k=0

gn_:o Dk (IOgQ(n +1) + IOgQ(Pk)) (d’aprés 1.a))

n n

logo(n+1) > pr+ > pi loga(pk)
k=0 =0

logo(n+1) x 1 — <— Pk 108;2(]%))

n
k=0

logy(n+1) — H(X)

(car ( [X = k] )pe[o,n] forme un
systeme complet d’événements)

(par définition de H )

n

kgo pi logy (R +1)py) = logy(n+1) — H(X)

c) Montrer : H(X) < logy(n + 1).

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

H(X) logy(n +1) —

n
k=0

logo(n+1) + > px logy
k=0

o Or, d’apreés 9.a) :

d) On suppose que X suit la loi uniforme sur {0, 1, ..

n 1
P 1o <>
2P loe \ Gy

Dot : H(X) < logy(n +1).

Démonstration.

e La v.a.rr. X est une v.a.r. finie.

e De plus :

S B((X = &) log, (P(1X

k=0
82\ N+1

N
logo(N+1) > 1
k=0

H(X)

N, 1

_1;::0 N+1

N +1

Nt logy(N 4+ 1) (NA+T)

H(X) =logy(N +1)

i logy ((n+ 1) pr)

(G m

L’entropie H(X) est donc bien définie.

K]))

)

., N}. Calculer H(X).
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Commentaire

\.

« Remarquons qu’on a démontré plus tot (en question 9.c)) :

H(X) < logy(n+1)

L’entropie H(X) est donc majorée par la quantité logy(n + 1).

Dans cette question 9.d), on démontre que ce majorant est atteint lorsque la v.a.r. X suit
la loi uniforme U([0,n]). Notons que cela signifie que :

x la majoration obtenue en question précédente est optimale : il est impossible de trouver
un meilleur majorant de 'entropie que logy(n + 1).

x la loi uniforme est une loi d’entropie maximale.

Sil'on revient au contexte fourni en début d’énoncé, on vient de démontrer que 'intensité du
désordre est maximale pour la loi uniforme. On peut comprendre ce résultat en se rappelant
que les valeurs prises par la v.a.r. X de loi U([0,n]) le sont avec méme probabilité :

1
n+1

Vk € [0,n], B(X = k]) =

Il n’y a donc aucune valeur parmi les entiers de 0 & n qui est « privilégiée » (au sens ou
aucune n’est prise avec une probabilité plus grande que les autres). Le désordre intervenant
dans une expérience modélisée par une v.a.r. de loi uniforme est donc plus important que
pour toute autre loi. O

10. Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi a support {0,1,...,n}. On suppose en outre

X et Y indépendantes.
a) Montrer : P([X =Y]) =

Démonstration.

« Tout d’abord : P([X =Y])

Commentaire

Remarquons qu’on se raméne ici & un cas particulier de loi d’'une somme X — Y. Il
faut donc se préparer a utiliser les méthodes usuelles pour la détermination de ce
type de loi : la formule des probabilités totales.

o La famille ( [X = k] )pe[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

B(X-Y=0]) =

n

> P(X =k N[X Y =0]

(car X etY sont
indépendantes)

(car X etY ont
méme loi)

n

Finalement : P([X =Y]) = kg() (P(X

K)?. .
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b) On pose v(k) = P([X = k|) pour tout k élément de {0,1,...,n}. Montrer :
2]E(log2 (’U(X))> < E (210g2 ('u(X))) _ E(’U(X))

Démonstration.
o Démontrons que la fonction ¢ : & — 277 est convexe sur R;.

« La fonction ¢ : z +— 277 = e=% ") est de classe C? sur R, en tant que composée de fonctions
de classe C? sur les intervalles adéquats.

Commentaire

» Détaillons la démonstration de la régularité de .
La fonction ¢ est de classe C? sur R, car elle est la composée ¢ = hg o hy ol :

x hy:x— —zIn(2) est :
— de classe C? sur Ry en tant que fonction polynomiale,
— telle que : hy(]0, +o0[) C R.

« ho:x e est de classe C? sur R.

o Il serait plus naturel d’introduire la fonction ¢ : x — 27%.
En considérant la v.a.r. Z = log, (U(X )) on aurait alors, pour peu que toutes les contraintes
de I'inégalité de Jensen soient vérifiées :

Cette fonction ¢ est bien convexe sur Ry. Par contre, la v.a.r. Z ainsi définie est a va-
leurs négatives. Pour se conformer aux contraintes de 1’énoncé, on va donc introduire
Z = —log, (U(V)) et considérer la fonction ¢ plutét que .

Soit z € Ry.
x Tout d’abord : ¢/(z) = —In(2) e~ (2),
x Et ensuite : ¢ (x) = (ln(2))2e*$ n(2) > 0.

La fonction ¢ est donc convexe sur R.

« On note de plus : Z = —log, (v(X)).
Démontrons que Z est une v.a.r. finie & valeurs dans R .
x Tout d’abord, Z est une v.a.r. finie car X ’est. On a méme :

Z2(9Q) = {~log, (v(2)) | v € X(w)} = {~logy (v(k)) | k € [0,n]}
x Soit k € [0,n]. Comme la loi de X est a support [0,n] :
0<P(X=k])<1

donc 0<w(k)<1
) (par croissance de In
<
d’on In (v(k)) <0 sur |0, +00[)
1 k
puis nlgfé))) <0 (car In(2) > 0)
ainsi —logy (v(k)) = 0

On en déduit : Z(92) C Ry.

On a ainsi démontré que la v.a.r. Z est une v.a.r. finie et de loi & support A C Ry.
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o On obtient alors :
x la fonction ¢ est convexe sur R,
x la v.a.r. Z est une v.a.r. finie de loi a support A C R,..

Par inégalité de Jensen :

=
5
N
Y,
e

=
N

E<210g2 (v(X))> _ K (2—(—1032 (v(X)))> 2—E(—10g2 (v()))

« Enfin :

x par linéarité de 'espérance :

5 E(~10g (v00)) _ (B (10 (v(0))) _ o5 (1om (2()))

Alors : 2E(10g2 (v(X))) < E <21°g2 (“(X))>.

x par ailleurs :

9logy (v0) _ exp (logg (v(X)) ln(2)> = exp <ln(v(X)) M) = exp (ln (U(X))) = v(X)

1627
On en déduit : E (21°g2 (”(X))> = E(v(X))
O
¢) En déduire : 27 7X) < P([X =Y)).
Démonstration.
« D’apreés la question 6.a) :
H(X) = —E(g(X))
oug: [0,n] — R
k +— logy (P([X = k])) = log, (v(k))
Dou: H(X) = fIE(logQ (U(X))) Ainsi :
2E(10g2 (U(X))) — 9 H(X)
o De plus, par théoréme de transfert :
E(v(X)) = kZ_ZO (k) P([X = k])
= > (P(X = k]))2 (par définition de v)
k=0
= P(X =Y (d’apres 10.a))
Ainsi, d’aprés la question précédente : 27 H(X) < P([X = Y)). -
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d) Donner un exemple de loi ot 'inégalité précédente est une égalité.

Démonstration.
On note X et Y deux v.a.r. aléatoires de méme loi U([0,n]), indépendantes.

o Tout d’abord :
27HX) = exp (- H(X) In(2))

= exp (—logy(n+1) In(2)) (d’aprés 9.d))

n

P(X=Y)) = ¥ (B(X=H])* = < : > _(1i1_ erl)zxw

k=0 k=0

Ainsi s 2-HOO — L P([X =Y]).
n+1

Pour X et Y deux v.a.r. de loi U([[0, n]), indépendantes,
I'inégalité de 10.c) est une égalité.

Commentaire \

Comme pour la question 9., on démontre dans cette question 10. que :
x la majoration obtenue en 10.c) est optimale : il est impossible de trouver un meilleur
majorant de 2~7(X) que P([X = Y]),

x la loi uniforme est une loi pour lequel ce maximum est atteint.

)0

Troisiéme partie : Entropie jointe et information mutuelle de deux variables dis-
créetes

Soient X et Y deux variables aléatoires de lois & support {0, 1,...,n}. On appelle entropie jointe de
X et Y le réel :

H(X,Y) = =3 S B(X =K [ =) logs (P(X = KN [Y = j)))
avec la convention : 0 x logy(0) = 0.
11. a) On définit la fonction g : {0,1,...,n}?> — RU{—oc} en posant pour (k,j) € {0,1,...,n}?:
g(k,j) = log, (P(X =K N[Y = j]))
Montrer : H(X,Y) = —E(g(X,Y)).

Démonstration.

e Les viar. X et Y sont finies, donc la v.a.r. g(X,Y’) 'est. Elle admet donc une espérance.
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o Par théoréme de transfert :

E(g(X,Y)) = X 9(@,y) P(X = 2] N[Y =y])
zeX(Q) yeY(Q)
I B B (car X(Q) C [0,n]
= = ]z:%)g(k,j)P([X—k‘]ﬂ[Y—]]) et Y(Q) C [0,n])
= £ 5 lom (BUX =N [Y = /) B(X =K NI =)
— _H(X,Y) g?;fl}cijijition de
H(X,Y) = —E(g(X,Y) ]
b) Montrer : H(X,Y)=H(Y, X).
Démonstration.
On a :
HXY) = -5 (zo logs (B(LX = KN [Y = 7)) P(X = K] N[Y = j]))
= = 5 logy (BUX = KN Y =) B(X = KA Y =)
= -3 (3 tom (PUX = KNIy =) RX =Ky =j))  [or st sute
7=0 k=0
= -3 (3 o (Y —sIn X =) By =0 [x = k) o e e
7=0 \k=0
— H(Y,X)
H(X,Y) = H(Y, X) -
¢) Pour tout k tel que 0 < k£ < n, on pose :
HY[X=k) = —i Pix—i([Y = j]) logy (Pix—g([Y = 4]))

J=0

On appelle entropie conditionnelle de Y sachant X le réel :
HY[X) = X P(X =k)HY [X =F)

Montrer : H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X).

47



ECG4 4 mars 2023
Mathématiques

Démonstration.
« Soit k € [0,n]. Tout d’abord :

HY |X = k)

= = Bpen(lY = 1)) loga (B (¥ =)
P2

1 n . .
- m (;O P(X = KN [Y = 1) logy (B(X = K] N [Y = 7])

1

_ & T <]Z()P([X—k]ﬂ[Y—j]) logy (P([X =k N[Y = j]))

—  log, (IP’([X = k])) 'io P(X =kN[Y = JD)
J=

o Or, la famille ( [Y = j] )je[o,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(X =kK) = > P(X =K =)

=0
D’ou :
HY|X =k)
1 n . .
- g (;ﬂ P(LX = K] N [Y = j1) logs (B(IX = KN [Y = j]))
— logy (P(IX = K))) P((X = k]))
Ainsi :

B(X = k) H(Y|X = k)

= - (iop([X =k N[Y =j]) log, (P((X =k N[Y = j]))
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e On en déduit :

= H(X,Y)— H(X)

Finalement : H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X). ]
d) Montrer que pour tout couple de variables aléatoires X et Y de lois a support {0,1,...,n}, on
. HX)-HX|Y) = HY)-H(Y|X)
Démonstration.

D’aprés la question 11.b) :
H(X,Y) = HY,X)

D’otu, d’aprés la question 11.¢) :

HX)+ H(Y|X) = HY)+H(X|Y)

Ainsi: H(X) - H(X|Y) = H(Y) - H(Y|X).

O

12. On considére dans cette question deux variables aléatoires de lois a support {0, 1,2, 3}. On suppose
que la loi conjointe de (X,Y") est donnée par le tableau suivant :

2
o | 1| 2 | 3
J
0 Ty 1
8 | 16 | 32 | 32
) 11| 1|
6 | 8 | 32 | 32
9 I L L] L L
6 | 16 | 16 | 16
3 ol o] o
1
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a) Déterminer la loi de X et montrer : H(X) = 7

Démonstration.

« Tout d’abord : X () C [0, 3].

« Soit & € [0,3].
La famille ([Y" = j]),e[o,3) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(X = #]) = émX:ka:m
On en déduit :
CP(X=0) = g4ty =2
CPIX=1) = gt = g
CB(X=2) = gt = 3

k 0 1 2 3
1 1 1 1
P([X = - - - -
(X =#]) 5 1 S S
e On peut vérifier :
S P(X=k) = toiilil oy
=0 Y2 4 8 8

Cette propriété est vérifiée car la famille ([X = k] )pe[o,3) forme un systeme
complet d’événements.

« On pourra s’en servir pour vérifier que les probabilités (P([X = k]) )refo,3]
obtenues définissent bien une loi de probabilité pour X.

D’aprés 6.d), H(X) = Z

50



ECG4 4 mars 2023
Mathématiques

b) Déterminer la loi de Y et calculer H(Y).

Démonstration.

« Tout d’abord : Y(Q2) C [0, 3].

« Soit j € [0, 3].
La famille ([X = k] )xe[o,3) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(Y =j) = ¥ B(X=HN[Y =j)
On en déduit le tableau suivant :
] 0 1 2 3
1 1 1 1
P([Y =j]) 1 1 1 1

Ainsi : Y <= U([0, 3]).

« Dapres 9.d) : H(Y) =logy(3 + 1) = logy(2?) = 2.
La derniére égalité est vraie d’apres la question 1.b).

HY)=2
) .
11
¢) Montrer : H(X|Y) = 5
Démonstration.
« Soit k € [0, 3].
PX =K N[Y = j])
Pry—j([X =k]) = .
v F(Y =)
Avec le tableau fourni par I’énoncé et le tableau de la question précédente, on obtient le tableau
suivant :
k
0 1 2 3
J
0 L
2 4 8 8
1 Tl
4 2 8 8
9 L
4 4 4
3 1 0 0 0

(on lit dans la k°™ colonne et la j*™ ligne la valeur de Py _;([X = k]))
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e On en déduit :

HXIY =0) = =3 Plygl(X = K) logy (Fy—g (1X = 4)

_711 1+11 le}] 1+11 1
= 5 ) ) 4 089 4 3 082 3 3 089 3

7 (calcul déja effectué

4 en 6.d))
Avec le méme calcul : H(X|Y =1) = z
» Ensuite :
3
HX|Y =2) = —k;] Ply—o)([X = k]) logy (Ply—o)([X = K]))

__11 14_11 1_’_11 14_11 1
= logy(4) = logy(2%) = 2

« Enfin :

3
HX|Y =3) = _kzo Ply—3)([X = k]) logy (Pry—g)([X = &]))

= —(1 xlogy(1) 4 0 x logy(0) + 0 x logy(0) + 0 x log,(0))

(par convention,

= logy(1) d’apres ’énoncé)
=0
e On en déduit : 5
HX|Y) = ZO]P’([Y= DHX|Y =)
]:
- 1><7+1><7—|—1><2+1><0
474 474 4 4
22
16
. 11
Finalement : H(X |Y) = 3 O
d) Que vaut H(Y | X)?
Démonstration.
D’aprés la question 11.d) :
HY|X) = H(Y)- (HX)-HX|Y))
7T 11 (d’apres les questions
4 8 12.a), b) et c))

13
Dou: HY |X) = 5
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e) Calculer H(X,Y).

Démonstration.
D’aprés la question 11.¢) :
7 13

H(X,Y) = HX)+ HY |X) = ;+ =

2
Finalement : H(X,Y) = @7

Commentaire \

o Dans cette question 12., l'objectif est de calculer H(X,Y') a l'aide des entropies
conditionnelles et des formules déterminées en question 11..

o Cet objectif est un peu ad hoc puisque, les v.a.r. X et Y pouvant prendre peu de
valeurs, il aurait été plus rapide de commencer par la détermination de H(X,Y")
pour en déduire les valeurs des entropies conditionnelles H(X |Y) et H(Y | X) a
laide de H(X), H(Y) et des formules de la question 11..

Il n’est cependant pas conseillé de traiter les questions de I’énoncé dans un autre

sens : on passera a coup sir & c6té de nombreux points de baréme.
O
\ 7

13. Soient X et Y deux variables aléatoires de lois a support {0,1,...,n}. On appelle information
mutuelle de X et de Y le réel :

M=

I(X,Y) = ZO P(X =K N[Y = j]) log, (IE([X :k])P([Y;jJD

k=0 j

a) Montrer : I[(X,Y) =1(Y, X).

Démonstration.
Ona:
& _ y P([X =k N[Y =j])
=g (20 F(x =400 =) s (g i = j])))
_ _ . P([X =kN[Y = j])
= g, P = RN =) logs (P([X AP(Y = m)

P([X =kNn[Y =4)]) >> (en sommant suivant

les colonnes)

(par commutativité
de l'intersection
et du produit)

I(X,Y) =I(Y,X)
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b) Montrer : I(X,Y)=H(X) - H(X|Y).

Démonstration.

« Soit (k,j) € [0,n]?.

P(X = KN [Y = 4]
‘o8 <P<[X —H)B(Y = j]))
— log, (P([XP:([Y] z[;/): jD) —log, (P([X = K)))

k=0 \j=0
- E (; P(IX = K| N[Y = j]) log, (Py—; ([X = k]))) ()
S <log2 (P(X = K))) X P(X =K N[y = m) (+4)
k=0 7=0

= 3 (& R0 = 1D P (1Y = 1) loms (B (X = KD))
7=0 k=0

= 3 (P =3 3 Py = i) lows (P (X = KD))
7=0 =0

= L B(Y =) (- HX|Y =)
2

_ H(X|Y)
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« Simplifions ensuite (xx).
La famille ([Y" = j])jefo,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

PIX=H) = ¥ P(X=Hn[Y =)

= H(X)

On en déduit : I(X,Y)=H(X) - H(X|Y).

¢) Montrer : I(X, X) = H(X).

Démonstration.
o Tout d’abord :

I(X,X) = 3 <i P([X = k] N [X = j]) log, (1{1151([?:/;])%([[))((::]}]))))

« Soit k € [0,n].

noo - P((X = )
2 PIX =KX =) log, (P([X — ) B(X = j])>

+
[IENgE
=
B
I
=
D
>
|
=
<}
O]
[\
7 N\
B
=
=
S

..
T O

En effet, pour tout j # k :
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De plus :
o (X = KN [X = j)
2 PIX =KD =) log, <P<[X k])P([X:J])>
o B (B =Kn[x=j)
-z Pl=Eok ”“g2<ﬂ><[x k]qu—m)
i=k

e On en conclut :

O
d) Que vaut I(X,Y) si X et Y sont indépendantes ?
Démonstration.
Supposons que X et Y sont indépendantes.
« Soit (k,j) € [0,n]%
Comme X et Y sont indépendantes :
P(X =k N[Y =j]) = P(X =K])P([Y =j])
On en déduit :
C(BIX=HMAN =K\ (BX=K) P =K _ o
on: (g —ap e = 5) ~ o2 (Fir=aey =) = o) = ¢
e Ainsi :
1y - s (Zo B = H0 D =) 1oy e = zf]g;([[l;_:]}]))))
—0 \j=
> (z P(X = KN [Y = j)) xo)
k=0 \j=0
=0
Si X et Y sont indépendantes, alors : I(X,Y) = 0. -
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14. Soient X et Y deux variables aléatoires de lois & support {0,1,...,n}. On fixe 0 < k£ < n. Pour
P(X =k N[Y =j])
P([X = &])
P(X = k) P([Y = j])
P(X =kN[Y =j])"

0<j<n,onpose:p;= . On suppose que p; > 0 pour tout 0 < j < n et on

pose : z; =
n

a) Montrer : )" p; = 1.
7=0

Démonstration.
o Tout d’abord :

5y, = PN i)
=0 7=0

<

J

o Or, on a déja démontré (en question 11.c) par exemple) :

> (X = KN =) = B(X =H)

On en déduit :

n
pj =1
7=0

O

b) Soit Z, une variable aléatoire de loi a support {zo, ..., x,} dont laloi est donnée par P([Z), = z;]) = p;
pour 0 < 7 < n. Montrer :

E(logy(Z)) < 0
Démonstration.

e La v.a.r. Z; est bien définie car :

x Vj € [0,n], p; >0,
X Z p; = 1.
=0

« Démontrons : Z;(Q2) C Ry.
x Tout d’abord, d’aprés 1’énoncé : Zx () C {zo,...,Zn}.
P(X = k) P([Y = j])

x Or, pour tout j € [0,n] : ; = P(X =k N[Y =J])

= 0.

Zk(Q2) C Ry

o On remarque alors que :
x la fonction logy est concave sur R* (d’aprés 1.c)),
x la v.a.xr. Zj est de loi a support A = {zo,...,x,} C Ry, avec Card(4) =n + 1.

Par inégalité de Jensen (question 8.d)) :

E(logy(Zk)) < logy (E(Zy))
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e Or, par définition de Zy, :

E(Ze) = > 2 P([Z) = z;))

_ 1 (car ([Y = 7] )jE[[OJL]] est un
systeme complet d’événements)

D’ou : log, (E(Zk)) = logy(1) = 0.

Finalement : E(logy(Zy)) < 0.

¢) En déduire : I(X,Y) > 0.

Démonstration.

o Par théoréme de transfert :

E(10g2(Zk))

I

<
Il
)

logs () P([Z = x;])

log, (%) pj

<
Il
o

I

& (BIX =) B(Y
= E()lg?@(m:km

B([X = K]
Ll a (R =K =)
= TRx =) & RO "]”g2< <[X:k]>P<[Y:j]>>

D’ou :
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o En sommant ces inégalités pour k variant de 0 a n :

> S B(X = KN [Y =) log ( B
k=0

j=0
I

I(X,Y)

I(X,Y)>0

Commentaire .

e On a donc démontré dans cette question que 'information mutuelle de X et de Y,
I(X,Y) est minorée par 0.

« Remarquons qu’on a démontré plus tot (en question 18.d)) :
X et Y indépendantes = I(X,Y)=0

Le minorant trouvé dans cette question 14.c) est donc atteint si X et Y sont
indépendantes. Cela signifie en particulier que la minoration trouvée est optimale :
il est impossible de trouver un meilleur minorant de I'information mutuelle que 0.

o Il n’est pas si surprenant de trouver que I'information mutuelle est minimale dans
le cas de 2 v.a.r. X et Y indépendantes puisque ’énoncé nous introduit en toute
premiére page l'information mutuelle I(X,Y) comme une mesure de l'information
apportée par les v.a.r. X et Y 'une sur 'autre.

« Dans tout ce probléme, on introduit et étudie quelques notions de statistiques, plus
particuliérement de la théorie de I'information développée par Fisher et Shannon.
Pour d’autres exemples d’utilisation de cette théorie, on pourra se référer au sujet
ESSEC-II 2009.
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