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DS7 (version B) /162

Exercice /37

Le but de cet exercice est la résolution de I’équation matricielle AM
I’espace vectoriel ¥ des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.
On rappelle que si Uy, Us, Us, Uy sont les matrices définies par :

1 0 0 1 0 0 0 0
= (o) v (0o) w=(00) v=(Y)
la famille (U, Uy, Us, Uy) est une base de E, qui est donc de dimension 4.
Si A et B sont deux matrices de F, ’ensemble des matrices M de E vérifiant AM = M B est noté

Va B.

M B, d’inconnue M, dans

1. Soit A et B deux matrices de E et ¢4 p I'application qui, a toute matrice M de E, associe la
matrice AM — M B.

a) Montrer que ¢ 4 g est un endomorphisme de F et en déduire que V4 g est un sous-espace vectoriel
de FE.
e 1 pt: psp avaleurs dans F
e 1 pt : 4 p linéaire
e 1 pt: Vyp=Ker(pap) donc c’est un e.v.

b) Dans le cas particulier o A = (11 _11) et B= <_21 %), construire la matrice carrée d’ordre

4 qui représente @4 p dans la base (Ui, Us, Us, Uy).
Montrer que cette matrice est inversible et en déduire ’ensemble V4 p.

2

0
e 4 pts : Mat(U1,U2,U37U4)(@A,B(Ul)) = -1

0

Ma‘t(Ul,U2,U3,U4) (QOA,B(UQ)) = 0

Mat (1, v, U5,01) (04,8(Us)) = |

1
Mat(u,, 05,0500 (Pa,8(Us) = |

0
« 2 pts : rg(C) = 4 donc C inversible

« 1 pt : C inversible donc ¢4 g isomorphisme

« 1 pt : on en déduit Vi p = {0 4, r)}
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2. Dans cette question, r et s désignent deux réels distincts et différents de 1, et on pose :

(10 (10
D_<OT> etA_(Os)

a) Soit M = <:§ i{) une matrice quelconque de E. Donner des conditions nécessaires et suffisantes

sur x, y, 2, t pour que M appartienne a Vp .

r = x
elpt: McVpa & y = sy
rz = z
rt = st

elpt: McVppar & y=z=t=0carx#1,r#lett#1
b) En déduire une base de Vp .
« 1 pt: Vpa = Vect (U)

« 1 pt : (U;) famille génératrice de Vp a
« 1 pt : (U;) famille libre

3. Soit a, b, ¢, d des réels non nuls vérifiant a —b# c—d,a—b# 1, c—d # 1, A et B les matrices

définies par :
_f(a 1—a _f(c 1-c
A=(5ams) - om=(0100)

a) Montrer que les valeurs propres de A sont 1 et a—b. En déduire qu’il existe une matrice inversible
P de F, et une matrice D égale a celle de la question 2. pour une valeur convenable de r, telles
que 'on ait : D = P~1AP.

e« 1 pt:rg(A—Iy) =1 donc 1 valeur propre de A
e 1 pt:rg(A—(a—0b)Iz) =1 donc a— b valeur propre de A

« 1 pt : A diagonalisable (car matrice de .#2(R) et admet 2 valeurs propres distinctes)

. 1 pt : il existe P inversible telle que A = PDP~! o D = <(1) a 9 b)

b) Justifier de méme 'existence d’une matrice inversible @) de F, et d’'une matrice A égale a celle
de la question 2. pour une valeur convenable de s, telles que l'on ait : A = Q™' BQ.

e« 1 pt:Sp(B)={1l,c—d}
« 1 pt : B diagonalisable

« 1 pt : il existe  inversible telle que B = QAQ ! o1 A = (é ng)

c) Pour toute matrice M de F, montrer qu’elle appartient a V4 p si et seulement si la matrice
P~'MQ appartient a VD,a. En déduire une base de V4 p.
elpt: MeVyp & PDP'M = M QAQ™!
« 1 pt : multiplication a gauche par P~! et a droite par Q
elpt: MeVyp & PIMQ€EVpa
e 1pt: PIMQeVpa & JaeR, PIMQ =a-U; (d’aprés 2.b))
elpt:JaeR, PP'MQ=a-Uy & M€ Vect(PU; Q")
e 1 pt: Vyp=Vect (P Uy Q‘l) donc (PU; Q') engendre Va.B
« 1 pt: (PU; Q1) libre
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4. Dans cette question r, s et u, v désignent quatre réels vérifiant r # s, r # v, u # s, u # v, et on

pose :
_ ({u O (v O
D = (O r> et A = <O s)

a) Par une méthode analogue a celle de la question 2., déterminer Vp a.

ur = VT
elpt: MecVpa & vo= sy
rz = vz
rt = st

elpt: MeVppr & z=y=2=t=0 (car u# v, u#s, r#vetr#s)
e 1pt:Vpa={0,m}

b) En déduire, par une méthode analogue a celle de la question 3., le sous-espace vectoriel V4 p
dans le cas ol A et B sont deux matrices diagonalisables n’ayant aucune valeur propre commune.

« 1 pt : A diagonalisable donc il existe P inversible telle que A = PDP~! avec
_({u 0
2=( )
« 1 pt : B diagonalisable donc il existe @) inversible telle que B = QAQ~! avec
(v O
2= (5 %)
elpt: MeVap & M=0,mr
e 1 pt:Vyp= {0//[2(11@)}

Probléme /124

L’étude des propriétés asymptotiques des lois de probabilités est importante pour modéliser la fagon
dont une expérience aléatoire a une tendance plus ou moins forte & donner des résultats numériquement
grands. On commence par introduire 1'outil d’analyse asymptotique suivant.

Soit f une fonction continue sur Ry a valeurs dans R. Pour tout z € Ry, on pose pour tout h € Ry :

h) = min U
prlh) = min - (f(w)
On admet que ¢, (h) admet une limite positive ou nulle quand h tend vers 400, notée ®,.
On admet qu’alors la fonction z — ®, admet une limite (qui peut étre +o0).

Cette limite est dite limite inférieure de la fonction f et est notée lim Jirnf f(x).
T—r+00

On admet de plus les deux résultats suivants.
(1) Soit f une fonction continue sur R; a valeurs dans R;. On suppose : lim Jirnf f(z) > 0.
T—>+00

Alors il existe deux réels xg et ¢ strictements positifs tels que pour tout x supérieur ou égal a xg,
ona: f(z) >e.

(2) Soient f et g deux fonctions continues de Ry dans Ry telles que f(z) > g(x) pour tout z positif,

et lim g(x) =/ ou ¢ est un réel positif.
T—+00

. S
Alors : lxlgl_’l_lolg flx) =L

I - Lois sous-exponentielles

Dans ce probléme, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (€2, &7, P). On
notera comme d’habitude, sous réserve d’existence, E(X) et V(X) l'espérance et la variance d'une
variable aléatoire réelle X.

Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F', on notera systématiquement
F la queue de la répartition définie par : Vo € Ry, F(z) =1 — F(x) = P([X > z]).
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1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose :
px(n) = P(X =n])

py(n) = P([Y

px+v(n) = P(X+Y =n])

Montrer, pour tout n entier naturel :

Il
=,

px+v(n) = > px(k)py(n—k)

e« 1 pt: FPT sur le SCE ([X = k|)ken
o« 1 pt : découpage de la somme

o 1 pt : indépendance de X et YV

Par analogie, on admettra que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives indépendantes,
admettant respectivement les densités fx et fy continues sur R, et continues & droite en 0, la variable
X +Y admet une densité notée fx x fy définie, pour x positif, par :

(fx * fy)(= /fX ) fy(z —u) du

On notera F'x,y la fonction de répartition de la variable aléatoire X + Y.

2. Soit A un réel strictement positif et soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de paramétre A. On note f une densité commune et F leur fonction de répartition.
On prendra pour tout z positif ou nul : f(z) = Ae™**.

a) Expliciter, pour = positif, F(z) et F(z).
« 1 pt : pour tout x >0, F(z) =1—e "
« 1 pt : pour tout z >0, F(z) =e "

b) Calculer (f  f)(x) pour tout x positif.

« 2 pts : vérification des hypothéses (X et Y sont des v.a.r. positives, indépendantes,
a densité continue sur Ry, continues & droite en 0)

e 2pts: (fxf)(x) =N2ze?* (dont 1 pt pour : Vu € [0,2], u >0 et x —u > 0)
¢) En déduire Fxiy(x) pour tout z positif.

e 1 pt : comme fyx.y densité de X +VY, Fyx,y(x / fxay(t)

e 1 pt: (X+Y)(Q) C[0,+00] donc fxiy nulle sur ]

e 1pt: Fx,y(x / fx1y(t) dt = / x4y (t) dt = /0 (f*f)(t) dt

« 1 pt : validité IPP (u(t) =t, v(t) = _)\ e )
e 1pt: Fxyy(z)=1—(14+Az)e??

d) Montrer :
F
lim M = +©
T——+00 F(:L‘)
F
e« 1 pt : pour tout = > 0, M:l—i—)\x
F(x)
F

e« 1 pt: lim w:qtoo

T—+00 F(SL’)
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3. Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F'. On dit que la loi de X est a
support illimité a droite si pour tout = positif : F(x) > 0.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes positives, de méme loi & support illimité &
droite, de fonction de répartition commune F'.

a) Montrer, pour tout = positif :

Fxyy(z) > P((max(X,Y) > z])
e 1pt:[max(X,Y)>a]C[X+Y >a] car X et Y a valeurs positives
e 1pt: Fyiy(z) > P(max(X,Y) > z])
b) Montrer : P([max(X,Y) > z]) = 1 — (F(z)).
e 1pt: [max(X,Y) <2]=[X <z]N[Y <]

e 1 pt : indépendance de X et YV
e 1pt:P(X <2z]) P([Y <2z]) = (F(ac))2 car X et Y ont méme loi

2
oy L @)
c¢) Montrer : lim ——————— =2

z—+00 F(x)

1— (F(2)® 1-(F(x)”
e 1 pt: — = =1+ F(x

P F(x) 1— F(x) (z)

e 1 pt: lim F(x)=1 car F est une fonction de répartition

T—+00

F
d) En déduire : liminf M > 2.
T—+00 F(w)
« 1 pt : d’aprés 3.a) et 3.b), Fxiy(z) >1— (F(x))2
—_— 2
_ F 1—(F
e 1 pt : comme F(x) >0 (X a support illimité a droite), )ﬁry(x) > £ (a:))
F(x) (z)
- 2
F 1—(F
o 3 pts : on applique le résultat admis (2) & f1: 2z — M et g1:x— ﬂ
F(x) F(x)

x 1 pt : f; et g1 continues sur R
x 1 pt: f; et g1 & valeurs dans R,
x 1 pt : reste des hypothéses (Vz € Ry, fi(z) > gi1(x) et lim g¢1(z) =2)

r—r-+00

4. Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F'. On suppose que la loi de X est
a support illimité a droite. On dit que cette loi est sous-exponentielle si :

lim L&Y (z)
T—400 F(gj)

o, comme dans les notations précédentes, Fxty désigne la fonction de répartition de la somme
des deux variables aléatoires réelles positives X et Y indépendantes, de méme loi et de fonction de
répartition F'.

On considére alors deux variables aléatoires réelles positives indépendantes X et Y de méme loi
sous-exponentielle.




ECG4 4 février 2023
Mathématiques (version B)

a) Montrer :

. 1
lim Prxiysqa(X >a]) = 5

T—r—+00
elpt:[X>z|C[X+Y >z car Y(Q) CR;
P(X >z])  F(x)

e 1pt: Piyiysy([X >a]) = P(X +Y >a])  Fxiy(a)

F
e 1 pt: lim & = — car la loi de X est sous-exponentielle
votoo Fxyy(z) 2

b) En déduire (en utilisant la question 3.¢)) :

lim P((X +Y > z]) _
z—+oo P([max(X,Y) > z])

. 1pt: P(X +Y > z]) _ P(X +Y > z]) P([X > z])
P([max(X,Y) > z]) P([X > z]) P([max(X,Y) > z])
. P(IX > 2]) = F(x) 1 ’aprés e c
P (XYY > 2] 1 (F(x))? o g d'apTes 3.b) et S.c)
CP(X4+Y >2])  Fxiyv(z) s . .
e 1pt: PIX>a) XFJF(};) zjw 2 d’aprés la question précédente

¢) Démontrer ’égalité :
P(X+Y >z]) = P((X+Y > z|Nmax(X,Y) < z]) + P([max(X,Y) > z])
« 1 pt: FPT sur le SCE (max(X,Y) < z], [ max(X,Y) > z])
e 1pt:max(X,Y) >z C[X+Y >2]donc P([X +Y > z]N[max(X,Y) > z]) = P(lmax(X,Y) > z])

d) Conclure :
P([X +Y > z]N[max(X,Y) < z])

li =
z-3too P([max(X,Y) > z]) 0

P(X +Y > z]Nmax(X,Y) < z]) P(X +Y > z]) .

e« 1 pt: = —-1d 6s 1 t
P P([max(X,Y) > z]) P([max(X,Y) > z)) Apres fa question
précédente
P((X+Y

e« 1 pt: lim (X +Y >z =1 d’aprés 4.b)

z—+oo P([max(X,Y) > z|)

e) Interpréter le résultat précédent.

N P(X+Y >z Nmax(X,Y) <z]) P(X+Y >z]N[max(X,Y) < z])

© o Pbe P([max(X,Y) > z)) TP(X+Y > 2] N[max(X,Y) > a])
1ot PIX Y >a]nmax(X,Y) <af) _ Pixiysq((max(X,Y) < z])
PV B(X Y > 2] N max(X,Y) > 2])  Plxyy o (max(X,Y) > a])

« 1 pt : toute interprétation pertinente
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II - Problémes de queues

Soit f une densité de probabilité sur R que 'on suppose nulle sur R* et continue sur R, et F' la
fonction de répartition associée. On dit que la loi de probabilité définie par la densité f posséde une

+0o0
loi & queue lourde si pour tout A strictement positif, 'intégrale / f(x) e dx est divergente,
1

c’est-a-dire que pour tout réel A > 0 :

a—+00

lim / f(z)er® dz = 400
1

5. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que si la loi de X est & queue lourde, elle est a
support illimité a droite.

e 1 pt : structure raisonnement par contraposée

e« 1 pt : si X n’est pas & support illimité & droite, alors il existe zy > 0 tel que
P([X > z¢]) = 0, donc P([X < xo]) = 1.

e 2 pts : P([X < zp]) =1 donc fx est nulle sur [zg, +o0].
0 sizg <1

“+00

e 2 pts : pour A = 1 (par exemple), / f(x)e® dox = 0 ,
1 / f(x)e® dx sizg>1

1

donc converge

—1 si confusion V / 3

6. Etude de quelques lois particuliéres :

a) Une loi exponentielle est-elle & queue lourde ?
e 1 pt:siX— &(u),alors : Vz € [0,400, f(x) =pe "
o 3 pts : en choisissant \ = %, on obtient : /+oo f(x) ez dz converge
x 1 pt : choix de A 1

“+o0o
x 2 pts : / f(z)e*® dx converge
1

1
b) Soit f la fonction d’expression f(z) = m si z positif ou nul et f(x) = 0 si x est strictement
x
négatif.
(i) Montrer que f est une densité de probabilité.
e 1 pt : f continue sur R sauf éventuellement en 0
e 1pt:VzeR, f(x) >0
+00
e 2 pts: / f(z) dx converge et vaut 1

—00

+oo “+oo
x 1 pt: / f(x) dx :/ f(z) dz car f est nulle en dehors de [0, +o0[
0

—0o0

B
1
1 pt : dr=1-— 1
8 p /0 (1 —i—(L‘)2 v 1+ B B=+o

(it) Soit A strictement positif. Justifier 'existence d’un réel positif xg tel que pour tout = supérieur

Ax
ou égal & xg, on ait : —— > 1.
g 0 1+ )2
Ax Ax Ax
e e
elpt: —— ~ — =\
L S R (\2)2
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e)\a: e)\x
e 1pt: I = i ¢ d ¢ i — =
pt: lim )2 400 par croissances comparées, donc Lm i+ +o00
e)\x
« 1 pt : par définition de la limite, il existe xy > 0 tel que : Vx > zg, m >
x
(iit) En déduire que la loi définie par f est & queue lourde.
Az
e 1 pt: 2z~ —— continue sur [1,+cc
p (1+2)? [1, +ocl
1 pt s Vo> a0, 0< = <
° pt . vVx L0, S .%'0 X (1+x)2

+o0 1
e 1pt: / — dz divergente
1 X

+o00 Az

e

e 1 pt : / m dx diverge par critére de comparaision d’intégrales de
1 xr

fonctions continues positives, donc X a queue lourde

c¢) Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X la variable aléatoire définie par
X =eZ.
(i) Déterminer une densité f de X.
« 1 pt: X(Q)C]0,+o0]
0 size]— 00,0
e 3pts: Fxy :x+—
®(In(z)) siz e ]0,+oo]
x 1 pt:casx<0

x 2 pts : cas x > 0 (dont 1 pt pour la stricte croissance de In sur ]0,+o00[)
e 3 pts : X est une v.a.r. a densité

x 2 pts : Fx continue sur R
x 1 pt : Fx de classe C! sur R sauf éventuellement en 0
0 six € |—o00,0]
e 3pts: fx x> 1

5 e_% (ln(x))Q siz>0
V2w

x 1 pt:casze]|—o00,0]
x 1 pt : cas z € |0,400[
x 1 pt : choix fx(0)

—1 si la dérivation n’est pas effectuée sur des ouverts

x—+00 2

1
(it) Soit X strictement positif. Que vaut lim ()\:v - = (ln(m))2 — ln(x)) ?

1
e 1 pt: lim ()\w - = (ln(x))2 — ln(x)> = +o00 par croissances comparées
r—+00 2
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(iit) En déduire qu'’il existe un réel xg strictement positif tel que :
Vr > xo, f(x) M > 1

2
«1pt: f(l‘) e — 1 e)\x—% (ln(m)) —In(z)

V2w
e 1 pt: lir+n f(r)e** = 400 d’aprés la question précédente (+ composition de
T—r+00
limites)
« 1 pt : par définition de la limite, il existe 2o > 0 tel que : Va > g, f(z)e** > 1
(iv) En déduire que la loi de X est & queue lourde.
« 1 pt:z— f(z)e*® continue sur [1,+o0]

1
e 1 pt:Ve>xp, 0< — < fr)er?

20

“+oo
« 1 pt : par critére de comparaison, / f(z) e dz diverge, donc X est a queue
1
lourde

On désigne désormais par X une variable aléatoire positive de loi a support illimité & droite et admettant
une densité f continue sur R* | et continue a droite en 0. On note F' la fonction de répartition associée.

On pose alors : r(z) = & et R(z) = —1In (F(z)), pour x positif.

F(z)
F(z) = exp (— | ) dy)

7. Montrer :

« 2 pts: F(0)=0

x 1 pt: X(Q)CI0,+o0]

x 1 pt : F continue en 0
« 1 pt : R dérivable sur |0, +oo[ et dérivable a droite en 0
e« 1 pt:VeeRy, R(z)=r(x)

.« 1pt:exp <_ /O r(y) dy> = Flx)

> 0.

R
8. On suppose : lim inf (z)
r—r+00 xT

a) Montrer qu’il existe deux réels xg et € strictement positifs tels que pour tout x supérieur ou égal
axg: F(r) <e &7,

R(z) .
si x € ]0, 400
e2pts:g:x— x continue sur R
r(0) siz=0

x 1 pt : g continue sur ]0, +o0|

x 1 pt : g continue a droite en 0 (car R dérivable a droite en 0)

R(z)

e 1 pt:z+— —— a valeurs dans R
x
o 1 pt : application du résultat (1) de I’énoncé : il existe zg > 0 et ¢ > 0 tels que :
R(x)
>

vx):ﬁ[},i/6
T

« 1 pt: F(x) < e % par croissance de la fonction exp sur R
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b) Soit A tel que : 0 < A < &. Soit A strictement positif donné. Montrer :
A - A -
/ AT f(x)de = 1—F(A) M+ ) / A F(x) da
0 0

elpt:u:z+— e’ etv:z— —F(z) de classe C' sur [0, A]
« 1 pt:IPP

+oo
¢) Conclure que / AT f (z) dx converge et que la loi de X n’est pas a queue lourde.
0

e 1pt:0< F(A)erM <e94 Q’aprés 8.a)

« 1 pt : par théoréme d’encadrement : Alim F(A)e* =0car A <e¢
—+00

o +oco
e1pt:0< F(z)e?r® <e ("M% et / e =Y 4z converge car \ < ¢
0
« 1 pt : par critére de comparaison d’intégrales de fonctions continues positives,

+oo
/ f(z) e dz converge
0

€
e 1 pt: choixde A\ = 5 (par exemple) pour conclure que la loi de X n’est pas & queue

lourde

9. On rappelle 'inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant une espérance
E(Z), alors pour tout « strictement positif, on a :
P([Z > a]) < E(Z)

On suppose maintenant que la loi de X n’est pas a queue lourde.

a) Montrer qu’il existe A strictement positif tel que ¢ =E (e’\X ) existe.
+oo
« 1 pt : par Th. de transfert, e’ ¥ admet une espérance ssi / fx) e dx converge
o0 o
absolument, ce qui équivaut a / f(zx) e’ dx converge car x — f(z)e*” positive
—0o0

+oo +oo
« 1 pt: / f(z)er® dx :/ f(z)e*® dx car f nulle en dehors de [0, +o0]
0

—00

“+o0o
o« 1 pt : loi de X pas a queue lourde, donc il existe A\ > 0 tel que / f(z)er® dx
1

+o00
converge, donc tel que / f(z) e’ dz converge
0

b) Soit x strictement positif. Montrer : F(z) < c-e 2.
« 1 pt : P([X > 2]) =P([e*¥ > e*?]) car exp strictement croissante sur R

o 1 pt : inégalité de Markov applicable (e’\X a valeurs positives et admet une espé-

rance d’aprés la question précédente)
E (e)\X)

o 1 pt : application inégalité de Markov : P([e/\x > e’\x]) < Y

10
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c¢) Montrer : lim inf R(z) > > 0.

Tr—+0c0 xX

_ R 1
« 1 pt : d’aprés gst précédente [ (z) < ce %, donc ﬂ > A— n(c)
x x
1
e 1 pt: lim )\—&:)\
T—r+00 xX
In(c) .
elpt:getaz—\— continues sur |0, +oo]
x
1 1
elpt:getz— \— In(c) a valeurs dans Ry (sur [n)(\c),—koo [)
x
s . . . .. R(x)
« 1 pt : par application du résultat (2) de ’énoncé : lim inf >A>0

r——+00 €T

La condition lim inf R(z)
Tr—+0c0 xX

posséde une queue lourde. De ce fait, on introduit une autre notion plus simple dont on va montrer
qu’elle suffit & assurer cette propriété.

= (0 n’est pas forcément trés agréable a vérifier pour prouver qu’une loi

10. Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. On dit que la loi de X posséde
une queue longue si pour tout réel € strictement positif, il existe un réel A strictement positif tel
que pour tout réel x supérieur ou égal a A, et tout réel y appartenant a [0,1], on a :

Dans la suite, F' désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire X qui suit une telle loi.

F(z +7y) — F(x)

a) Montrer, pour tout y de [0, 1] : xginoo ) =0.
F
e 1 pt : ’hypothése de I’énoncé est la définition de : lim 7@ +9) =1

x—+00 F(x)

F(z —|—7y) — F(x) B F(z+y)

e 1pt: ) = () -1 x_>—+>00 0
b) En déduire : JCE{EOO Fla +F?{()x; Flz) =0.
1pt: F(x —|—7y) — F(x) _ P +i/) — F(x)

¢) Montrer, pour tout y de [0, 1] :
lim Plysg (X > 2+y]) =1

r——+00
. _P(X>an[X>a+y)) P(X>a+y)  Flr+y)
e 1pt: Pixsy([X >z 4y]) = (X > 2]) =S THX>a) T

F
e« 1 pt: lim M =1 d’aprés I’énoncé
T—+00 F(.%’)

d) Montrer : lim R(z+1)— R(z) =0.

T—>+00
elpt:R(z+1)—R(z)=—In (F(ZL’—!—l))

F(z)
F 1
« 1pt: xglgloo (F:c(—;—)) =1 d’aprés 10.a) en y =1

e 1 pt : In continue en 1
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11. Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi & queue longue.

a) Soit A strictement positif fixé.

(i) Montrer qu’il existe x( positif tel que pour tout x supérieur ou égal a o et pour tout y de

[0,1], on a :

= = _2

Flx+y) > F(z)e 2
Indication : On utilisera la définition de fonction de répartition d’une variable aléatoire qui
suit une loi a queue longue donnée a la question précédente avec une valeur précise de € que
l’on explicitera.

« 1 pt : X a queue longue donc il existe A > 0 tel que, pour tout z > A, pour tout

yel0,1] : ‘F(;j;y)q <e
e 1pt: ‘W—l’ <edonc F(z)(1—¢) < F(z+y) < F(z)(1+¢)

A
2

elptie=1—-e2>0

(ii) Montrer, pour tout entier naturel non nul n :

F(zo+n) > F(zg)e ™2

ni

e 3pts:Vn e N* F(xg+n) > F(xg)e 2 par récurrence

x 1 pt : initialisation

x 2 pts : hérédité

(iii) En déduire : lim e*®0+") F(z0 4 n) = +o0.

n——+oo

« 1 pt:0< (F(zp)er™) ens

e 1 pt : par théoréme de comparaison lir+n e (wotn) F(zg+n) = +o0
n—-+0oo

b) Justifier que pour tout \ strictement positif, la fonction z +» e** F(x) n'est pas bornée sur R .

¢) En raisonnant par 'absurde, montrer : lim inf

1 pt : raisonnement par ’absurde
1 pt : utilisation gst précédente

R(z)

Tr—+00 xX

1 pt : si liminf 2% 2 0, alors liminf %)

=400 T T—=4oo T

1 pt : d’aprés gst 8. X n’est donc pas 4 queue lourde

=0.

> (0 car R a valeurs positives

1 pt : d’aprés démonstration de 8.¢) : pour 0 < A < ¢, pour tout z > xp, 0 <
F(:L’) e)\z < ef(sf)\)x <1

1 pt : absurde car x> e*” F(r) n’est pas bornée sur R

d) Conclure que toute loi & queue longue posséde une queue lourde.

=0

R
1 pt : d’aprés les gsts 11.a) & 11.c), si X a queue longue, alors lim (z)
Tr—+00 X

1 pt : d’aprés gst 9. (contraposée), on en déduit que X a queue lourde
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