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DS7 (version A)

Exercice 1 (EDHEC 2004)

On note E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a 2.
On note eq, e1, eo les fonctions définies, pour tout réel x par :

eo(z) =1, ei(x)=x et eg(x)=2a’

et on rappelle que # = (e, e1, e2) est une base de E.

Soit f 'application qui & toute fonction polynomiale P de E associe la fonction Q = f(P), ou Q est
la dérivée seconde de I'application qui a tout réel x associe (22 — x) P(z).

Commentaire

Le sujet fait ici le choix de confondre polynoéme et fonction polynomiale. C’est parfaitement
en accord avec le programme officiel qui conseille cette confusion. Cependant, on peine &
comprendre l'intérét ici car ’aspect fonction ne joue pas de réle particulier dans ’exercice.

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

Démonstration.

« Démontrons que f est linéaire

Soit (A1, A2) € R et soit (P1, Py) € (Ro[X])”.

FOu Pt Do Ba) ) (X)
(X2 - X) P1+)\2-P2))”(X)

(2X —1) (M- P4 X2 P) + (X2 — X) (Al'P1+A2'P2)')/(X)

(par linéarité de
Uapplication dérivée)

(2 1) (Pt da - B) + (X2 = X) (M- P+ 2o P)) (X)
= 2()\1-P1—|—)\2~P2)(X)+<2X—1) (/\1-P1+)\2-P2)/(X)

+2X —1) (M- P4 A PHYX) + (X2 = X) (M- Pl + - Py)(X)
- 2\ -Pr+ A P)(X) 4 (2X —1) (A1 - P} + Aa- Py)(X)

+ 22X 1) (M- P+ A2 PHX) + (X2 = X) (M- P+ X2 PY)(X)
= M-(2P(X)+2(2X - 1) P{(X) + (X2 - X) P{(X))

+ A (2P(X)+2(2X — 1) Py(X) + (X2 - X) PJ(X))
= A f(P)(X) + A2 - f(P2)(X)
= (A f(P)+ X f(P2))(X)

(par linéarité de
Uapplication dérivée)

L’application f est donc linéaire.
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Commentaire N

Dans cette rédaction, on a explicité le calcul ce qui pourra servir dans les questions
suivantes. Mais il était aussi possible de rédiger autrement. Pour ce faire, on introduit
le polynéome R € Ry[X] défini par R(X) = X2 — X. On a alors :

fAL-Pi+X-P) = (RX()\l'P1+)\2'P2))”

= (M-RPi+X-RP)"
(par linéarité de
la dérivation seconde)

= M- f(P1)+ X2 f(P) (par définition de f)

= M- (RPl)” 4+ Ag - (RPQ)”

\.

« Démontrons que f est a valeurs dans Ra[X]

Soit P € Rg[X]. Comme deg(P) < 2, alors :
deg ((X? — X) P(X)) = deg ((X* - X)) +deg (P(X)) < 2+2 = 4
La valeur de f(P) est obtenue en dérivant deux fois ce polynoéme. On en déduit :
deg (f(P)) < 2

Ainsi, f est bien a valeurs dans Ry[X].

L’application f est bien un endomorphisme de Ry[X].

Commentaire

o Rappelons tout d’abord les propriétés a connaitre concernant le degré des polyndémes.
Si P et @ sont deux polynomes de R[X] alors :

deg (P X Q) = deg(P) + deg(Q) deg (P + Q) < max (deg(P), deg(Q))

« On pouvait aussi rédiger en se servant du calcul précédent. Comme deg(P) < 2, alors :
X deg(2 P) < 2,
x deg(P") < 1 et ainsi :

deg (2(2X —1) P/(X)) =deg (2(2X — 1)) + deg (P'(X)) <1+1 = 2
x deg(P") <0 et ainsi :
deg ((X? = X) P"(X)) = deg ((X* — X)) +deg (P"(X)) <240 = 2

On en déduit : deg (2 P(X) +2(2X — 1) P/(X) + (X? - X) P"(X)) < 2.
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b) Déterminer f(eg), f(e1) et f(ez) en fonction de ey, e et es.

Démonstration.

On a:

X

X

2 -2 0
c¢) En déduire que la matrice de f dans la base % est A = (0 6 6) .

Démonstration.

f(eo)(X)

flen)(X)

fle2)(X)

2e0(X) +2(2X — 1) efXT + (X2 — X) eghX)
(2-e0)(X)

2e1(X) +2(2X — 1) &)(X) + (X2 - X) ¢}

2X +2(2X —1) = 6X —2

(—2-eg+6-e1)(X)

2e2(X) +2(2X — 1) eb(X) + (X2 — X) €(X)
2X24+2(2X —1) (2X)+ (X2 - X) 2

2X2% + (8X2 —4X) + (2X? —2X) = —6X + 12X?
(=6-e1 412 e2)(X)

On en déduit : f(eg) =2-eq, fle1) =—2-e9+6-e1 et f(ea)

_6€1+12€2 D

0 0 12

D’aprés la question précédente :

2
x fleg) =2-e9+0-e1+0-e2 donc Mat(eo’el’@)(f(eo)) = (O) .
0

-2
x fleg) =—2-e+6-e1+0-e3 donc Ma‘t(eo,el,eg)(f(el)) = ( 6 )

0
x flea) =0-eg—6-e1+12-e3 donc Mat(e e, ) (f(e2)) = (—6) ,

Commentaire

L’énonceé fournit le résultat de la question (la valeur de la matrice A = Mat (¢, ¢, e,)(f)
a trouver). Par définition, cette matrice est la concaténation des vecteurs colonnes
représentatifs des vecteurs f(e1), f(e2), et f(e3) dans la base Z. Ainsi, la lecture de
fleo) = 2-ep, fler) = —2-e9+6-e1 et
f(e2) = —6-e1 + 12 eg. Cela ne signifie pas que 'on peut rédiger la question 1.b) avec
comme argument : « d’aprés la question 1.c) ...
de vérifier le résultat de la question précédente et de corriger une éventuelle erreur que

A nous fournit directement les égalités :

0

12

2 -2 0
Finalement : A = Mat(¢) ¢, e,)(f) =0 6 —6
0 0 12

I'on aurait pu commettre.

». Par contre, cette matrice permet
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d) Montrer sans calcul que f est un automorphisme de E.

Démonstration.

« La matrice A est inversible car elle est triangulaire (supérieure) et ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls.

o La matrice A étant la représentation matricielle de f dans la base %, on en conclut que f est
bijective.

L’application f est un endomorphisme bijectif de E : c’est donc un automorphisme de E.

2. a) Donner les valeurs propres de f, puis en déduire que f est diagonalisable.

Démonstration.

« Notons tout d’abord que la matrice A est triangulaire (supérieure). Ses valeurs propres sont
donc ses coefficients diagonaux.

Ainsi : Sp(f) = Sp(4) ={2,6,12}.

o La matrice A est carrée d’ordre 3 et admet 3 valeurs propres distinctes.

On en conclut que A est diagonalisable.

Enfin, comme A est la matrice représentative de f dans la base F,
I’endomorphisme f est lui aussi diagonalisable. 0

b) Déterminer les sous-espaces propres de f.

Démonstration.
« Déterminons Es(f), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 2.

Soit P € E. Alors il existe (a,b,c) € R3 tel que P =a-eg+b-e1 +c-es.
a

60761,62)(P) =|b] € %371(R).

c

Autrement dit : U = Mat(

Pe EQ(f) < (f—2idE)(M) =0g
— (A— 2[3) xU = 0///3(]1{)

0 -2 0 a 0
<— 0 4 —-6](b]l=10
0 0 10 c 0
— 2b = 0
<— 4b — 6¢ = 0
10c = 0
— b =0
¢c = 0

On obtient alors :
Ey(f) = {Pe€E|(f-2idg)(P)=0g}

= {a-eg+b-e1+c-ex|b=c=0}
= {a-ep|aeR} = Vect(eg)

On en conclut : Ey(f) = Vect (ep).
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« Déterminons Eg(f), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 6.

On reprend les notations précédentes.
PeEs(f) < (f—6idg)(M)=0g
< (A — 6[3) x U = 0///3(]1@)

= (010G

IS

—4a — 2b =0
= — 6¢c = 0
6c = 0
{—4a = 2b
<
c = 0

On obtient alors :
Es(f) = {PeE|(f—-6idg)(P)=0g}
= {a-eg+b-er+c-es|a=—-1b ET c=0}
= {—3b-eg+b-e1 |bER}
= {b- (-2 eote1) | beR}
= Vect(—%~eo+el) = Vect (eg —2-€7)

On en conclut : Eg(f) = Vect (eg — 2 - €1).

Commentaire

On rappelle qu’on ne change pas l'espace vectoriel engendré par une famille F en
multipliant un vecteur de F par un réel non nul. On se sert de cette propriété ici afin

d’avoir une expression plus simple (sans fraction) de Fg(f).

« Déterminons E1s(f), le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 6.

On reprend les notations précédentes.
P e Ea(f) = (f —12idg)(M) = Op
— (A—lQIg)XUZOJ//S(R)

710 72 a 0
< bl =10
c 0
—10a — 2b =0
= — 6b — 6¢c = 0
0 =0
— —10a — 2b =
— 6b = 6¢
L1e3L1 Ly —-30a = —b6¢
— 6b = 6¢
L+ —£ Ly
LH——*LZ oa c
b = —¢
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Commentaire

On obtient alors :

Epn(f) = {PeE|(f—-12idg)(P)=0g}
= {a-eg+b-e1+c-exla=%c ET c=0}
= {fc-eg—c-e1tc-ex| ceR}
= {c-({ep—e1+e)|acR}
= Vect(%eo—el+eg) = Vect (eg —5-e1 +5-e2)

On en conclut : E1o(f) = Vect (eg —5-e1+ 5 - e2).

« Il faut faire attention aux objets manipulés. On doit déterminer Es(f) = Ker(f — 2idg),
noyau d’un endomorphisme de E. On doit donc obtenir un sous-espace vectoriel de F. Si
P e EetU = Mat ¢, e, (P) € #31(R) sont bien deux représentations différentes du méme
polynéme P, cela n’autorise pas pour autant a écrire ’égalité entre ces deux éléments :

a 1
a-e+b-e+c-eo >< (b) Vect (eg) >< Vect (0)
C

et 0
N—— N————’ N————
€ Ry[X] € M31(R) Ei(f) E1(A)

« Il faut s’habituer a déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — \ 1.

Ilustrons la méthode avec la matrice de ’exercice et A = 1.
T

On cherche les vecteurs X = [y | de E12(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
z

(A_I3)X:0(///3,1(R)- Or :
z-C1+y -Co+2-Cs

(_g r ‘06) () ) (80>+y(06)+(26)

0
Pour obtenir le vecteur | 0 | & ’aide de cette combinaison linéaire, on prend z # 0.
y
En effet, si 2 = 0 alors forcément y = 0 sinon on crée un coefficient non nul en 1" position
du vecteur résultat. Mais dans ce cas (z =y = 0), on a z = 0 sinon on crée un coefficient
non nul en 2°™¢ position du vecteur résultat.

Comme x # 0, alors forcément y = —5x (pour ne pas créer un coefficient non nul en 1€
)

position) puis z = 5z (pour ne pas créer un coefficient non nul en 2°™¢ position). En prenant

par exemple x = 1, on obtient :

1
Elg(A) O Vect (—5)
5

Et I'égalité est vérifiee pour des raisons de dimension (on peut par exemple démontrer :
rg(A —1213) = 2 ce qui permet de conclure, par théoréme du rang : dim (E12(4)) = 1).
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3. a) Justifier l'existence d’une matrice P inversible dont la premiére ligne ne contient que des « 1 »

—_

2 0
telle que A = PDP~! ot D = (O 6
0 0

0

0].
Démonstration.
Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = P D P71,
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,

Commentaire

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de A (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

1 1 1
Comme | (0] |, -2 | et —5 | | sont des bases respectives de F5(A), Eg(A) et E12(A) :
0 0 5

1 1 1 2 0 O
P=|(0 -2 -5 et D=0 6 0
0 0 5 0 0 12

On a bien trouvé P inversible et D diagonale telles que : A = P D P~

« Dans la question 2.b), on a démontré : Eg(f) = Vect (—5-eg+e1) = Vect(eg—2-e1).

1
1 = Vect -2
0 0

(I

Cela se traduit matriciellement par : EFg(A) = Vect

Comme dit précédemment, on opte généralement pour I’écriture la plus simple. Mais il faut
bien avoir en téte que ce choix fournit des valeurs différentes pour la matrice P.

o L’énoncé précise que la premiére ligne de la matrice P ne doit contenir que des « 1 ». Cette
contrainte permet de s’assurer que tous les candidats vont travailler, par la suite, sur la
méme matrice P. Si ce n’était pas le cas, le concepteur aurait une tache bien difficile en
question 4.a), & savoir vérifier la valeur de P~! pour la valeur de P choisie par le candidat.

« Détaillons plus précisément I’obtention de la formule : A = P D P~
Notons B’ = (ug, u1,uz) ou :

up = €, U1=60—2-61, UQ260—5'61+5~62

La famille %’ est une base de E. En effet, elle est :

x libre car obtenue par concaténation des familles libres (ug), (u1), (u2) constituées de
vecteurs propres associés & des valeurs propres différentes.

x tel que : Card(#') = 3 = dim(E).
On obtient alors, par la formule de changement de base :
Matpg(f) = ngﬁ%/ X Matgg/(f) X P%/,‘%
I I I I

A = P X D x Pl
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b) Montrer : ¥n € N, A" = PD"P~!,

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ot P(n): A" =PD"P~ L

» Initialisation :

e D’une part : A% = I,

e Dautre part : PDO P~ ' =PI P ' =P Pl =I5

D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : A"}

Alors :

Artl Ax A"

= AxPD"P!

= PDP ' xPD"P!

= PD(P'P)D" P!

— PDLD"P!

— PDD"P~' = pprtlpl

D’ou P(n +1).

= pD"H Pl

(par hypothése
de récurrence)
(d’apres la

question 3.a))

Par principe de récurrence : ¥n € N, A" = PD"P~1, 0

4. a) Déterminer la matrice P~1.

Démonstration.
On procéde par la méthode du pivot de Gauss.

1 1 1 1 00
0 -2 -5 010
0 0 5 0 0 1
. ” . . L1 «~—5 Ll — L3 . .
On effectue les opérations { Lo Lyt ° On obtient :

0 5 0 -1
0 01 1
) 0 0 1

On effectue 'opération { L, +-2L; +5L, . On obtient :

0 10 5 3
0 0 11
5 0 01
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L1+ 11*0 14
On effectue les opérations { L, + 2 L, . On obtient :
L3(—%L3
1oo\ |/l % 1
01 o0f[l0o -3 -3
1
0 0 1 0 0 L
1 10 5 3
Finalement : P~ = — [0 -5 -5
0 0 2

Commentaire \

« Rappelons tout d’abord qu’une matrice triangulaire est inversible si tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non nuls. Ici, P est inversible par construction. En effet, P est
une matrice de passage (P = Py 4 ).

o Si une matrice triangulaire supérieure 7' (resp. inférieure) est inversible, alors son
inverse est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure). Cette propriété est
d’ailleurs immédiate si on s’intéresse de prés aux opérations successivement effectuées
lors de I’algorithme du pivot de Gauss. On peut par ailleurs préciser que les coefficients
diagonaux de T~! sont les inverses des coefficients diagonaux de 7.

o Les deux points précédents permettent de vérifier le calcul d’inverse effectué. La ma-
trice P est triangulaire supérieure et ses coeflicients 1, —2 et 5 sont tous non nuls. Elle

est donc inversible et son inverse est elle aussi triangulaire supérieure de coefficients
1 1 1
diagonaux —, — et —.
8 125

b) En déduire explicitement, en fonction de n, la matrice A™.

Démonstration.
Soit n € N.

A" = pDnp! (d’apres la question 3.b))
1 1 1 2 0 0 1 10 5 3

= [0 -2 =5 06”01—00—5—5
0 0 5 0o o0 127 0 0 2

10 x 2™ 5 x 2" 3 x 2"

1 1 1 1
= — |0 -2 -5 0 -5 x6" —5x6"
10 0 0 2

0 0 2 x 12"

10 x 2" 5(2" —6™) 3 x 2" —5x 6"+ 2 x 12"

1
= — 0 10 x 6™ 10(6™ — 12"
10 ( )
0 0 10 x 12"
10 x 2™ 5(2" —6") 3 x2" -5 x 6" +2 x 127
Pour tout n € N; A = 0 0 10 x 6™ 10(6™ — 12™) 0
0 0 10 x 12"
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¢) On dit qu'une suite de matrices (M,,) tend vers la matrice M, lorsque n tend vers +o00, si chaque
coefficient de M, tend vers le coefficient situé a la méme place dans M.

1
On pose B = T2 A. Montrer que la suite (B™) tend vers une matrice J vérifiant J2 = J.

Démonstration.
Soit n € N.
1 1
o Comme B = T2 A alors, par récurrence immédiate, B" = Ton A™
En multipliant chaque coefficient de A™ par 12%, on obtient :

105 (17 5 ()"~ (B)") 8x ()" —5x (3)" +2x1

B" = 0 0 10 x (3)" 10((3)" -1
0 0 10 x 1
o Or:
li L _0car L e]-1,1]
xn_1>1_~1_1006n— car6 —1,1].

: 1 1
x HETOOQ—nfOCar§E}—1,1[.

On en déduit :
1 0 0 2
lim B" = 00 —-10]=J
oo 10 \g 0 10

e On remarque enfin :

10
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Exercice 2 (EML 2022)

Partie A
On considére 'application f définie sur | — 0o, 1] par :

A=Y e o0 U0, 1]
fit— t

1 sit=20
1. Montrer que f est continue sur | — oo, 1[.

Démonstration.

« La fonction f est continue sur | — 0o, 0] et sur ]0, 1] car elle est le quotient f = S ou :
2

x f1:t— —In(1 —t) qui est continue sur | — oo, 0[ et sur |0, 1],
x fo:t—>tqui:
- est continue sur | — 0o, 0[ et sur ]0, 1],

- NE S’ANNULE PAS sur ces intervalles.

La fonction f est continue sur | — oo, 0[ et sur |0, 1].

o Par ailleurs :
In(1—1¢) —t

@) = —F— 5 —7 = !

Ainsi : lim f(¢t) =1 = f(0).

t—0

On en déduit que la fonction f est continue en 0.

Finalement, la fonction f est continue sur | — oo, 1[.

Commentaire .

Rappelons que la fonction h : ¢t — In(l — t) est continue sur | — oo, 1] car elle est la
composée h = ho o hy avec :
e hi:t—1—1tquiest:

x continue sur | — oo, 1],
x telle que : hy(] — oo, 1[) C 0, +o0l.

e hy:t— In(t) qui est continue sur ]0, +o0].

t
2. a) Démontrer : Vt € | — o0, 1], 13 +1In(1—¢) > 0.

Démonstration.

t
Onnoteg:tHﬁ—i-ln(l—t)

« La fonction g est dérivable sur | — oo, 1] en tant que somme de fonctions dérivables sur | —oo, 1[.

11
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e Soit t — 00, 1.
el | Ix(1—t)—tx(-1) 1

g = fEnE T
! 1
T oa=62 1—t
1-(1-%)
BECEE
B t
BCEDE

On en déduit :
Jgt) =0 & t=0

« On obtient alors le tableau de variations suivant :

t —00 0 1
Signe de ¢'(t) - 0 +
Variations de g \ /
0
« La fonction g admet donc 0 pour minimum en 0. Ainsi, pour tout ¢ € | — 0o, 1] :
g(t) = 0

t
On en déduit : Vt € | — 00, 1], 13 t—l—ln(l—t)}O.
— O

b) Justifier que f est de classe C? sur | — 0o, 0] et sur ]0, 1[ et déterminer f’ sur ces intervalles.

Démonstration.
« La fonction f est de classe C? sur | — 00, 0] et sur ]0, 1] car elle est le quotient f = jzl ou :
2
x fi1:t— —In(1 —t) qui est de classe C? sur | — 0o, 0] et sur |0, 1],
x f2 :t—=tqui:
- est de classe C? sur | — 00, 0] et sur ]0, 1],
- NE S’ANNULE PAS sur ces intervalles.
La fonction f est de classe C? sur | — 0o, 0[ et sur ]0, 1].
e Soit t € | —00,0[ U ]0,1][.
1
—— xt—In(l1—¢t) x1
f/(t) = = )
B = +In(1 1)
i —
t
— +1In(1 -1
vt ] oe,0[ UJ0.1[ f(H) = LY .

12
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¢) En déduire la monotonie de f sur | — oo, 1].

Démonstration.
D’aprés la question 2.b), pour tout t € | — oo, 1] :

t
— 4+ In(l—-1¢t) >
1—t+ n(l—t) 0
On en déduit :

Vte]—o0,00U]0,1[, f'(t) > 0

On obtient le tableau de variations suivant :

t —00 0 1

Signe de f'(t) + +

Variations de f / 1 /

O
3. a) Donner le développement limité & 'ordre 2 en 0 de ¢ — In(1 — ¢).
Démonstration.
Comme lim —t =0, alors :
t—0
_ (—t)? 2
In(l—t) = —t— — +tgo(t )
t2 )
Ainsi : ln(l—t)——t—i—i—t_o)o(t ). 0
" / 1
b) Montrer que f est dérivable en 0 et : f/(0) = 7
Démonstration.
Soit t € | — 00,0[ U |0, 1].
e = 010 _ —2E -1 m -+t
0 t—0 t 2
De plus :
t2 9 t2 2
In(l—t)+t = —t+§+t30(t )+t = §+zﬁo(t )
12
Ainsi : In(1 —¢)+¢ ~ 5 On en déduit :
t—0
o ~ 1=l
TO t—0 t2 B 2
. . 1
On en déduit que f est dérivable en 0 et : f/(0) = =

13
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¢) Montrer enfin que f est de classe C* sur | — oo, 1[.

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question 2.b), la fonction f est de classe C? sur | — 0o, 0[ et sur ]0, 1[.

En particulier, la fonction f est de classe C! sur | — 0o, 0] et sur 0, 1[.

« On souhaite ensuite démontrer que f est de classe C! en 0, c’est-a-dire que :
x la fonction f dérivable en 0,
« la fonction f’ est continue en 0.

La fonction f est dérivable en 0 d’aprés la question précédente.
Démontrons que f’ est continue en 0.
Soit t € | — 00,0[ U 0, 1[. D’aprés 2.b) :

= +In(1—1¢)

o = B
x D’une part :
L o ()] = t+t2+2+ o ()
1-1¢ 1-1¢ t—0 t—0
Or t3 = o (t?). Ainsi :
t—0
t 2 2
T e
x D’autre part, d’aprés 3.a) :
t2 5
In(l—-t) = —t— 5+ﬁ30(t )
On obtient : )
¢ _ 2 2 L 2
Tt —t) = £+ 0 ()~ 1 - T+ o ()
t2 5
= 3 T.e0)
On en déduit : . tz
fpy = mrdmH e 5 1
t2 t—s0 2 2
1
: 9 \ . !/ [ — !
Finalement, d’aprés 8.b) : 1%1_13% ') = 5 £(0).

Ainsi, la fonction f’ est continue en 0.

On en conclut que la fonction f est de classe C! sur | — oo, 1].
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4. Déterminer les limites de f en —oo et en 1.

Démonstration.
« Tout d’abord, comme %m% In(1 — t) = —o0, on obtient :
—
In(1—t¢
lim — M = 400
t—1 t
lim f(t) = +o0
t—1

o Ensuite, avec le changement de variable| w=1—1¢ | on obtient :

In(1 —¢ 1
m f(f) = lim —20=0 o, @
t——00 t——00 t u—+00 1—u
Or:
In(u) In(u)  In(u)
1—u wotoo —-uu
. ) _ In(u)
De plus, par croissances comparées : lim = 0.

u—+00 u

On en déduit : lim f(¢) = 0.
t——o0

O

5. Tracer 'allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé en faisant apparaitre la
tangente en 0.

Démonstration.
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Partie B

On considére maintenant la fonction L définie sur | — oo, 1] par :

Lx+—>/f

1 too 1 g2
On rappelle que la série > — converge et on admet : > — = —.
i1 k2 =1 k6

6. Justifier que L est de classe C! sur | — oo, 1] et préciser L' sur | — oo, 1].

Démonstration.
« D’apreés la question 1., la fonction f est continue sur | — oo, 1].
Elle admet donc une primitive F' de classe C! sur | — oo, 1[. On a alors, pour tout = € | — oo, 1] :
x
= [ 1w = 1F0)] = F@-FO
Ainsi, la fonction L est de classe C! sur | — oo, 1], car F l'est
« De plus, pour tout z € | — 00, 1] :

L'(z) = F'(z) = f(2)
Vo e]—o0,1], L'(x) = f(z)

Commentaire

On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction L est la primitive de f sur
] — 00, 1] qui s’annule en 0.
Ainsi, L est de classe C! sur | — oo, 1[ et : Vo € | — 00, 1], L'(x) = f(x).

7. Etude de L en 1 :

a) Démontrer, a 'aide d’un changement de variable :

V(A, B) / £(t) / o zlf(? dt

Démonstration.
Soit (A, B) €]0,1[2.

On effectue alors le changement de variable| uw=1—1

u=1—t (etdonct=1-—u)
— du = —dt

Ce changement de variable est valide car 1 : © — 1—u est de classe C! sur le segment d’extrémités

1—Aetl-—B.
1-B 1-4 1-A
/ f(t) / f =) (—du) = / F—u) du = / —in(“) du
1-B 1-B — U
2 A B =4 ()
Pour tout (A, B) € ]0, 1[%, on obtient bien : f(t) dt = - dt.
A - 1-t O
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In(t n —t" 1 In(t
b) Démontrer : Vn € N, Vt € ]0, 1], _Int) =Y (—t"In(t)) + n(t)
-t = 1—t
Démonstration.

Soit n € N. Soit ¢t € ]0, 1].
o Tout d’abord :

S (— () = —In@) Y ¢

k=0 k=0
1— tn+1
= —lIn(?) o7 (cart #1)
~In(t) "t In(t)
1t 1—t
e On en déduit : 0 o
In(t n k " In(t
- = —tF () - ———~
1t ,EO( n(t) - ——
In(t n —t"1 In(t
Finalement : Vn € N, V¢ € ]0,1[, — n(t) => (—t*In@®)) + 711()
-t = 1—t U
1
c¢) Démontrer que, pour tout k de N, I'intégrale / —t* In(t) dt converge et :
0
v 1
—t" In(t) dt =
f, tm =
Démonstration.
Soit k € N.
« La fonction ¢ — —t* In(t) est continue sur ]0, 1].
1
L’intégrale / —tk In(t) dt est donc uniquement impropre en 0.
0
e Soit A S ]0, 1]
On procéde par intégration par parties (IPP).
, 1
u(t) = In(¢t) u(t) = n
1
"t) = —t t) = ——— tht!
V() W) =
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le SEGMENT [A, 1].
On obtient :
bk L ok 1 SR TR
—t" In(t) dt = ——— In(t — 1 —dt
/A a(t) [ k+ 1 Xn()] +/A K+l
A
1 1 1 !
= — 1) + —— AR In(A) + —— t* at
77 M+ nA+ 1T,
. In(A) + LI B S 1
k+1 kE+1 | k+1
— L Ak+1 ln(A)—|— 1 (1_AI<:+1)
E+1 (k+1)?
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e Or:

x d’une part, par croissances comparées : }Aim ARl In(A) = 0.
—0

im Akt = 0.

x d’autre part : 1
A—0

1
On en déduit que I'intégrale / —t* In(t) dt est convergente
0

De plus :
/1 t* In(t) dt = 0+ ! (1-0) !
— n = B ——— —_ [ —
0 (k+1)? (k+1)?
1
Yk € N, / —t* In(t) dt = ;2
0 (k+1) O

—t In(t)

d) Démontrer que la fonction ¢ — est bornée sur |0, 1].

(On pourra commencer par calculer les limites en O et en 1)

—t"+ In(¢)

T3 dt converge puis démontrer :

1
En déduire que, pour tout n de N, I'intégrale /
0
1 n+1
—t In(t
Jim —t" Int)
n—+oo fq 1—1¢

dt =0

Démonstration.

t In(t)

1—t°

« Tout d’abord, par croissances comparées : }iné t In(t) = 0. D’ou :
ﬁ

On note g : t — —

lim g(t) = 0
i — 200
t—0 1—-t¢
o Ensuite : £ x In(t) Lt 1)
x In x (t —
t = —-— ~ _—_ — = = 1
9(t) 1—¢t 1—1¢
t In(t
On en déduit : lim — n(t) =1.
t—1 1-—t¢

e On vient donc de démontrer que la fonction g est prolongeable par continuité en 0 et en 1.
Elle est de plus continue sur ]0, 1] car elle est le produit g = h x f ou :

x h:t—t est continue sur | — oo, 1],
x f est continue sur | — oo, 1[ d’aprés 1.
Notons g la fonction g prolongée par continuité en 0 et en 1.

« Cette fonction g est continue sur le segment [0, 1].
Elle est donc bornée (et atteint ses bornes).

La fonction g, qui est la restriction de g a U'intervalle ]0, 1], est donc également bornée.
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e Soit n € N.
x Soit t € ]0, 1.

t < 1

(par stricte croissance

donc In(?) <0 de In sur ]0,4o0[)

dou  —t"tlIn(t) > 0 (car —t"T1 < 0)

tn+11 t
ainsi —II;() > 0 (car1—t>0)

t In(t)
1-1¢
donc M € R tel que, pour tout ¢ € ]0,1] :

x De plus, comme la fonction £ — — est bornée, elle est en particulier majorée. Il existe

_tn(t) < M
1—¢
tn—i—l 1
donc N nt() < M (car t™ > 0)
Finalement :
"t In(t
X Vte]o,l[,0<—1i() <Mt

1
x / t" dt est bien définie car la fonction t — " est continue sur le segment [0, 1].
0

1 n+1
t In(¢
Par critére de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives, / —12() dt
0 _
est convergente.
« De plus, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < 1) :
1 n+1
t In(
0 < / _T Intt / Mt dt
0 11—t
Or: )
1 M
/ Mt dt = M =
n+1 . n+1
Ainsi : . "
t" T In(t M
0 < / _711() dt <
On sait par ailleurs :
x lim 0=0
n——+0oo
M
X lim =0
n—+oco n + 1
1 yntl In(t)
Par théoréme d’encadrement : lim ——— dt=0.
n—+oo  Jo 1—1¢ 0
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1
N —In(t
e) A laide de la question 7.b), montrer que l'intégrale / (t) dt converge puis que 1’on a :
0

b —In(t) T 1 2
dt = — =
f e = X

k=1

Démonstration.
e Soit n € N. D’aprés 7.b), pour tout ¢t € ]0,1] :
In(t) n —t" L In(t)

T = kgo(—t’“ In(t)) + ——

De plus :

1
x d’aprés 7.c), pour tout k € N, I'intégrale / —t* In(t) dt est convergente.
0

. 1 _tn—i-l ln(t)
x d’apres 7.d), I'intégrale / I dt est convergente.
0 _
, . L n(e)
On en déduit que I'intégrale / 1 dt est convergente
0 _

e De plus :

1
1
/ _n(t) dt
y  1-1

_ /01 <§0(_tk 1n(t))> dt+/01 _tn;l_lf(t)dt

n 1 L+l n(t)
= 3 / (_ tk ln(t)) dt —|—/ 1 dt (par linéarité de l'intégrale)
=0 Jo 0 -
n L+l In(¢)
pu— —_— dt d’ o 7-
Z(l{:—kl) _|_/0 - (d’apres 7.c))
ntl ] Lt In(t
— Z % / — tn( ) dt (par décalage d’indice)
« Enfin :
x d’une part, la série 2 est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc
k>1
convergente et :
I nt+l 1 +oo 1
TL—l)r-EOO kzl k2 - k‘gl ﬁ

x d’autre part, d’apres 7.d) :

lim —=dt =0
n—+oo  Jo 1-1¢
1 2
1 T 1
Finalement : / _Inft dt= 5 —5= -
0 1—1t k=1 k 6 0
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2
f) En déduire que L est prolongeable par continuité en 1 en posant L(1) = %

Démonstration.

1
« La fonction L est prolongeable par continuité en 1 si et seulement si 'intégrale / f(t) dt est
0

convergente.
! L In(t)
o D’aprés la question 7.a), / f(t) dt est convergente si et seulement si / ¢ dt est
0 0 -
convergente.
L —In(t)
o D’aprés la question 7.e), 'intégrale / dt est convergente.
0 _
On en déduit que L est prolongeable par continuité en 1.
e De plus :
1
L(1) = / f(t) dt
0
1
—In(t
= / n(®) dt (d’apres 7.a))
o 1—t
7T2
= 5 (d’aprés 7.e))
2
7r
L =" O

On note encore L la fonction ainsi prolongée en 1.

1
8. a) Justifier que la fonction x — L(z) + L(—=x) — 3 L(z?) est dérivable sur | — 1,0[ et sur ]0, 1] et

calculer sa dérivée sur ces intervalles.

Démonstration.

« La fonction h : x — L(2?) est dérivable sur ] — 1, 0[ et sur |0, 1] car elle est la composée h = Lo hy
de :

x hi:x— 2% quiest :
- dérivable sur | — 1, 0] et sur |0, 1],
- telle que : by (] —1,0[ U]0,1[) C ]O, 1.
x L qui est dérivable (car de classe C!) sur ]0, 1] d’aprés 6.

De méme, la fonction x — L(—z) est dérivable sur | — 1, 0] et sur |0, 1].

1
La fonction ¢ : x — L(z) + L(—z) — 3 L(x?) est donc dérivable sur | — 1,0[ et

sur ]0, 1] en tant que somme de fonctions dérivables sur ces intervalles.
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« Soit z €] —1,0[ U ]0,1[.

) = [(z)—(-z)— % x 2 x I'(2?)

= f(z) - f(—2) —z f(z?) (daprés 6.)
- _ln(la:— z) + ln(l_l‘ x) e ln(lx; x?)
_ _ln(l —z)+In(1 + 2) N In(1 — .1‘2)

In((1-z)(1+z)) N In(1 — z?)

x x
In(1—2?%)  In(l —a?
_ n(l —x%) n n(l —z)
x T
Finalement : Vx € | — 1,0[ U ]0, 1], ¢/(x) = 0. ]
1
b) En déduire : Vz € [-1,1], L(z) + L(—z) = 3 L(2?).

Démonstration.
« Tout d’abord, pour tout = € [—1,1] :

L(z) + L(—z) = % L) o @) =0

x la fonction ¢’ est nulle sur ’intervalle | — 1,0[. La fonction ¢ est donc constante sur cet
intervalle. On en déduit qu’il existe ¢; € R tel que :
Vee] =10} o) =a

x de méme, la fonction ¢’ est nulle sur ’intervalle ]0,1[. La fonction ¢ est donc constante sur
cet intervalle. On en déduit qu’il existe co € R tel que :

Ve e ]0,1[, o(z)=-co

Commentaire

« Attention, la proposition :

Ve e]—-1,00U]0, 1, ¢'(x) =0

ne permet pas directement de conclure que la fonction ¢ est constante sur | —1,0[ U ]0, 1].

» Par exemple, la fonction ¢ définie par :

¢ ¢ ]-1,00U]0,1] — R

1 size]—1,0[
x —
2 size]0,1]

admet bien une dérivée nulle sur son ensemble de définition mais n’est pas constante sur
ce méme ensemble.
o Rappelons la propriété du cours valide :
Soit I un intervalle de R.
Soit f une fonction dérivable sur 1.

Ve el, f(x)=0 < f est constante sur [
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« De plus, la fonction L est continue en 0. Les fonctions x + L(—z) et z — L(z?) sont donc
également continues en 0.

On en déduit que la fonction ¢ est continue en 0.

« On en conclut :
lim ¢(z) = ¢(0) = lim ¢(z)

z—0— z—0+
I I

Cc1 Cc2

De plus, par définition de L :

p(0) = L(0) + L(~0) ~ 3 L(0?) = 0

Ainsi : ¢1 = 0 = ¢s.

On en déduit : Yz € | — 1,1[, ¢(x) = 0.

o Enfin, d’aprés 7.f), la fonction L est prolongeable par continuité en 1. On en déduit que ¢ est
prolongeable par continuité en 1. En effet :

x la fonction ¢ : & — L(—x) est continue en 1 car elle est la composée 1 = Lo f; de :
- f1 qui est :
» continue en 1,
» telle que : fi(1) = —1.
- L qui est continue en —1 d’aprés 6.

x la fonction s : 2 + L(2?) est prolongeable par continuité en 1 car elle est la composée
pwa=1Lo fyde:

- fo qui est :
» continue en 1,
» telle que : fi(1) = 1.
- L qui est prolongeable par continuité en 1 d’aprés 7.f).
On en déduit :
p(1) = lim p(z) = 0
r—1
De méme, la fonction ¢ est prolongeable par continuité en —1. On en déduit :
—-1) = 1 =0
p(=1) = lim p(z)

Ainsi : Vz € [-1,1], ¢(z) =0.

Finalement : Va € [-1,1], L(x) + L(—x) =

Commentaire \

On détaille ici précisément le prolongement par continuité de ¢ en —1 et en 1 pour le lecteur

un peu moins & l'aise sur ces considérations. De maniére générale, il n’est cependant pas

nécessaire de rédiger aussi rigoureusement les questions portant sur la régularité de fonctions.

Il est conseillé :

x de rédiger trés proprement la régularité d’une fonction pour les questions que l’on traite en
premier. On démontre ainsi au correcteur sa capacité a rédiger ce type de questions.

L(2?)

x de rédiger trés proprement la régularité lorsqu’il s’agit du coeur de la question (« Démontrer
que la fonction est continue / de classe C! sur ... »).

[
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c¢) Préciser alors la valeur de L(—1).

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

L(-1) = ~L(~ (1) + L(-1)?)
= —L(1)+ % L(1)
= 5 L)
1 w2 72
D’aprés , on obtient : L(—1) = —3 X T 0

Partie C

On considére enfin la fonction ® définie sur 'ouvert ] — oo, 0[? par :
®: (z,y) = L(z) + Ly) — L(=zy)

On admet que la fonction ® est de classe C? sur | — oo, 0%

[2

9. a) Calculer, pour tout (z,y) de | — 0o, 0[%, les dérivées partielles d’ordre 1 de ® au point (x,y).

Démonstration.

« D’aprés I'énoncé, la fonction @ est de classe C? sur | — oo, 0[2. Elle admet donc en particulier
des dérivées partielles d’ordre 1 sur cet ouvert.

e Soit (x,y) € ] — o0, 0[2.

« d’une part :
0u(P)(z,y) = L'(2)—(—yL'(-zy))
= flx)+yfl-zy) (d’aprés 6.)
« d’autre part :
O(®)(x,y) = L'(y)— (—aLl(~ay))

= fly)+zf(-zy) (d’aprés 6.)

(@) (x,y) = f(z)+yf(-=zy)
X(®) (2, y) = [f(y)+zf(—=2y) B

V(m,y) € ] - 0070[27 {

b) En déduire que ® admet (—1,—1) comme unique point critique.

Démonstration.
Soit (z,y) € ] — 00, 0[2.

(z,y) est un point
critique de f
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D’aprés la question précédente, on obtient :

(x,y) est un point
i =
critique de f

f@)+yf(-zy) = 0
fly) +xf(-zy) = 0

lrl(l—ai)+y(_ln(1+xy)>

x —xy
In(1 — In(1
~In( y)+Z<_ n( +wy)>
Y -2y
_ln(l—:r)+ln(1+:1:y) -
x x
In(1 — In(1
-y Wl+ay) _
Y Y
—In(l—2z)+In(1+2zy) = 0
—In(l—-y)+In(l+zy) = 0
In(l+zy) = In(l—=x)
In(14+zy) = In(1-—y)
1+2zy = 1—-2
l+azy = 1—y
—xy =
-y =Y
—xy = x
r =y
-z = =
r =y
- = 1
r =y
z = -1
y = —1

(par injectivité de In
sur |0, 4+o00[)

(car x #0)

Finalement, la fonction ® admet (—1, —1) comme unique point critique.

25



ECG4 4 février 2023
Mathématiques (version A)

1
2
O>

. Elle admet donc des dérivées

o

10. a) Montrer que la matrice hessienne, notée H, de ® au point (—1,—1) est : H = <

[N

Démonstration.

« D’aprés I'énoncé, la fonction ® est de classe C? sur | — oo, 0[2

partielles d’ordre 2 sur cet ouvert.
« Soit (x,y) € ] — o0, 0[2.
x Tout d’abord :

R1(®)(x,y) = f'@)+y(—yf(—zy) = f'(x) =y f(—xy)
On obtient :
R1(P)(~1,-1) = f(=1) = (=1’ x (= (-1) x (=1)) = f(=1)=f'(=1) = 0
x Emsuite :

B1(@)(x,y) = 1x f(—ay)+yx (—af(-zy) = f(—azy) —ay f(-zy)

On obtient :
0f1(®)(=1,-1) = f(=(=1)x(=1)) = (1) x (=1) x f'( = (=1) x (=1))
= f(=1) = f(-1)
n(l — (— — L 4+ In(1- (-1
_ _1( 1) 1= (_1()2 (1)) (dapres 2.5))
= In(2) — (—;+ln(2)>
1
2

« La fonction ® est de classe C? sur | — 0o, 0[2. Ainsi, par théoréme de Schwarz :
07 (®)(w,y) = 05,(®)(w,y) = f(—wy) —zy f'(—ay)
1
Ainsi : 87 o(®)(—1,-1) = 95 ,(®)(~1,-1) = 3

x Enfin :

On obtient :
035(@)(~1,-1) = f'(=1) = (1> x f'(= (1) x (-1)) = f(=1) = f(-1) = 0
e On en déduit :

97 1(®)(~1,-1) 552(@)(—1,—1)) _ (0 %>
D)(—1,-1) 03,(®)(—1,-1)

) |
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b) Déterminer les valeurs propres de H.

Démonstration.
. SOlt )\ € R

det(H — A Ip) = det((l/\ i)) - Ati _ (A_;> <A+;>

e Ainsi :
A€Sp(H) < H — X3 non inversible
< det(H—-X1)=0
1 1
S (A-—=)[A+=]=0
(+=3) (+3)
1 1
& A=_- 00 A=——
2 2
On obtient : Sp(H) = {—3, 3}.
O
11. La fonction ® présente-t-elle un extremum local sur | — oo, 0[% ?
Démonstration.
« Tout extremum local de ® sur ] — oo, 0[% est un point critique de @ sur cet ouvert.
e Or ® admet (—1,—1) comme unique point critique. De plus :
x d’aprés la question précédente : Sp (V2(<I>)(—1, —1)) = {—%,% ,
1 1
x deplus:—§<0et§>().
On en déduit que (—1,—1) n’est pas un extremum local de ® (c’est un point col).
« On en déduit qu’aucun point critique de ® sur ] — oo, 0[? n’est un extremum local.
La fonction ® ne présente donc aucun extremum local sur | — oo, 0[2. 0
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Probléme (EDHEC 2012)

On désigne par A, un réel strictement positif et on considére la fonction f, définie sur R , par :

1. a) Montrer que f est paire.

Démonstration.
Soit z € R.

fraze Nz e r®

2

= A -z e M)

= A jg] e (car les fonctions x — |x|
N et x — 2 sont paires)
= f(z)
La fonction f est paire. O

+oo
b) Etablir que l'intégrale / f(x) dx converge et donner sa valeur.
0

Démonstration.

« La fonction f est continue sur [0, +oo[ en tant que produits de fonctions continues sur [0, +o00].

“+oo
Ainsi, l'intégrale / f(x) dz est impropre seulement en +oo.
0

« Soit B € [0, +o0.

/ " fa) de

—
B—+400

B 2
/ Alz| e dx
0

B 2
/ Az e M dx
0

1 B by 2
/ (=2 \x) e dzx
0

(car pour tout x € [0, B,
ona:lxr|=x)

2

e ]B
2 :

N | —

400
On en conclut que l'intégrale / f(t) dt est convergente. De plus :
0

o -
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¢) Montrer que la fonction f peut étre considérée comme densité d’une variable aléatoire X que

I'on suppose, dans la suite, définie sur un certain espace probabilisé (€2, o7, P).

Démonstration.

« La fonction f est continue sur | — 0o, +00[ par produit de fonctions continues sur | — oo, +o0|.

La fonction f est donc continue sur | — oo, +00].

e Soit x € R. Alors, comme A >0, on a :

flz) = Mzle ™ >0 (car |z| =0 et €% >0)

Ainsi : Yz € R, f(x) > 0.

+o00
« Montrons que l'intégrale / f(x) dz converge et vaut 1.

—00

+oo
x D’aprés la question précédente, l'intégrale / f(x) dz est convergente.
0

0
x Comme la fonction f est paire, on en déduit que l'intégrale / f(x) dz est convergente.
-0

De plus :

/_OOO flx) de = /O+OO f(x) dzx

Commentaire

Rappelons que ce point se démontre & I'aide du changement de variable | v = —x
u=—z (donc x = —u)
—du=—dr et dr=-—du
e X =—00 = U=+00

ez=0= u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + —u est C! sur [0, +-0c[. On obtient :

0 0 0 +o0
| t@as = [ seaed = - [ jwde = [ s
—00 +o0 0

+oo
\ +m
x On en conclut que l'intégrale / f(x) dzx est convergente. De plus :
—00
+oo 0 400
/ F@) do = / (@) da:+/ (@) da
—00 —o0 0
too 1 (d’apres la question
=2 /0 J(a)de =2 2 ! précédente)
+00 +0oo
L’intégrale / f(z) dx converge. De plus : / f(z) de = 1.
— 50 —o0

On en déduit que la fonction f est une densité de probabilité.
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+oo
2. a) Justifier la convergence de 'intégrale / x f(x) dz.
0

Démonstration.

« La fonction x +— z f(x) est continue sur [0, +o0].
+o0
Ainsi, l'intégrale / xf(x) dx est impropre seulement en +oo.
0
e De plus :

x Vo € [1,+oof, zf(z) =20 et

T
« af(x)=Az|z] e = o <1>

2 2
En effet pour z > 1 : == = Az? |z] e = Agt e,
2

En posant le changement de variable u = 2, on obtient :

: 4 —Aa? . 2 . u? (par croissances

lim Az*e = lim Au“e = lim A = =0 .

z—-Foo u—s-+o0 u—+too " (er) comparées)
+o0o
x l'intégrale / —5 dx est convergente en tant qu’intégrale de Riemann impropre en +o0o
1 X

et d’exposant 2 > 1.
Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives, 1'inté-

“+o0o
grale / xf(x) dx est convergente.
1

1
« Enfin, comme la fonction z — x f(z) est continue sur le segment [0, 1], 'intégrale / zf(x) dx
0

est bien définie.

“+oo
On en conclut que l'intégrale / xf(x) dx est bien convergente.
0

Commentaire \

Il est important de bien lire la question. On demande ici de justifier la convergence d’une
intégrale impropre. Il n’est donc pas demandé explicitement de calculer cette intégrale. Dans
ce cas, il faut privilégier 'utilisation d’un critére de comparaison / équivalence / négligeabilité
des intégrales généralisées de fonctions continues positives. Au passage, si ce calcul n’est pas
demandé c’est certainement parce qu’il est trés technique ou impossible & réaliser dans le
cadre du programme ECE.

—

Ll

b) En déduire que la variable aléatoire X posséde une espérance, notée E(X), et donner sa valeur.

Démonstration.
+oo
e La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si 'intégrale / xf(x) dzr est absolument
—0o0
convergente, ce qui équivaut & démontrer qu’elle est convergente pour un calcul de moment

+o0
du type / " f(x) dx.

—0oQ0

30



ECG4 4 février 2023
Mathématiques (version A)

e Or:
“+oo
x d’apreés la question précédente, 'intégrale / xf(x) dx est convergente.
0

x comme la fonction f est paire, la fonction = — x f(x) est impaire.
0

Ainsi, I'intégrale / xf(x) dx est convergente. De plus :

/0 of(z) do = —/0+°o of(z) do

—00

+o00
x On en conclut que l'intégrale / xf(x) dr est convergente. Enfin :

—00

/Jrooxf(ac)dx = /O xf(x)d:c—i—/(]Jrooxf(ac)dx:O

—0o0 —0o0

La v.a.r. X admet donc une espérance. De plus : E(X) = 0. 0

+00
3. a) Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale / 22 f (z) dx converge et donner
0

sa valeur.

Démonstration.

« La fonction z — 22 f(z) est continue sur [0, +-ocl.

—+00
Ainsi, I'intégrale / 2 f () dx est impropre seulement en +o00.
0

« Notons par ailleurs que pour tout z € [0, 4o0] :

22f(z) = Aa?|z| e

= Azl e (car pour tout x > 0, |z| =)
1
= -3 (—22z) e x 22
« Soit B € [0, +o0.
On procede alors par intégration par parties (IPP).

u(z) = —1a? u(x) = —x

2 7)\1.2

V(z) = (—2Az) e

Cette IPP est valide car u et v sont C! sur [0, B]. On obtient :

B 1 9 B B 5
/ 2 f(x)de = —= { 12 e } +/ z e dx
0 2 o Jo
= 1 (B2 e_)‘B2—D/éﬁ')+l /B Az e dy
2 A Jo

= —1B2e_)‘32+1/B f(z) dx
2 X Jo
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e Or:

« en posant le changement de variable u = B2, on obtient :

. 1 2 . . 1 u ar croissances
lim —=B2e?” = lim —-we™ = lim —= = = 0 (r B
Bo4oo 2 u—too 2 ustoo 2 (et) comparées)

+oo
x d’aprés la question 1.b) l'intégrale / f(x) dx est convergente. On en déduit que la
0

B
quantité / f(x) doz admet une limite lorsque B tend vers +oo. Plus précisément :
0

) B “+o00 1
lim /0 f(x) de = /0 f(z) de = 3

B—+o0

1

+00 +o0
On en déduit que l'intégrale / 2% f(x) dz est convergente. De plus : / 22 f(x) do = 5y
0 0

Commentaire .

« Insistons une nouvelle fois sur la formulation de ’énoncé :

x en question 2.a) on demande de « Justifier la convergence » d’une intégrale. Il faut
alors privilégier 1'utilisation d’un critére de comparaison / équivalence / négligeabilité
des intégrales généralisées de fonctions continues positives.

x en question 8.a) on demande de démontrer qu’une intégrale « converge et donner sa
valeur ». Il s’agit donc ici d’effectuer un calcul.

o Pour le calcul, ’énoncé précise la maniére de procéder : il s’agit de réaliser une intégrations
par parties. Rien ne peut donc justifier le fait de ne pas savoir commencer ce type de
questions puisque 'on donne la méthode & suivre. Il suffit alors de mettre en place la
rédaction associée.

« Lors de l'intégration par parties, il y a une initiative & prendre, a savoir quelle fonction
on doit dériver (choix de la fonction u) et quelle fonction on doit intégrer (choix de v').
En réalité, il n’y a pas vraiment le choix :

xT

. 2 . .
x si on pose u: x — e " alors on a v’ : & — Az®. Un tel choix n’est pas raisonnable

car on a alors : \
' ix— (=2 A1) e et vz 1 zt

Les deux fonctions produites sont plus complexes que les fonctions initiales (on fait

grimper le degré des polynomes présents). Cela va a I'encontre de I'idée de simplifica-

tion contenue dans la méthode de I'IPP.

x le cas précédent étant écarté, il faut faire en sorte que la partie e’ apparaisse dans

la fonction v" & intégrer. En adjoignant (—2 Az) a cette quantité, on fait apparaitre
une forme permettant d’obtenir une primitive usuelle. C’est cette réflexion qui doit
mener au choix v : z — (=2 \z) e "
B
« Notons enfin que le calcul de la valeur de l'intégrale e dg a déja été fait en

0
question 1.b). Il convient alors de se servir du résultat ce qui permet d’éviter d’avoir a
refaire le calcul.

=
[
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b) En déduire que la variable aléatoire X posséde une variance, notée V(X), et donner sa valeur.

Démonstration.
+oo
o La v.a.r. X admet une variance si et seulement si I'intégrale / 22 f (x) dz est absolument

—00
convergente, ce qui équivaut & démontrer qu’elle est convergente pour un calcul de moment
+

o0
du type / " f(x) dx.
—0oQ
e Or:
+00
x d’apres la question précédente, l'intégrale / 22 f (z) dx est convergente.
0

« comme la fonction f est paire, la fonction x — 22 f(x) est elle aussi paire.
0

Ainsi, l'intégrale / 22 f(z) dx est convergente. De plus :

h /0 22 f(x) de = /OJFOO 22 f(x) da

[e.9]

+o0

x on en conclut que 'intégrale / 22 f(z) dx est convergente. Enfin :
—00

/+°o fz) de = /_io £(2) d:c+/0+oo f(z) dz

Foo 1 1

1
Ainsi, la v.a.r. X admet un moment d’ordre 2. De plus : IE(XQ) =

« D’aprés la formule de Koenig-Huyghens :

2 1 1
V) = B() - @X) - Lo = 1

On en conclut que la v.a.r. X admet une variance. De plus : V(X) =

Commentaire .

« La fonction f étant paire, on peut aisément démontrer que la fonction x — xf(x) est
impaire et que la fonction =+ 22 f(z) est paire.

> =

o De maniére générale, si f est paire alors, pour tout k € N :

« la fonction hy : z +— 2251 f(2) est impaire. En effet, pour tout z € R :

hi(—z) = (=) f(—z) = (1)1 22+ f(x)  (car [ est paire)
—2? L f(z) = —hi(a)

« la fonction hg : x +— 22* f(x) est paire. En effet, pour tout z € R :

ho(—z) = (—2)?) f(—2) = (=1)?) 2% f(z) (car [ est paire)
o f(z) = ho()

Autrement dit, si f est paire, alors la fonction z — =" f(x) est paire (resp. impaire) si r
est un nombre pair (resp. impair).

{ O

J
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4. On pose Y = X? et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur
I'espace probabilisé (2, &7, P).

a) Donner 'expression de la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y a ’aide de la
fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.
Démonstration.
« Notons h : x — 22, de sorte que : Y = h(X).

Y(Q) = (h(X)(Q) = h(X(Q))
C h(]—o0,+o0l)
C [0,4o00[

Ainsi : Y(Q) C [0, +o0[.

Commentaire

Profitons de cette question pour faire une remarque sur la notation X (2).
« Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggére, X (Q2) est I'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X)) = {X(w)|we}
= {zeR|weQ, X(w)=u}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
« Il est toujours correct d’écrire : X(Q) C | — oo, +0o0l.

En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire.

o Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x ’ensemble de valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (1)),

x lensemble {z € R|P([X = z]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir X est une v.a.r. discréte, cet
ensemble est appelé support de X et est noté Supp(X).

« Dans le cas des v.a.r. & densité, la détermination de ’ensemble image est plus techniue.
Dans certains sujets, I’ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une
v.a.r. & valeurs strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer & I’ensemble image donné en cours. Par
exemple, si X — U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U([0,1]), on considére : X (2) = [0,1]. »

x sl X ne suit pas une loi usuelle, on étudie ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) =1I.»

En décrétant la valeur de X (2), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un
ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (’ensemble
image étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient &
l'aide d’une dsijonction de cas).
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o Déterminons la fonction de répartition de Y.
Soit z € R. Deux cas se présentent.

x Siz <0, alors [Y < ] =@ car Y(2) = [0, +oo[. Ainsi :
Fy(z)=P(Y <z])=P(@) =0

Fy(x) = P

(par stricte croissance de la
fonction /- sur [0, +00[)

car X est une
= Fx(Vx) - Fx(=vx) g.a.r. a densité)

0 size]—o00,0]
Fx(y/x) — Fx(—/x) siz € [0,400]
|

o Cette question consiste & déterminer la loi de Y, transformée de la v.a.r. X. Ce type de
question est extrémement fréquent dans les sujets traitant de v.a.r. & densité. La résolution
de ce type de question ne présente aucune difficulté majeure. Il s’agit simplement de se
référer a la rédaction usuelle.

Finalement : Fy : x — {

« En particulier, il faut savoir déterminer la loi d’une transformée affine, du carré et de la
partie entiére d’une v.a.r. & densité X. Cela fait partie du bagage culturel mathématique
nécessaire avant d’affronter les écrits de concours.

« Il faut ajouter a ce bagage la détermination de la loi du minimum et du maximum de
v.a.r. & densité indépendantes. Il suffit une nouvelle fois de mettre en place la rédaction
usuelle associée & ce type de questions. 0

\. J

b) Déterminer une densité fy de Y, puis vérifier que Y suit la loi exponentielle de paramétre A.

Démonstration.

o La fonction de répartition Fy d’une v.a.r. a densité X est de classe C! en tout point ou la
densité fx considérée est continue.

Comme fy est continue sur R, Fy est de classe C' sur R.

e On peut alors démontrer que Fy est :
x continue sur R.
x de classe C1 sur ] — 00, 0[ U ]0, +o0].

On en déduit que Y est une v.a.r. & densité

Commentaire

Il est précisé dans I’énoncé : « on admet que Y est une variable aléatoire a densité ». Il n’est
donc pas demandé de développer le point ci-dessus. Toutefois, il est utile de le préciser. 11
convient de rappeler qu’une fonction est dérivable (ou méme de classe C') avant de la dériver.
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o On obtient une densité fy en dérivant Fy sur les intervalles ouverts.
Soit z € R. Deux cas se présentent :

fy(z)

x enfin, on pose : fy(0)

Fy (@)

1, ~1
2\/§FX(\/E)_

(car f est paire)

On en conclut que Y admet pour densité la focntion : fy : & — {

0 six #0

e ™ siz >0

On reconnait pour fy une densité associée a la loi exponentielle de paramétre .

Démonstration.

e De plus :

On en conclut : Y < & (A). O
¢) Retrouver alors sans calcul la valeur de V(X).
« D’aprés question précédente, Y < & ().
On en déduit que Y = X? admet une espérance et une variance.
Ainsi, X admet un moment d’ordre 2 et donc une variance.
- 2\ 2 (par la formule de
ViX) = E(X?) - (E(X)) Keenig-Huygens)
_ _ (car E(X) =0 d’aprés la
= E(Y) W question 2.b))
1
= 3 (car Y — E (X))
On retrouve V(X) = ~
n retrouve =—.
A O
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5. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].

1
a) On pose W = DY In(1 —U) et on admet que W est une variable aléatoire.

Déterminer la fonction de répartition de W et en déduire la loi suivie par la variable aléatoire W.
Démonstration.
1
« Notons h: x — Y In(1 — z), de sorte que W = h(U).
Comme U — U([0, 1]), on considére : U(€2) = [0, 1[. On en déduit :
w(Q) = (h(U))(Q) = h(U(Q)) = h([O, 1[)

_ [h(O), lim h(x){ (cm.“ h est continue et strictement
a1 croissante sur [0,1[)

= [0,+o0[

Ainsi : W(Q) = [0, +o0].

Commentaire

Comme ce n’est pas le coeur de la question, il n’est pas nécessaire de faire I’étude détaillée

de la fonction h. On présente ici rapidement les éléments permettant cette étude :

x la fonction h est dérivable (donc en particulier continue) sur [0, 1[ en tant que composée
de fonctions dérivables sur les intervalles adéquats.

x soit z € 10, 1].

o -4 (+5) - st

La fonction h est donc strictement croissante sur [0, 1[.

\.

« Déterminons la fonction de répartition de W.
Soit x € R. Deux cas se présentent.

x Six <0, alors [W < z] =@ car W(Q2) = [0, 4o00[. Ainsi :

Fyy(x) = B([W <a]) = B(2) = 0

}%@)_IMW<ﬂ)_p<Pimu—m<4>

= P(In(1-U)>—-Xz]) (car —A<0)

(car la fonction exp est

_ . Y
= P ([1 Uze x]) strictement croissante sur R)

= P([U<1-e)
= Fy(1—-e7)

= 1l-e (car 1 — e €0,1])

0 size]|—o00,0]

Finalement : Fyy : x — {

1—e™ size(0,+o0]
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« On reconnait la fonction de répartition associée a la loi € (A).
Or, la fonction de répartition caractérise la loi d’une v.a.r.

On en conclut : W — & (\).

Commentaire

« On a démontré, lors de I'étude de W (£2), que h réalise une bijection de [0, 1] sur [0, +oo]. 1l
est possible de déterminer I'expression de h=! : [0, +o0o[ — [0, 1].
Pour ce faire, on remarque que pour tout x € [0, 1] et y € [0, +o0[, on a :

1
y=h(z) & y=-3 In(1 — z)
& r=1-—ec
& x=h"Yy)
On démontre ainsi que h~' a pour expression : h™: x> 1 — e %,

« On retrouve ici 'expression de la quantité 1 — e~ *? apparaissant a la fin de la résolution

de la question. Ce n’est pas surprenant car la méthode utilisée ici consiste justement a faire
apparaitre, étape par étape, la quantité h~!(z). Plus précisément, on a :

Fy(z) = P(W<a]) = P([pU)<2]) = P([ULSKh ' (2)]) = Fy(h(2))

On comprend mieux pourquoi cette maniére de procéder est appelée méthode d’inversion.

b) En déduire une fonction Python dont l'en-téte est def SimuVaX(lambda) qui simule la v.a.r.
| X|.
Vérifier que la probabilité que X prenne des valeurs positives est égale & la probabilité que X
prenne des valeurs négatives.
En déduire une fonction Python, utilisant rd.random(), dont I’en-téte est def SimuX(lambda)
qui simule la v.a.r. X.

Démonstration.
o Par définition : Y = X2, Ainsi : VY = VX2 = |X].

Afin de simuler la v.a.r. | X/, il suffit de simuler la v.a.r. VY. Pour ce faire, il suffit de créer
une fonction qui renvoie la racine carrée de la valeur obtenue en simulant la v.a.r. Y.

. OI' :
x d’apres la question 4.b), la v.a.r. Y suit la loi exponentielle de paramétre .
x d’aprés la question 5.a), la v.a.r. W = —— In(1 — U) suit la exponentielle de paramétre A
des lors que U < U([0, 1]).

e On en déduit la fonction Scilab suivante.

import random as rd
import numpy as np
def SimuVaX(lambda)
U = rd.random()
Y = (-1 / lambda) * np.log(1-U)
AbsX = np.sqrt(Y)
return AbsX

{5 S (<> 5 B [ VU SR
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Détaillons les éléments de ce programme :
— en ligne 4, on crée une variable U qui simule la v.a.r. U telle que U < U([0, 1]).

— en ligne 5, on crée une variable Y qui simule la v.a.r. W telle que W — &£ ()).
Comme Y < £ (A), la variable Y simule aussi la v.a.r. Y.

— en ligne 6, on crée une variable AbsX qui simule la v.a.r. VY = |X|.

« Démontrons maintenant : P([X <0]) = % =P([X >0]).

Pour ce faire, on pose le changement de variable | u = —t

u = —t (donc t = —u)

Sdu=—dt et dt=—du

e t=—-—00 = U=+

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — —u est C! sur [0, +0c[. On obtient :
0
P <o) = [ s
0

= (—u) (—du)
+oo

0
- f(u) (—du) (car f est paire)

On en déduit : P([X <0]) =P([X >0]).

o La famille ([X <0],[X > 0]) est un systéme complet d’événements. On en déduit :
P([X<0])+P([X>0])=1
Or, comme X est une v.a.r. & densité : P([X >0]) =P([X > 0]). Finalement :

P([X <0])+P([X >0]) = P([X<0])+P([X>0]) = 2P([X<0]) =1

On en conclut : P([X <0]) == =P([X >0]).

« Remarquons alors : X = sgn(X) |X| ou sgn est la fonction :

sgn : R — R

-1 siz<O0
r

1 siz>0

39



ECG4

4 février 2023

Mathématiques (version A)

On a ainsi exprimé X en fonction :

x de la v.a.r. | X|, v.a.r. qu’on sait simuler.

x de la v.a.r. T = sgn(X) dont on peut préciser la loi.
Tout d’abord, par définition T'(Q2) = {—1,1}.
De plus, d’aprés le point précédent, on a :

P([T = -1]) = P([X <0)) = 5 = P([X > 0]) =P([T = 1))

On en déduit la fonction Python suivante :

def SimuX(lambda)
r = rd.random()
if r <=1/2 :
T=-1
else :
T=1
AbsX = SimuVaX(lambda)
X =T * AbsX
return X

0 oo 1N o ot R jw e

Détaillons les éléments de ce programme :

on cherche tout d’abord a créer une variable T permettant de simuler la v.a.r. T
Pour ce fiare, on commence par créer, en ligne 2, une variable r qui simuler une v.a.r. U telle
que U — U([0,1]). On procéde alors comme suit.
L’appel rand() renvoie un réel r choisit aléatoirement dans [0, 1] :
| | |

| : !

= ——

0 1
Le réel r appartient & I'intervalle [0, 1] avec probabilité :
P([Uepd]) = P(U<d) = 5 = B(IT=-1)
Le réel u appartient & l'intervalle |1, 1] avec probabilité :
P([Uelh]) = P(U>1]) = 5 = P(IT=1])

Ces éléments expliquent la démarche des lignes 2 & 6. Plus précisément :

» sile réel r est dans 'intervalle [0, %] (ce qui se produit avec probabilité %) la variable T est
affectée & —1.

» sile réel r est dans l'intervalle [3, 1] (ce qui se produit avec probabilité 3) la variable T est
affectée a 1.

en ligne 7, on crée une variable AbsX qui simule la v.a.r. | X| a l'aide de la fonction SimuVaX.

en ligne 8, on crée une variable X qui simule la v.a.r. X =T x | X].

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé avec
beaucoup de précision la réponse & cette question. Cependant, écrire correctement les
programmes Python démontre la bonne compréhension de ’algorithme demandé et
permet d’obtenir tous les points alloués & cette question. 0
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On suppose, dans la suite, que le paramétre A\ est inconnu et on souhaite ’estimer en utilisant la
loi de Y.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considére n v.a.r. Y7, ..., Y}, supposées
définies sur (€2, .27, P). On suppose qu’elles sont indépendantes et de méme loi que Y.

6. On considére des réels z1, ..., x, strictement positifs, ainsi que la fonction L, & valeurs dans R,
n
définie sur ]0, +oo[ par : VA € ]0,+o0[, L(A) = [] fy(zk).
k=1

a) Exprimer L()), puis In (L())) en fonction de A, z1, ..., Zy.

Démonstration.
Soit A\ € ]0, +o0].
o Tout d’abord :

o Ensuite :
In(L(A)) = In </\n X exp <_)\k:21 xk))

= In(A\")+1In (exp <_>\ 3 xk»)) (par propriété de

P la fonction In)

= nln(A) =X > ax
k=1

Pour tout A € ]0, +oo, In(L(A)) = nln(A) = A . xk.
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n
b) On consideére la fonction ¢, définie pour tout réel A de ]0, +oo[ par () = nln(A) — A > xp.
k=1

Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que ’'on notera z et que
I’'on exprimera en fonction de x1,...,z,.
Que peut-on dire de z pour la fonction L7

Démonstration.
« La fonction ¢ est dérivable sur |0, +oo[ en tant que somme de :
x A+ n In(A) dérivable sur ]0, +ool.

n
x A <Z xk> A dérivable sur ]0, +oo[ en tant que fonction polynomiale.

k=1
(dans lexpression de cette fonction, on met en avant que la variable est ici \)
e Soit A > 0.
/ n n
©'(A) = N > Tk
k=1
On obtient alors :
n n
YA =20 & —=> a2 =0
Ao
n n
S - 2 Z Tk
AT =
1
- Ao 1L (car x — — est strictement
- X X
n Xn: T croissante sur ]0, +00o[)
k=1
n
S A <

NE
8
ol

£
Il
—

n

Py .
> Tk
k=1

e On en déduit le tableau de variations suivant ot I’on a noté z =

A 0 z +00
Signe de ¢'()) + 0 -
(2)
Variations de ¢ / \
—0o0 —00
n

La fonction ¢ admet un unique maximum en z =

S
> T
k=1

« Comme ¢ admet un maximum en z alors pour tout A > 0, on a : ¢(\) < ¢(z). Or :
e(\) <p(z) & In(L(N) <In(L(2)) (d’apres la question 6.a))

(car la fonction exp est
strictement croissante sur R)

& L(\) < L(z)

On en déduit que z est 'unique maximum de la fonction L. -
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7. On pose dorénavant, toujours avec n supérieur ou égal a 2 |, Z,, =

Commentaire

« Dans cette question, on dispose initialement d’un n-uplet d’observations (z1,...,x,). Plus

précisément, (x1,...,x,) est une réalisation d’un n-échantillon (Y7,...,Y,,) de la v.a.r. Y.
La loi de Y dépend d’un paramétre A, a priori inconnu et qu’on cherche & déterminer. Pour
ce faire, une idée naturelle consiste & considérer que la valeur A qui a permis de générer les
observations est celle qui avait la plus grande probabilité de les générer. C’est cette idée qui
guide la méthode dite du maximum de vraisemblance, dont la question ci-dessus est une
illustration. Le réel z est précisément la valeur du parameétre A maximisant la réalisation
des observations initiales. Au passage, remarquons que les notations sont ici malheureuses.
I aurait été préférable de noter (y1,...,yn) les observations et A\ le réel z.

La méthode du maximum de vraisemblance conduit & considérer la v.a.r. construite a I'aide
de ce maximum. C’est l'objet de la question suivante o l'on étudie la v.a.r. Z,.
On reviendra sur ce point dans le chapitre « Estimation ».

n

> Y
k=1

On admet que Z,, est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur l’gspace probabilisé (2, o7, P).
La suite (Z,,)n>2 est appelée estimateur du maximum de vraisemblance pour A.

n
a) Pour tout n € N*, on définit la v.a.r. S, par: S, = > Y;.
k=1

Or, pour tout £ > 0, on a :

Dot P(1).

On admet le résultat suivant :

Soient X et Y deux v.a.r. & densité indépendantes définies sur le méme espace probabilisé, de
densités respectives fx et fy telles que fx et fy soient bornées.

Alors la v.a.r. X +Y est une v.a.r. & densité et une densité de X +Y est donnée par la fonction
h définie sur R par :

+oo
h:x'—>/ Fx(t) fy (@ — 1) dt

En utilisant la propriété admise, montrer que, pour tout n € N*, la v.a.r. S, est une v.a.r. a
densité et admet pour densité la fonction f, définie par :

0 sit<0

fnit— AP
=l At G >0

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n),

0 sit<O

ou P(n): fp:t— N

n—1 ,—\t :
7(71_1)!1‘ e sit>0

» Initialisation : )
Par définition : S = ) Y; =Y et donc : S1 <= £ (A). On en déduit :
=1

J

0 sit<O0
fi:t—
Ae ™M §it>0

1
A 751—1 e—)\t — i toe—)\t — )\e—/\t.

(1-1)! 0!
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» Hérédité : soit n € N*.
0 sit<0
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Dfnr it ¢ )
tre M sit >0

n!

n+1 n
o Par définition : Spp1 = > Y= > Y+ Y11 =S, + Yoqa.
j=1 j=1

Comme pour tout j € [1,n+ 1], ¥;(22) C [0, 4o00], alors Sp41(2) C [0, +o0].

On en déduit : S,+1(92) C [0, 400l

o D’autre part, les v.a.r. S, et Y41 :

x sont des variables & densité.
En effet, par hypothése de récurrence, S,, admet pour densité f,.
Et par définition, Y;,+1 admet pour densité la fonction f.

x sont indépendantes.
En effet, d’aprés 'énoncé, (Yx)ren+ est une suite de v.a.r. mutuellement indépendantes.

On en déduit, par lemme des coalitions que les v.a.r. S, = Y1 4+ ... + Y, et Y41 sont
indépendantes.

x admettent pour densités des fonctions bornées.
La fonction f,, est bien bornée sur R : Vt € R, 0 < f,,(t) < fu(n — ) ().

La fonction f est également bornée sur R : vVt € R, 0 < f(t) < e’ = 1.

e On en déduit, d’aprés le théoréme de I’énoncé, que la v.a.r. 5,11 admet une densité f, 1
définie par :

Ve €R, frt1(z) = fsu4v,4. (@)
+oo +o0
= [T smae-na= [ pose-na
e Soit x S R.

Deux cas se présentent alors :

x sl z < 0alors fp1(x) =0 car Sp+1(Q2) C [0, 4o00].

) flx—t)#0 « {f"(t)%o - {t€[0,+oo[

flx—t)#0 z—t € [0,4+o00]
t>0

& s {0<t<e
r—1t>0

On en déduit : f,(t)f(x —t) #0 & t € [0,z]. Et ainsi :

—+o0o x
/ Fult)f(x — 1) dt = / Fult)f(x — 1) dt
0

—00

car t — fn(t)f(xz —t) est nulle en dehors de [0, z].
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Ainsi :
X

fn—l—l(‘r) = fn(t) f(:L’ - t) dt

0
x AT n—1 —At —X(z—t) o
- CE (Ae ) dt (par définition de f,)
0 _
An+l

_ —lg=AtHAE gy
o /0

)\n—f—l 1
= T dt
(n—1)! /

)\n+1 n )\n+1
L erT | — oM e AT
n 0

o

0 sizx <0

Finalement, on a bien : Vo € R, f411: 2 +— \n+L

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N*, f, 1 x — AP
(n—1)!

2" le™ AT §igr >0

Commentaire

« L’objectif de cette question est ’application du théoréme du produit de convolution. C’est
pourquoi on ne détaille pas la démonstration du caractére borné de f,, (). Celle-ci s’effectue
par étude de fonction détaillée ci-dessous.

e Soit n > 2 (le cas n = 1 correspond au cas f1 = f).

- La fonction f,, est dérivable sur [0, +oo[ en tant que produit de fonctions dérivables sur
cet intervalle. Soit z € [0, 4o00].

! A" n—2 —Azx n—1_—z A" n—2 —Azx
Comme ( ), >0, 272> 0et e >0, alors f/(x) est du signe de n — 1 — .
En particulier : f/(z) >0 < x<n—1.

- On en déduit le tableau de variations suivant :

r N
T 0 n—1 +o0o
Signe de f; () + 0 -
faln—1)
Variations de f, / \
0 0
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+00
b) Soit n > 2. En remarquant que / fn—1(t) dt = 1, montrer que Z, posséde une espérance
0

n

et : E(Z,) = A
(Zn) n—1
Démonstration.
Soit n > 2.
o D’aprés la question précédente, S, admet f,, pour densité.
n . .
« D’aprés le théoréme de transfert, la v.a.r. Z, = 5 admet une espérance si et seulement si
too "
I'intégrale / n fn(t) dt est absolument convergente.
— 0o

e Or, comme f,, est nulle en dehors de [0, +o00[, on a :

too too n
[ a7

—00

+o0
n
Les fonctions en présence étant positives sur [0, +-o00[, I'absolue convergence de / n fu(t) dt
0

équivaut & sa convergence.

« Remarquons alors que pour tout ¢ € [0, +o00] :

n _n AP el
PO e TR
)\’ﬂ
(n—1)!

n A"
_ tn72 ef)\t

n—1 (n—2)!

= n tn—? e—)\t

— n A )\n—l tn—2 e—)\t
n—1 (n—2)

n

= A fn—l(t)

n—1

On reconnait, & une constante multiplicative prés, 'expression de f,,—1 sur [0, +oo[. La fonction
+00
frn_1 étant une densité de probabilité, on en déduit que / frn—1(t) dt est convergente.
—00
De plus, comme f,,—1 est nulle en dehors de [0, +00[, on a :

[T = [ g a

—00

On ne change pas la nature d’une intégrale impropre par multiplication par un réel non nul

+o0
n
de son intégrande. Ainsi, I'intégrale / n fn(t) dt est convergente.
0

n
On en conclut que, pour tout n > 2, la v.a.r. Z,, = — admet une espérance.
n

Commentaire

Il est & noter que 1’on ne connait pas la loi de la v.a.r. Z,. C’est tout I'intérét du théoréme
de transfert : on exprime sous forme intégrale (resp. d’une somme) I’espérance, si elle existe,
de toute v.a.r. qui s’exprime comme transformée d’une v.a.r. & densité (resp. discréte).
Cest le cas ici : Z,, = g(Sp) ot g : t +— % et Sy, est une v.a.r. a densité.
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e De plus :

- /+OO D fa(t) dt
O t

- /+Oo N fla(t) dt
0

n—1
n +oo
= A n_1(t) dt
n—1 /0 faa ()
n +oo
_ A L 1(t) dt
p— /Oo Jn-1(t)
B n \ (car fn—1 est une
 on-—1 densité de probabilité)
n
>2,E(Z, = A
Vn (Zy) —

O

c¢) Seulement pour les cubes : Déterminer un estimateur 7/, fonction simple de Z,, qui soit un
estimateur sans biais de .

Démonstration.
Soit n > 2.

« D’aprés la question précédente : E(Z,,) = 1 A Or:

E(Z,) = A &

n—1 n
-1 -1 -1
i Zn:n% n% :Z . Or:
XY Y
k=1 k=1

x (Y1,...,Y,) est un n-échantillon de la v.a.r. Y.

« Notons alors : Z/ =

n

x 7, s’exprime en fonction des v.a.r. Y1, ..., Y, et cette expression ne fait pas apparaitre .

On en conclut que Z/, est un estimateur de .

Enfin, comme E(Z]) = A, la v.a.r. Z/, est un estimateur sans biais de A. 0
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