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DS6 (version B)

Exercice (ESSEC I 2010)

Dans tout ce probléme, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et ., (R) 'ensemble des matrices
carrées possédant n lignes et n colonnes dont les coefficients sont réels.

On note I,, la matrice identité de .#,(R).

On note D,, 'ensemble des matrices M = (m; ;)1<i j<n de 4, (R) qui vérifient les propriétés suivantes :
(A1) les coefficients diagonaux my 1, ..., My, de la matrice M sont des valeurs propres de M ;

(A2) la matrice M n’a pas d’autres valeurs propres que les nombres mj 1, ..., My p.

)

Partie I. Généralités et exemples

1. Montrer que toutes les matrices triangulaires supérieures et toutes les matrices triangulaires infé-
rieures de ., (R) appartiennent a D,,.

Démonstration.
« Soit T une matrice triangulaire supérieure de .#,(R). Alors il existe (aq,...,a,) € R™ tel que :
a7 * *
0 «a
T = ’
*
0 0 ap
Soit A € R.

A est valeur propre de T' < T — X\ - I, n’est pas inversible

< rg(T'—X-1,) <n

Or :
a1k * A 0 ar — A * *
0 a9 0 A 0 Oég—)\
rg(T=AIp) = rg : . —A . _ =rg .
: . * : .0 *
0O -+ 0 ap 0 -+ 0 X 0 0 a,—A\

Comme T — A - I, est triangulaire, alors :

I'un (au moins) des coefficients diagonaux de

rig(T—A-Ip) <n & T — X- 1, est nul

< ilexiste i € [1,n] tel que : 0y — A =0

On en déduit : Sp(T) = {a; | i € [1,n]}.
Autrement dit, les valeurs propres de A sont ses coefficients diagonaux (propriété (Aq)) et seule-
ment ses coefficients diagonaux (propriété (Ag)).
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o On réalise la méme démonstration dans le cas ou la matrice T est triangulaire inférieure.

Les matrices triangulaires de .#,(R) appartiennent a D,,.

Commentaire \

« Dans le programme officiel, on peut lire « Valeurs propres d’'une matrice triangulaire ».
L’énoncé commence donc par une démonstration de cours.

« Pour toute matrice M € ., (R), rg(* M) = rg(M).
Et, par linéarité de la transposition : {(M — \I,) = ‘M — Y(\I,,) = 'M — M.
En combinant ces deux propriétés, on obtient que :

M — M, n’est pas inversible < rg(M — AI,) <n
& rg(t(M - \,)) <n
s rg(*M —\I,) <n

& UM — M, n'est pas inversible

Ainsi, pour toute matrice M € .#,(R) : Sp(M) = Sp(*M).

Cette remarque permet d’expliciter la deuxiéme partie de la démonstration : une matrice

triangulaire inférieure a méme spectre que sa transposée (qui est triangulaire supérieure).
« Au passage, on peut démontrer que toute matrice M est semblable & sa transposée (un peu

technique avec le programme de ECE). Ce qui permet d’affirmer que :

M est diagonalisable < 'M est diagonalisable

mais on s’écarte du sujet initial. 0

2. Si M est une matrice de D, établir que pour tout « réel, la matrice M + « I, est encore un élément
de D,,.

Démonstration.
Soit M € D,, et soit a € R.
Soit 5 € R.

(M+al,)— 5L, =M— (8 —«)l, nest

t val de M I . .
B est valeur propre de M +a I, < pas inversible

B — « est une valeur propre de M
B — o est un coefficient diagonal de M (car M € D)

il existe ¢ € [1,n] tel que B —a =m;;

SO

il existe i € [1,n] tel que B =m;; + «
< B est un coefficient diagonal de M + « - I3

Ainsi, les valeurs propres de M + « I, sont exactement ses coefficients diagonaux.

Si M € D, alors M + a1, € D,.
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3. On note K, la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients valent 1.

a) Montrer que la matrice K, n’appartient pas a D,,.

Démonstration.

« La matrice K, n’est pas inversible. En effet :

Ly Ly— Iy
1 -+ 1 : 1 ... 1
1 -1 Ly Ln— 1L 0
rg = rg .
1 1 0 - 0
= 1 <n

(on rappelle : n > 2)

« Ainsi, 0 est valeur propre de K,, et la propriété (Az) n’est pas vérifiée par K.

On en déduit : K, & D,,.

Commentaire

« Ici, on démontre que K, n’est pas inversible par un calcul de rang. On aurait aussi
pu invoquer le fait que K,, posséde 2 colonnes (ou 2 lignes) égales (ou simplement
colinéaires). Un tel argument sera accepté au concours.

o On pouvait aussi remarquer :

Ainsi, n (# 1) est valeur propre de K,, et n’est pas un coefficient diagonale de K.

\.

b) L’ensemble D,, est-il un sous espace-vectoriel de ., (R)?

Démonstration.

« Etudions le cas n = 2.

On pose : Ay = G (1)> et By = (8 é)

x Comme ces deux matrices sont triangulaires, d’aprés la question 1.: Ay € Dy et By € Ds.

x Or: Ay 4+ By = Ky. Ainsi, d’aprés 3.a) : Ay + By ¢ Ds.
On en déduit que Ds n’est pas stable par la loi +.
Ainsi D5 n’est pas un espace vectoriel.

« Généralisons cette propriété au cas ou n est quelconque.
On pose :
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4. a)

b)

x Comme ces deux matrices sont triangulaires, d’aprés la question 1. : A, € D, et B, € D,,.
x Or: A, + B, = K,. Ainsi, d’aprés 3.a) : A, + By, ¢ D,,.

On en déduit que D,, n’est pas stable par la loi +.

Ainsi : D,, n’est pas un espace vectoriel.

Commentaire \

Lorsqu’un résultat & démontrer est formulé sous forme d’interrogation (et pas d’affir-
mation comme c’est le cas en général), on pensera, dans une majorité de cas a répondre
par la négative. A titre d’illustration, lorsqu’on recontre les questions :

x « L’ensemble F' est-il un sous-espace vectoriel de £ 7 »

x « Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ? »
x « La v.a.r. X admet une variance? »
x « La matrice A est-elle diagonalisable 7 »

x « La suite (uy,) est-elle majorée ? »
la réponse est, généralement, « non » (a justifier évidemment).

L )0

Soit (z,y, z) un élément de R3. Montrer que la matrice (2 ‘:) est inversible si et seulement si

les nombres x et y sont non nuls.

Démonstration.

La matrice M = 2 i) est carrée d’ordre 2.

Elle est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or :

det(M) = det((S :)) =0xz—yxz=u1ay

M est inversible si et seulement si xy # 0 i.e. si x # 0 et y # 0. 0

En déduire que 'ensemble D- ne contient pas d’autre élément que les matrices triangulaires de

AM2(R).
Démonstration.

. S X
Soit N = (y t) € Ds.

0 T

e Alors N —sly = (y . s) € Dy d’apres la question 2..

o Comme Ny — sy € Do, en particulier, N — s Iy vérifie (A1). On en déduit que 0 est valeur
propre de N — s I5. D’ott N — s 15 n’est pas inversible.

o D’aprés la question précédente, on en déduit que x = 0 ou que y = 0.

S
777777 0

Dans tous les cas, N est bien triangulaire.

t) est triangulaire supérieure.

On en conclut que toute matrice de Do est triangulaire. 0
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5. Montrer que la matrice A= [0 2 -1 | appartient & Ds.
11 4

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
Il s’agit de démontrer que Sp(A) = {3,2,4}.

« Démontrons que 3 est valeur propre de A.

La réduite posséde deux colonnes égales : Cs et (5. Elle n’est donc pas inversible.

3 est valeur propre de A.

Commentaire \

I1 faut s’habituer a déterminer les ensembles E)(A) (ou des vecteurs propres de A
associés a la valeur propre \) par lecture de la matrice A — \I3. Ici on a A = 3.
X

On cherche donc les vecteurs X = (y) de F3(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :

z

(A - 3]3)X == 04/%3,1(]1%)' Or:

0 1 1 T
0 -1 -1 y
1 1 1 z

- Cr1+y-Co+2-C3

e )

0

Pour obtenir le vecteur (0) a l'aide de cette combinaison linéaire, et qu’on choisit
0

x = 0, il suffit de prendre y = —z pour obtenir le vecteur nul.

En prenant (par exemple) z = 1, on obtient : y = —1.

0
On obtient ainsi : E3(A) D Vect (—1)
1

\. J

« Démontrons que 2 est valeur propre de A.

1 1 1
rg(A—2I3) =rg| [0 0 -1
11

2

La réduite posséde deux colonnes égales : C et Cs. Elle n’est donc pas inversible.

2 est valeur propre de A.
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\.

Commentaire .

Comme dans la remarque précédente, on peut déterminer des vecteurs propres de A associés
x
a la valeur propre 2 par lecture de la matrice A—2 I3. On cherche donc les vecteurs X = (y)

z

de Ey(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (A —213) X =0 4, (r). Or:

1 1 1 x
00 -1 Y = - Ci+y-Co+2-Cs
11 2 z 1 1 1

| - x.(g)w.(?)ﬂ.(_;)

Pour obtenir le vecteur (O) a l’aide de cette combinaison linéaire, il suffit de prendre (par
0

-1
exemple) : z = —1, y =1 et z = 0. On obtient ainsi : F2(A) D Vect ( 1 )
0

« Démontrons que 4 est valeur propre de A.

-1 1 1
rg(A —413) = rg 0 -2 -1

11 0

L3 <+ L3+ Ly -1 1 1
= rg 0 -2 -1
0 2 1

La réduite posséde deux lignes proportionnelles : Lo = —L3. La matrice A — 4 I3 n’est donc pas
inversible.

Commentaire \

4 est bien valeur propre de A.

Comme dans la remarque précédente, on peut déterminer des vecteurs propres de A associés

X
a la valeur propre 4 par lecture de la matrice A—4 I3. On cherche donc les vecteurs X = (y)

z
de Ey(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (A —413) X =0 4, (r). Or:

-1 1 1 x
(O -2 —1)(y) = 2-Ci+y-Co+2-C3
1 1 0 z 1 1 1
= - |0 |+y-|-2]+z-|-1
(2 ()
0

Pour obtenir le vecteur (0) a l'aide de cette combinaison linéaire, il suffit de prendre (par
0

1
exemple) : z =1, y = —1 et z = 2. On obtient ainsi : F4(A) D Vect (1)
2
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o On a démontré : {3,2,4} C Sp(A).
Comme de plus, la matrice A est carrée d’ordre 3, elle ne peut avoir plus de 3 valeurs propres.
On en déduit : Sp(A4) = {3,2,4}.

Ainsi : A € Ds.

o On obtient :
x A posséde 3 valeurs propres distinctes,

x A€ %3(R).

La matrice A est diagonalisable.

Commentaire \

o Les valeurs propres « possibles » de la matrice A peuvent se déduire de 1’énoncé. C’est un
cas fréquent. Il apparait notamment lorsque ’on dispose d’un polynéme annulateur P : les
racines de P sont les seules valeurs propres « possibles » de A. Cela signifie :

Sp(A) C {racines de P}

mais il reste & vérifier quelles racines de P sont vraiment des valeurs propres de A.

o Dans ce cas de figure, au lieu de chercher les valeurs A pour lesquelles A — A1 n’est pas
inversible, il est préférable de déterminer si A — A\ I est inversible pour les valeurs de A
fournies (3, 2 et 4).

« On rappelle que la recherche des valeurs propres A de A grace a I’étude de rg(A — A1) (dans
le cas général out A € R) est a réserver a la résolution d’exercices ou 1’on ne posséde aucune
information sur les valeurs propres de A et ot 'on demande de déterminer les valeurs propres
et les sous-espaces propres associés.

« Dans la question, il n’est pas demandé de déterminer E3(A), Eo(A) et E4(A).
On peut cependant affirmer, aprés les études effectuées dans les remarques précédentes :

0 -1 1
Es3(A) = Vect (—1) , E5(A) = Vect ( 1 ) , E4(A) = Vect (—1)
1 0 2

En effet :

x 1’espace propre associé a une valeur propre A est de dimension 1 au minimum. Comme de
plus A est une matrice (carrée) d’ordre 3, la somme des dimensions des espaces propres
est d’au plus 3. On en déduit :

dim(E3(A)) = dim(E(A)) = dim(E4(A)) = 1

x Ainsi :
-1 -1
E3(A) D Vect 1 et dim (E3(A)) = dim | Vect 1
0 0
-1
D’ou: E3(A) = Vect 1 . On raisonne de méme pour les autres sous-espaces propres.
0
L L
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6. Pour tout ¢ réel, on considére la matrice M (t) = [0 2 —1—¢].
1 1 442t

a) Déterminer I'ensemble des valeurs propres de la matrice M (t) selon la valeur de t.
En déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M (t) appartient a Ds.

Démonstration.
Soit ¢t € R.
« Déterminons le spectre de M (t).
Soit A € R.
A valeur propre de M (t) <  M(t) — A I3 non inversible
& rg(M(t)—AI3) <3
Or :
3—-A 1 1+t
rg (M(t) — A 13) = rg 0 2-X —1-t
1 1 4+2t— A
Lo Ly 1 1 442t — A
= rg 0 2-X —1—¢
3—X 1 1+¢
Ly Ly — (3= N L, 1 1 442t — A
= rg 0 2-2AX -1t
0 —24 X 1+t—(3—N)(d+2t—2N)
L, 11 442 -\
= g |0 2-2x 1t
0 0 —(B-XN@A+2t—2N)

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure).
Elle est donc inversible si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux est nul. On en
déduit :

rg (M(t) —A3) < 2—=X=000 —(3—X\)(4+2t—X)=0

S A=200 A=3 00 A=4+42¢

Ainsi : Sp (M (t)) = {2,3,4 + 2t}.
e Or, les coefficients diagonaux de M (t) sont exactement les valeurs 2, 3, 4 4 2t.

On en déduit : Vt € R, M(t) € Ds.

Commentaire \

o Il est INTERDIT de réaliser l'opération L3 < (3 — A) Lg ou L3 < (3 — X)) Lg — Ly
en début de calcul. En effet, si A = 3, réaliser de telles opérations (Ls <+ 0 ou
L3 < —L) reviennent a supprimer 'information contenue dans la ligne Ls.

De telles opérations ne sont valides qu’a la condition A # 3. Il faudrait alors rédiger
par disjonction de cas ce qui s’avére inutilement compliqué.

o Par contre, 'opération Lg < L3z — (3 — \) Ly est tout a fait légitime. Si A = 3,
elle consiste simplement & effectuer Ls < L3 et ne provoque donc pas de perte
d’information.
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b) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M (t) est diagonalisable.

Démonstration.
On procéde par disjonction de cas.

x M (t) admet trois valeurs propres distinctes,

X M(t) S ./ﬂg(R).

La matrice M (t) est donc diagonalisable.

Pour tout ¢t € R\ {—1,1}, la matrice M (t) est diagonalisable.

e Sid+2t=2(ie.t=—1) ou 4+2t=3 (ie. t=—3):

(c’est le cas contraire)

x Sit=—1:alors Sp (M(-1)) = {2,3}.

- Déterminons Ey(M(—1)) = {X € #31(R) | (M(-1) —213) X = 0./, (R) }-

T
Soit X = (y) € M31(R).

z

X € By (M(-1))

On obtient :
Ey(M(-1))

& (M(-1)—21I3) X =0
11 0\ [z 0
1 10 z 0

I
oo o

3

(s
R N e N
ST
+ +
ES S
o
L
o O O
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-1 0
La famille F = ( 1 ), (0) est donc :
0 1

x génératrice de Ea(M(—1)),

x libre, car composée uniquement de deux matrices non proportionnelles.

La famille F est donc une base Ey(M(—1)). Ainsi :
dim (EQ(M(—U)) = Card(F) = 2

- On note : E3(M(-1)) ={X € #51(R) | (M(=1) =313) X = 0.4, , &)}
Comme 3 est valeur propre de M(—1), on en déduit :

dim ((Es(M(-1))) > 1

Bt st dim (B (M(~1))) + dim (B3 (M(-1))) > 3

Comme la matrice M (—1) est (carrée) d’ordre 3, on en conclut :

dim (E2 (M(—l))) + dim (E5 (M(—l))) =3

Ainsi M (—1) est diagonalisable.

x Sit=—1%, alors: Sp (M(-1)) ={2,3}.
- Déterminons Es (M(—%)) ={X € #:1(R) | (M(—%) — 2[3) X = 0//(3,1(11{)}-

T
Soit X = (y) € .//371(R).

z
X € E>(M(-3)) & (M(-31)—2I3) X =0
11 % T 0
& 00 —3|{yl=]0
11 1)\z 0
T+ y + 3z =0
& —%z =0
r + y + z = 0
R, 2ot 2y 4oz =0
= z = 0

2z + 2y + 2z = 0

L+ 2L3— Ly
= z = 0
z = 0
Loy Ly — L3 _
Ly Ly — Ls 20 + 2y =0
= 0 = 0
z = 0

10
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On obtient :

Ainsi :

5
/N
=
|
N[ =

)) = {(5) € M51(R) | x=—yET z=0}

z

—y -1
= {(y) |y eR} = {y-(l) |y € R}
0 0

-1
La famille 75 = ( 1 ) est donc :
0

x génératrice de Fo (M(—%)),

x libre, car composée uniquement d’une matrice non nulle.
La famille 7, est donc une base Ey(M(—1)). Ainsi :
dim (EQ(M(%))) = Card(F) = 1
- Déterminons E3(M(—%)) ={X € #3:1(R) | (M(—%) — 3[3) X = 0//1371(]1@)}.
z

T
Soit X = (y) € M31(R).

XeEBy(M(—-3) &  (M(-3)-3I3X=0

0 1 3 x 0
& 0 -1 —3|[ly]|=]0
1 1 0 z 0
( y + %z =0
& -y —%z =0
r + oy = 0
Ly <21y
L2:—2L2 2y + 2z =0
= 2y + z = 0
T + oy = 0

11



14 janvier 2023
(version B)

ECG4
Mathématiques
On obtient :
r + oy =0
X € E5(M(—3)) & 2y + =0
2y + 2z = 0
L3« Ly — Lo T + Yy =0
0 =20
N {:U + y = 0
2y = —z
Ly 2Ly — Ly 20 —
n { 2y = —z
Ainsi :
"
E3<M(—%)> = { Y E%gJ(R)’JJ—%ETy:—%}
z
z 1
2 2
= {[-5]|12€R} ={z-|-3| |z€R}
z 1
i 1
= Vect | [ -3 = Vect | | -1
1 2

1
La famille F3 = (—1) est donc :
2

x génératrice de F3 (M(—%)),

x libre, car composée uniquement d’une matrice non nulle.

La famille 73 est donc une base E3(M(—1)). Ainsi :
dim (E3 (M(—%))) = Card(F3) = 1

On en déduit : )

dim (B> (M(=1))) + dim (ES(M(—g))) —2 #£ 3

La matrice M(—31) n’est donc pas diagonalisable.

12
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Partie II. Matrices nilpotentes

Une matrice M de .#3(R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel que
la matrice MP soit la matrice nulle.

7. Soit M une matrice nilpotente de .#3(R).
Montrer que 0 est une valeur propre de M et que c’est la seule valeur propre de M.

Démonstration.

« Raisonnons par ’absurde.
Supposons que 0 n’est pas valeur propre de M. Alors la matrice M est inversible.
Or le produit de deux matrices inversibles est inversible. Ainsi, par récurrence immédiate, pour
tout n € N*, M™ est inversible.
Or, comme M est nilpotente, il existe p € N* tel que : MP =0 4, ().
Absurde!

0 est valeur propre de M.

o Comme la matrice M est nilpotente, il existe p € N* tel que : MP = 0.
On en déduit que le polyndéme Q(X) = XP est un polynéme annulateur de M. Ainsi : Sp(M) C
{racines de Q} = {0}.

La seule valeur propre possible de M est donc 0.

Finalement : Sp(M) = {0}.

Commentaire

« Une matrice A € #,(R) posséde TOUJOURS un polynéme annulateur non nul Q.
On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un tel
polynéme de degré (au plus) n.

e Si @ est un polynome annulateur de A alors, pour tout a € R, le polyndéme a @) est toujours
un polynéme annulateur de A puisque :

(@Q)(A) = aQ(A) = 0.4, ®

Cela suffit & démontrer que A posséde une infinité de polynémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur
de A puisque :
R(A) = (A-51)Q(A) = Oz,(®
Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

« Les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de A. Si
c’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par exemple,
comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polynoéme annulateur, un tel raisonnement permettrait
de démontrer que 5 est aussi valeur propre. -

\.

8. Soit M une matrice nilpotente de .#3(R). On va prouver par I'absurde que M3 est la matrice nulle.
Pour cela, on suppose que M3 n’est pas la matrice nulle.
Notons B = (e1,es,e3) la base canonique de R?® et u I'endomorphisme de I'espace vectoriel R?
représenté par la matrice M dans la base B.

13
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a) Montrer les inclusions Ker(u) C Ker(u?) et Ker(u?) C Ker(u?).
Démonstration.

« Démontrons : Ker(u) C Ker(u?).

Soit x € Ker(u).
Alors : u(z) = Ogs. On en déduit :

u?(z) = u(u(z)) = u(Ogs) = Ogs

(o la derniére égalité est obtenue par linéarité de u).
Dot : z € Ker(u?).

Ainsi : Ker(u) C Ker(u?)

« Démontrons que Ker(u?) C Ker(u?).

Soit = € Ker(u?).
Alors : u?(z) = Ogs. On en déduit :

wd(z) = u(u?(z)) = u(0gs) = Ogs
Do z € Ker(u?).

Ainsi : Ker(u?) C Ker(u?)

Commentaire \

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Il s’agit essentiellement de mettre en place
la structure de démonstration et de dérouler les définitions.

« Précisons la maniére d’agir.

1 Soit z € Ker().

2 Alors u(z) =0Ogs. On en déduit :
3 u?(x) = ...

4 =.

5 — O]RS

¢ Ainsi, x € Ker(u?).

x Les lignes 1 et 6 correspondent & la mise en place de la structure de démonstration :
il s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Ker(u) et on
démontre qu’il est dans Ker(u?).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application.
Dire : x € Ker(f) c’est exactement dire : u(z) = Ogs.

x La ligne 3 correspond aussi au déroulé de la définition du noyau d’une application
linaire. Dire : z € Ker(u?) c’est exactement dire : u?(z) = Ogs. Cela permet d’écrire
le début de la ligne 3 ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment que I'on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que l'on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que u est linéaire).

o Le message est clair : sur les 6 lignes de rédaction, 4 proviennent de la présentation et
seules 2 correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours

(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).
. [V
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b) Montrer que les noyaux Ker(u?) et Ker(u3) ne peuvent pas étre égaux. Pour cela, montrer que
dans le cas contraire, le noyau de u? est égal a celui de u’ pour tout entier i supérieur ou égal a
2, et en tirer une contradiction.

Démonstration.
Raisonnons par I’absurde.
Supposons : Ker(u?) = Ker(u?).
« Démontrons par récurrence : Vi > 2, P(i) ou P(i): Ker(u?) = Ker(u').
» Initialisation :
Ker(u?) = Ker(u?).
D’ou P(2).
» Hérédité : soit i > 2.
Supposons P(i) et démontrons P(i + 1) (i.e. Ker(u?) = Ker(u'™)).
Procédons par double inclusion.

Par hypothése de récurrence, Ker(u?) = Ker(u?).
Avec le méme raisonnement qu’en question précédente, on a de plus : Ker(u?) C Ker(ui*1).

(D) Démontrons que Ker(u*1) C Ker(u?).

Par hypothése de récurrence, Ker(u?) = Ker(u?).
1l suffit alors de démontrer : Ker(u'™!) C Ker(u?).
Soit z € Ker(u't!).

Alors ut(z) =0

donc ud(u=2(z)) =0

d’ou u~2(z) € Ker(u?)

ainsi u?(ui=2(z)) =0 (car Ker(u?) = Ker(u?))
et enfin ut(z) =0

On en déduit : = € Ker(u").
Ainsi Ker(u!) C Ker(u') = Ker(u?).

Dou P(i + 1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vi > 2, Ker(u?) = Ker(u’).

« Par hypothese, M est nilpotente. Il existe donc p € N* tel que MP =0 s, w)-
On en déduit : u? = 0y gs), ¢'est-a-dire : Vo € R?, uP(x) = Ogs. Ainsi : Ker(uP) = R?.
Deux cas se présentent alors :

« si p =1 alors : Ker(u) = R3.

Autrement dit : Vo € R3, u(x) = Ogs. On en déduit que u est 'endomorphisme nul, c’est-
a~dire : u = 0. ¢ (g3).

Par isomorphisme de représentation : M = 0 4, g). Et donc : M 3=0 M5 (R)-

Absurde!
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«x Si p > 1 alors, d’aprés le point précédent : Ker(u?) = Ker(u?) = R3.

Comme Ker(u?) = Ker(u?), on en déduit : Ker(u3) = R3.
Ainsi : u? =0 2 r3)- Bt donc, par isomorphisme de représentation : M 3=0 M5(R)-
Absurde!

On en déduit : Ker(u?) # Ker(u?).

Commentaire

De maniére générale, si u € Z(E, F) alors : Ker(u) = F & u = 0g(pg). En effet :

Ker(u)=E <& Voekl ux)=0 < u=0gg

c¢) Montrer que les noyaux Ker(u) et Ker(u?) ne peuvent pas étre égaux non plus.

Démonstration.

Raisonnons par 1’absurde.

Supposons : Ker(u) = Ker(u?).

« Alors, par une récurrence similaire & celle de la question précédente : Vi > 1, Ker(u) = Ker(u’).
En particulier : Ker(u) = Ker(u?).

e Or: M? =0 4, ®). Dol : u? = 0. 4(gs). Et donc : Ker(uP) = R>.
D’aprés le point précédent, on en déduit : Ker(u) = R3. Dot : u = 0.2 (r3)-
Ainsi M =0 4, w) et donc M 3=0 AL

Absurde!

On en déduit : Ker(u) # Ker(u?). O

d) Conclure en considérant la dimension des noyaux mentionnés ci-dessus.

Démonstration.

« D’aprés les questions précédentes : Ker(u) C Ker(u?) C Ker(u?) et ces inclusions sont strictes.
On en déduit que :

dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u?)) (%)

« Démontrons : Ker(u) # {Ogs}.
Raisonnons par ’absurde.
Supposons : Ker(u) = {Ogs}.

«x Alors u est injectif. Or u est un endomorphisme de R3, espace vectoriel de dimension finie.
Il est donc bijectif. Ainsi M est inversible.

x De plus, M est nilpotente. Ainsi, d’aprés la question 1., 0 est valeur propre de M.
La matrice M n’est donc pas inversible.

Absurde!
« On en déduit : dim(Ker(u)) > 1. Comme de plus : Ker(u?) C R?, on obtient d’aprés (*) :

1 < dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u?)) < 3

D’ou :
dim(Ker(u)) =1, dim(Ker(u?)) =2 et dim(Ker(u®)) =3
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« On obtient :
« ker(u3) C R3
x dim (ker(u?)) = 3 = dim(R?)
On en déduit : ker(u®) = R?. Dot : u® = 0. gs).

On en déduit que M3 =0 M5(R)-

9. Soit (a,b, c,d, e, f) un élément de RS. On considére la matrice M = (

On définit les réels v(M) = ac + df + be et 6(M) = bef + ade.
a) Etablir égalité M3 = ~v(M)M + §(M)I5.

Démonstration.
o Tout d’abord :

o o O
~ O QR

b
d
0

) de ,/fg(]R).

0 a b 0 a b ac + be bf ad
M?=|c 0 d|lx|c 0 d]= de ac+ df be
e f O e f O cf ae be + df
o Enfin :
x d’une part :
M? = M x M?
0 a b ac + be bf ad
= c 0 d]| X de ac+ df be
e f O cf ae be + df
ade + bef a’c+ adf + abe  abc + b%e + bdf
= ac? + bee + cdf bef + ade acd + bde + d>f
ace + be? + def bef + acf + df? ade + bef
x d’autre part :
V(M) M+ 6(M) I3
0 a b
= (ac+be+df)[c 0 d| + (ade+bef)Is
e f O
0 a’c + adf + abe  abc + b%e + bdf ade + bef 0 0
= ac? + bee + cdf 0 acd + bde + d>f | + 0 ade + bef 0
ace + be? + def bef + acf + df? 0 0 0 ade + bef

ade + bef a’c+ adf + abe abc + b%e + bdf
= ac? + bee + cdf bef + ade acd + bde + d>f
ace + be? + def bef + acf + df? ade + bef

M3 =~y(M) M+ §(M) I3
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b) Montrer que la matrice M est nilpotente si et seulement si y(M) et 6(M) sont nuls.

Démonstration.
On raisonne par double implication.

(=) Supposons M nilpotente.
Alors, d’aprés la question 8.b) : M3 = 0 z3(R)-
Ainsi, d’aprés la question précédente :

V(M) M +6(M) I3 = 0_zw)

Or la famille (I3, M) est composée uniquement de deux matrices non proportionnelles.
C’est donc une famille libre de .Z3(R).
Ainsi, la seule relation de dépendance linéaire pouvant lier ces vecteurs est la relation
triviale. D’ou : (M) =~v(M) = 0.

(<) Supposons §(M) =~v(M) = 0.
Alors, d’aprés la question précédente : M3 = y(M) M + §(M) I3 = 0./4(R)-
Ainsi, M est nilpotente.

M est nilpotente < (M) =~(M)=0 O

¢) On suppose que a, b et d sont égaux a 1.
Justifier qu’il existe une infinité de choix pour le triplet (c, e, f) de R? pour lesquels la matrice
M est nilpotente.

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

. e+c+f = 0
M nilpotente < { etcf = 0
c+f = —e
<~ { cf = -—e
- { ctf = cf
cf = —e
N { cl=fH+f = 0
e = —fc
o {0 =
e = —fe
Deux cas se présentent alors.
e Si f#1, alors
e = I
: 1—f
M nilpotente < £2
e = T
e Si f =1, alors le systéme initial se réécrit : { ete = -1 .
ffffff e+c = 0

Ce systéme n’ayant pas de solution, M n’est pas nilpotente dans ce cas.
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Ainsi, M est nilpotente si et seulement si (c, e, f) € S ou :
2
S = {(ce, /) ERxRx R\{1}) [ c=—L5 ET e=—L}

= {(-iL.-L5. 0 | FeRr\ (11}

S contient autant de triplets que de valeurs possibles pour f, c’est-a-dire autant que de réels
différents de 1.

Il existe une infinité de choix pour le triplet (c,e, f) de R3
pour lesquels la matrice M est nilpotente. O

d) En déduire que I'ensemble D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas

triangulaires.
Démonstration.
Soit f e R\ {1} 0 11
o D’apres la question précédente, la matrice My = —ﬁ 0 1| est nilpotente.
2
_lliif f o

Or, d’aprés la question 7., sa seule valeur propre est 0. On en déduit : My € Ds.
« Supposons de plus : f # 0. Alors la matrice My n’est pas triangulaire.
Ainsi : {M; | f e R\ {0,1}} C Ds.

D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas triangulaires.

e) Exhiber une matrice de D3 dont tous les coefficients sont non nuls.

Démonstration.
Soit f € R\ {0,1}.
o D’apres la question précédente : My € Ds.
1 11
1 1] €Ds.

Fl

isfait les contraintes de I’énoncé.

o Ainsi, d’apreés la question 2. : My + I3 = | —

‘&g
) | [~
~

I
Toute matrice My + I3 (avec f € R\ {0,1}) sa

&+~

1 11
Pour f =2 (par exemple), on obtient (2 1 1) € Ds.
4 2 1
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Probléme (EML 2018 voie S)

1 e:):t + efzt
On définit la fonction I d’une variable réelle x par : I(x) = / — dt.
p (z) . iie

Partie I : Une inégalité de Taylor-Lagrange

1. Soit u € [0, +oo[. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, pour toute fonction f de classe
C™*1 sur [0, +oo], on a

n (k) u  f£(n+1)

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)
ott  P(n) : pour toute fonction f de classe C"*! sur [0, +oo| :

n (k) u  f£(n+1)
f = 5 Sk [P gy

» Initialisation :
Soit f une fonction continue sur [0, +ool.

(1 (0) i
u +/ f u—y)ody = fO!(O) u°+/0 f'(y) dy

0
2

u

= fO+[f)]
= K]+ (f(u) — L0))
= f(u)

D’ou P(0).

» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n+1) (i.e. , pour toute fonction f de classe C"*2 sur [0, +o0] :

_n+1 fn-l-? i
roy = & P e [T g gy

Soit f une fonction de classe C"*2 sur [0, +oo].
En particulier, la fonction f est de classe C" ! sur [0, +oo[. Ainsi, par hypothése de récurrence :

n+1
u +/ f —y)" dy

On effectue alors une intégration par parties (IPP).

o = 32 8

v(y) = fO(y) V) = fU(y)
W) = ey ) = k() et = s e

Cette IPP est valide car les fonctions v et w sont de classe C! sur [0,u] (car f est de classe C"T2
sur [0, o0l
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On obtient alors :

u  p(n+1)
/0 f . (y) (= )" dy

= [ (g e ““)] e ()

B f(n+1) n+1 / f n+2 il
= 0 (n+1)! * (n+ 1 —y)dy

& M) o) v A (y) n
flw) = 2 = wt T “H+/0 oy () dy

ol f(k)(o) k “ f(n+2)(y) n+1
= > ] U+/O m(u—y) dy

D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence, pour tout n € N et toute fonction f de classe C"*! sur [0, +oo] :

n (k) u  g(n+1)
o= & E® e [P gy

k=0

2. Soit u € [0, +oo[. Soient n € N et f une fonction de classe C"*! sur [0, +oo[. En déduire :

f®0)

u

un+1

(n+1)!

~

WM = (n+1) )
M= iy (76

Cette inégalité est appelée inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n de la fonction f.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

n f(k)(o) u f(n—l-l)(y) .
fy = 3= S = [P E g

Or, par inégalité triangulaire :

u  £(n+1) U (n+1)
/ fi,(y)(u—y)"dy </ ! ,()u y)"|dy
0 n: 0 n:
« De plus, soit y € [0,u] :
f () o _ W) .
(n+1)
= |/ ' y‘(u—y)” (cary < u)
n!
< ) (u—y)" (par définition de M )
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans I'ordre croissant (0 < w) :

u 1 u
F () n M n
1wy < [0 w=nr
Or : - Mo
n _ o _ n
; oy u—y)tdy = /0 (u—y)" dy
M 1 ’
Tl [_n—i-l(u_y)nﬂ]
0
M un-i—l un+1
T on!l T n+1 (n+1)!
n (k) 0 n+1
Ainsi, par transitivité : |f(u) — kgo / k"( ) uk| < (:+ ol
Partie IT : Une autre expression de I(x)
1 +k
3. Montrer que, pour tout k& de N, I'intégrale / dt converge.
que, p g 0 VI g
1 tk
On note alors, pour tout £k € N: W, = / dt.
p k ) -
Démonstration.
Soit k € N.

F h
est continue sur [0, 1[ en tant que quotient L de

N ha

x hy :t > tF qui est continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
x ho it /1 —12 qui:
— est continue sur [0, 1],

— NE S’ANNULE PAS sur [0, 1].

« La fonction ¢t —

L’intégrale dt est donc impropre seulement en 1.

1 tk
| v
. Soit B € [0,1].

On effectue le changement de variable| z=1—1

x=1—t (etdonct=1-1x)
— dr = —dt

et=0 = u=1

et=B = u=1-DB

Ce changement de variable est valide car ¢ :  +— 1 — x est de classe C! sur [1 — B, 1].
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On obtient alors :

B 4k =B (] )k
/ dt = S UTT ()
o V1—1¢2 1 V1—(1—x)?

1 Nk

:/ - 2) dx
1-B /X — (X — 2z + 22)
1 - k
1-B V2zx — 22

: [t (1—a)k
dt est donc convergente si et seulement si / —_—
1-B V2x — 22
1 (1 _ [,C)k

0o V2x—zx?

k
V1I-— 12

limite quand B tend vers 1, 7.e. si et seulement si I'intégrale

1
L’intégrale / dx admet une
0

dx impropre en 0 est
convergente.

« Or, pour tout = € ]0,1] :

1-a  (Q-2F = (Q-zf
V2z —a? w(1-2) V2o 1-3%
De plus :
_ Nk~
X (1 l’) z~>01
« V21— ~ oz x1
x—0
On obtient :
(1—z)* 1 11
X ~ = —— —
V2 — 22 =0 2z V2 Vz
vz €10,1], —— >0
x V&I s 1]y T /— =
vV 2x

1
1
x l'intégrale / T dx est une intégrale de Riemann, d’exposant % (l < 1). Elle est donc
0 x

2
(L—=2)*

V2 — 2
Par critére d’équivalence d’intégrales généralisée de fonctions continues positives, I'intégrale
1 (1 _ JJ)k

0o V2x —z2

1
convergente, et I'intégrale / dx aussi.
0

dx est convergente.

tk

V1—¢2

dt est convergente.

1
On en déduit que, pour tout k& € N, I'intégrale /
0

23



ECG4 14 janvier 2023
Mathématiques (version B)

Commentaire \

« Le programme officiel précise que « les changements de variables non affines ne seront pratiqués
qu’avec des intégrales sur un segment ». Il est donc autorisé, sous réserve de convergence,
d’effectuer un changement de variable affine sur une intégrale généralisée.

« Dans cette question, l'objectif est justement de démontrer la convergence de l’intégrale

1 k
t
——— dt. On ne peut donc pas effectuer le changement de variable affine proposé
/0 Vi-i®

directement. On choisit dans le corrigé ci-dessus de se placer sur un segment pour poursuivre
le calcul. On pouvait également procéder de la fagon suivante :
k

V1 —t2
2) Sous réserve de convergence, on effectue le changement de variable| x =1—t¢
(1—a)"
V2zx + 22

4) Ceci permet de lever la réserve de convergence posée dans le point précédent, rendant le chan-

1) On démontre la continuité de t — sur [0, 1].

1
3) On démontre ensuite la convergence de 'intégrale / dx par critére d’équivalence.
0

1 k
t
ement de variable affine valide et démontrant la convergence de 'intégrale / — dt.
& & g Viee -
. X , o . . 1
4. a) Soit k € N. A l'aide d’une intégration par parties, montrer : Wi, — Wyo = ka+2.

Démonstration.
o Tout d’abord :
1 tk+2 1 t
Wiyo = / dt = thtl s ——— dt
0

V1 —t2 0 V1 —t2

« Soit B € [0,1].
On procéde par intégration par parties (IPP).

u(t) = tht! u'(t) = (kK+1)¢F
t

V() = N v(t) = —V1-—1¢2

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, B].
On obtient alors :

/OB \/%dt = [tk“x(\/ltz)f/oB (k+1)t% x (=1 1) dt

B
— —Bk+1\/1—B2+0+(k+1)/ th 1 —t2 dt

0

Or, pour tout ¢ € [0, B] :

tFy/1—12 = tF /1 -2 x vi-i® (1) — A
V1—+t2 V1—1t2 VI—t2 112

tk+2
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Ainsi :
B k2 . . B +k h+2
dt = —-B vi—-B?+(k+1 / — dt
/0 V1-—1¢2 ( ) 0o V1I—t2 1-1t2
= —BfFtYV1-B24+(k+1 (/ dt/ dt)
( ) o V1-—1t? o V1-—1t2

Or :
x lim B*1y1—-B2=0

B—1

1 k 1 k+2
x les intégrales / dt et / dt sont convergentes d’aprés 3..
0 1—t2 0 V1-—t2

On obtient :

[z = oreon ([ G- [ e )

Wio (k+1) (W, — Wiy2)
Ainsi : Wi, — W, ! Wi
insi : — =
k k2 =y Wi B
2k)!
b) On admet : Wy = g Montrer, pour tout k£ € N : Wy, = 22(k(]3!)2 g
Démonstration.
o Soit k € N. Tout d’abord, d’aprés la question précédente :
Wi — Wiio = ! W,
k k2 = g W
k+2
d 1+ — =
onc Wy <+k+1> ) k:+1Wk+2
k+1
ainsi riz Wk = W’H—Q

Démont ' VkeN, P(k) ou Pk): W (2k)! =

« Démontrons par récurrence : ol : = —— —
P ’ 27 9% (k)2 2
» Initialisation :
o D’une part, d’aprés I’énoncé : Wy = g
, - (2x0)! T
. Dautrepart. W XEZE

D’ou P(0).
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» Hérédité : soit £ € N.
(2(k +1))! T

Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. W- = =).
pPp ( ) ( ) ( 2(k+1) 92(k+1) ((k+1)!)2 2)
e D’une part :
Wokry = Wakso
2k+1 (d’apres la question
T o2%k+2 précédente)
2k +1 y (2k)! m (par hypothése de
2k 27 22k (kN2 2 récurrence)
o D’autre part :
CE+D)! 2k+2)! «
220:+1) ((k +1)1)° 2 22642 ((k 4 1)1)% 2
(2B +2) (2K + 1) (2k)! ™
22 x 28 ((k+1)k!)? 2
24T (2k+1) y 2k)! =
B 22 (k +1)2 22k (k12 2
 2k+1 " (k) «
o 2k+2 7 22k (k)2 2
D'oua P(k+1).
2k)!
Par principe de récurrence : Vk € N, W}, = 222‘(;;)2 g -
5. a) Montrer que la fonction I est définie sur R et préciser sa parité.
Démonstration.
e Soit x € R.
La fonction ¢ — S st conti [0,1] en tant ient "L g
- La fonction —— est continue sur [0, 1] en tant que quotient — de :
V1—t2 aned ha
x hy:t— e + e % qui est continue sur [0, 1] en tant que somme de fonctions continues sur
[0,1],

x hg it /1 —1t2 qui:
— est continue sur [0, 1],
— NE S’ANNULE PAS sur [0, 1[.

emt + e—mt

1
L’intégrale / _—
& 0 V1—t2

dt est donc impropre seulement en 1.
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- De plus :
e:pt + efxt e b e 7 1
x ~ =(e"+e7 %)
VI—t2 o1 1 —¢2 V1—t2

T —X
e’ +e >0

Vi—2~
1
x l'intégrale Wy :/
0

x Vt e [0, 1[,

dt est convergente d’aprés 3. et ainsi 'intégrale

1
1 N
1
/0 (e"+e™ ") Nipary dt aussi.

Par critére d’équivalence d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, l'intégrale

/1 ext +e—xt " . .
—_— est convergente.
0 V1 —+¢?

Ainsi, pour tout x € R, I(x) est convergente.

On en déduit que la fonction I est définie sur R.

« Soit z € R. Alors —z € R, donc I(—x) est bien définie. De plus :

L o(=2)t +e—(—x)t N + et
I(-z) = it = [ LS = I
(=) = [ == / @

On en déduit que la fonction I est paire.

O
b) Donner la valeur de 1(0).
Démonstration.
Par définition de I :
1 .0 0 1
e +e 1 T
I(0) = dt = / dt = 2Wy = 2 X —
©) /o VI—¢2 o VI—t 0 2
D’ou : I(0) = . B

a) Soient t € [0,1] et n € N.
(i) On note f la fonction définie sur R par : f:y+—> eV +e7Y.
Démontrer : Vk € N, f5) 2 e + (—1)F eV,

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k)  ou  P(k) : f*) 1y e + (=1)Fev.
» Initialisation
« D’'une part : f(O = f. Donc : Vy € R, fO(y) =e¥ +e7v.
o D’autre part : Vy € R, e¥ + (=1)%e ¥ =¥ 4 eV,
D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. fEHD g s eV 4 (=1)Ft1eY),

« La fonction f est de classe C¥™! sur R en tant que somme de fonctions C**1 sur R.
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« Par hypothése de récurrence : f*) : g e¥ 4+ (=1)F eV,
Ainsi, soit y € R :

FED(y) = (f(k)>/(y) = Y+ (—DF x(—eY) = ¥+ (—1D)FFleV

Dot P(k + 1).

Par principe de récurrence : Vk € N, f(¥) : y = eV + (=1)F e V.

O

(%) Soit u € [0, +o00[. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange (Partie I) a l'ordre 2n appliquée

a la fonction f :y — e¥ 4+ e7Y, montrer :

n 9 o u2n+l
e’ e — — < — (e —e™
=0 (2k)! (2n+1)! ( )
Indication : on pensera G découper la somme obtenue en appliquant linégalité de Taylor-
Lagrange en deux sommes : l'une ne comportant que les termes d’indice pair, l'autre ne
comportant que les termes d’indice impair.

Démonstration.

o La fonction f est de classe C?"*! sur R. On peut donc appliquer I'inégalité de Taylor-
Lagrange a 'ordre 2n & f. On obtient :

2n f(k)(O) W u2ntl

f) =2 == v < G M

S M — (2n+1)
ou: M yrél[%ﬂ}i] (|f )])

2n  £(k)
« Simplifions la somme ) f0) uk.

= k!
22% AR 22% w % (d’apres la question
kY T AT 'Y précedente)

g,

k=0 k!

14 (=" o1+ (=)
= Z - 77 -t )k
k=0 k=0

k pair k impair

n 141

= Z k
k=0
k pair

2
k!
k= ’
k pair
no2

= Ziu%

p=0 (Qp)'
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o Déterminons M = max (}f(Q”“‘l)(y)D.
yE[O,u}

D’apres 6.a) (i), pour tout y € R :
f(2n+1)(y) — &Y 4 (_1)2n+1 eV — oV _ oV

La fonction f2**1) est dérivable sur R et, pour tout y € R :
/
(f(Q"'H)) (y) = e/+e ¥ >0

On en déduit que la fonction f271) est (strictement) croissante sur R. Ainsi, soit y € R :

FerD0) < fOD(y) < @D ()
I
0

On en déduit :
0 < |£e )| < |0 w)

D’ou : (1)
M = max "
Jnax - (|/ T ()])
_ ‘f(2n+1)(u)|
— gl _eU
n 2 ) u2n+1
3 . u —Uu __ - Y% - U _ AU
Finalement : |e" + e 2 p) uP| < @n T 1] (e —e™™). .
(iit) En déduire :
3 n 2(xt)2k p2ntl
rt xt < T
THeT =L o S Garay €

Démonstration.

« On applique l'inégalité précédente a u = xt, ce qui est licite car, comme x € [0,+o0[ et
t€]0,1] : ot € [0,400[. Ainsi :

xt + —xt i 2 ( t)gk < ($t)2n+l ( ot —zt)
€ e - x —— (7" — ¢
k=0 (2k)! S (2n+1)!
e Or:
x d’une part :
0<t<1
) de
d < 20+l < (par croissance
onc 0<t < t > 271 sur [0, +o00])
dou 0 g?nHlgntl L p2ntl (car z>"t1 > 0)
ainsi 0< (Qj‘t)2n+1 < p2ntl

29



ECG4 14 janvier 2023
Mathématiques (version B)

x d’autre part, comme e %t > 0 : % — e7%t L %,
De plus, comme zt € [0, +00[, on a démontré en question précédente : e** — e™*t > 0.
Enfin t <
donc rt < x
d'on e < (car exp est croissante sur R)

On en déduit :
0 < ertie—mt < ext < e®

On obtient :
0 < (xt)Qn-‘rl (ea:t - e—azt) < x2n+1 e”
xt)ZnJrl p2n+1
donc 0 —A—— (e —e ™) L ———— ¢%
2n 4 1)! ( ) (2n+1)!

n 9 (l‘t)% x2n+1
Ainsi, par transitivité : |e®t 4+ e~ %t — < ev.
b P v + 2 o | S @

Commentaire \

Dans cette question, on a utilisé I'implication suivante :

0< (.’L’t)2n+1 < x2n+1 et 0< ezt _ e—mt < e”
¢
0 < (wt)2n+1 (ext _ efwt) < x2n+1 e”

On a donc « multiplié » deux inégalités. Rappelons que ceci est valide seulement parce
que tous les termes en présence sont positifs.

. ) O
n 92k 22t
b) En déduire, pour tout n de N : |I(z) — 2 Wor| < 5en 1) e’.
Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord :

n_ 92k
I(x) — W-
)= 2, Gy

ext x n 2 ka 1 t2k
N e g
1—¢2 =0 \(2k)! Jo 1 —¢2

_|_
el‘
( Vi o k§0 (2k)! x V1 —¢2 en présence étant convergentes)
_ n 2 (xt)?
- ext+e ot Z dt
V1—t2 < a (2k)!

oot
t et n 92k 12k > (par linéarité de l'intégrale, les intégrales
1

/01
- /01
/01

=0
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e On en conclut :

n_ 92k
I — — W
()= 2 e Ve

1 n 9 tQk . ..
<ext ey (1) )’ gt (par inégalité

1—1t2 = (2k)! triangulaire)
Comme, pour tout ¢ € [0, 1], > >
n 92k 1 1 n 9 ($t)2k
I@)= 3 oo Wl < [ e et 3" it
’ k=0 (2k)! 0o V1i—12 = (2k)!
e Soit t € [0, 1[. D’aprés la question précédente :
n 2k 2n+1
ext 4 e—xt _ Z 2 (xt) < & e%
=0 (2k)! (2n+1)!
Ainsi 1 >0
insi, comme >0:
Vi
1 ext + e—a:t _ zn: 2 (mt)Qk < x2n+1 e% 1
Vieg & | SCerC Vioe

Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) et les intégrales en
présence étant convergentes :

_ n 2 (xt)?k
ext +e rt
& k)

1 ot 1
dt < e’ dt
/0 (2n +1)! V1 —¢2

1 1
| =

1 $2n+1 1 $2n+1 1 1
x x
/ e i = / dt
o @n+1)! 7 12 (2n+1)! 0o V1-—t2

20+
= 2 et W
P
$2n+1 T
_ T n
Cny )l ¢ "2
n 9p2k 22+l
Par transitivité, pour tout n € N : [I(z) — kZ::O on)] Wa 2@ 1) e®. -
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¢) En déduire que la série kgo S (12 converge et que l'on a : kg() ()2 - I(x).
Démonstration.
Soit n € N.
« Soit k € [0,n]. D’aprés 4.b) :
2 32k 2 22k " [Py x2k
= = s T
k) T 2T T 2k (kN)2 2 2%k (k)2
« Ainsi, d’aprés la question précédente :
no g2k 22+l
I(x) — < v
@) =7 2 gz S @y
D'ou : o _—
1 n x " e’
_ I(I) - Z 2% 12 X | o
™ =0 2%F (k!) (2n+1)! 2

n

. € L . N
« De plus, la série > — est la série exponentielle de paramétre x. Elle est donc convergente.

n>0 .
" 2n+1
On en déduit : lim — =0.D%ou: lim —— =0. Ainsi :
n—+oo n! n—+00 (2n + 1)!
2n+1 T
lim R - 0
n—too (2n 4 1)! 2
On en déduit, par théoréme d’encadrement :
1 n z2k
lim — I(z) — — =0
n—+oo (z) ,go 22k (K1)2
On en déduit que la série ) ——— est convergente et : Y ————— = — I(x).
is0 22k (k)2 =0 2%k (KD)? 7
|
o On utilise dans cette question I'implication :
t li =
> u, convergente = m 0

n=0

« Rappelons que la réciproque de cette propriété est fausse. Par exemple :

1
X lim *:O,

n—+oo n

1
x mais la série > — est divergente, car c’est la série de Riemann d’exposant 1 (1>1).
n=1 M

B
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Partie III : Equivalent de I(z) lorsque = tend vers 4oco

1 —xt
e T
7. Montrer, tout z de Ry : 0 < —dt < —.
ontrer, pour tout x de R \/0 N <5
Démonstration.
Soit x € R+.
o Soit t € [O, ].[
0<t«1
donc 0> —at>—x (car z > 0)
Joi 1> e > o (ca?“ la fonctzon. exp est
strictement croissante sur R)
1 efxt e~ 7 \/7
ainsi > > car V1 —12>0
iceovice vice ! 4
« On en déduit :
—xt 1
x Vt e 0,1
10,1}, 0 ¢1 — 2 \/1 — 2

1
1
x ———— dt = Wy est convergente d’aprés 3..
| = gente d'ap

Par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives,

1 —at
. e
I'intégrale / ——— dt est convergente.
0

V1-—1t2

« On rappelle que, pour tout ¢ € [0,1], on a :

et 1

<
V1—1t2 V1—1t2

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1) :

1
0 < W
/0 Nk / 1—t2 0

LN L gmat 7T
Or Wy = —. insi:VxGR,Oé/ —dt < —.
2 - 0 V1-—t2 2 O
1 1 2
8. a) Montrer, pour tout v de [O, 2] 1 < T < (1+v)=
Démonstration.
Soit v € [0, 5.
« Tout d’abord :
1 (par stricte décroissance de la
1< 1>21- o
1—v v fonction inverse sur 10, +o0o[)
S v>0

La derniére égalité est vraie. Donc, par équivalence, la premiére inégalité aussi.
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o Ensuite :
1
1 <(1+4v)? & 1<(1-v)(1+v)? (carl—v>0)

—v
& 1<(1-v?)(1+v)
& Y<¥+v—0v2—13
& 0<v(l—v—1?) ()

On note P le polynéme défini par : P(X) =1— X — X2, et A son discriminant :
A= (-12-4x1x(-1) =5 >0
Le polynéme P admet donc 2 racines :

1—+5 1 9 1
= 2\/><0 et X9 = +2f>

Comme v € [0, 3] C [z1,22], on obtient : P(v) > 0.
Dot : v P(v) = 0, d.e. v(1 —v—0?) >0.
La derniére inégalité (x) est donc vraie. Ainsi, par équivalence, la premiére aussi.

I

[\]

1
1—v

Finalement : Vo € [0,4], 1 <

P} < (1+'U)2

b) Soit x € Ry. Montrer, a 'aide du changement de variable u =1 — ¢ :

1 ext P 1 e—Tu
—_—dt = — —— du
0 V1—t2 V2 Jo u
Vuy 1 — 5
Démonstration.

1
o Avec un raisonnement similaire & celui de la question 6., on en déduit que l'intégrale /
0

est convergente.

xt

V1—1t2

Commentaire

Détaillons la démonstration de cette convergence :

Soit t € [0, 1].
0<t<1
donc O0<zst<zx (car x > 0)
doil 1< et <o (ca?” la fonctzon‘ exp est
strictement croissante sur R)
1 emt e”
ainsi (car V1 —12>0)

< <
V=2 V1= J1-¢
On en déduit :
« Vte[0,1[, 0 <

ext e

<
V1i—t2 VJ1-—1¢2

xT

ip Vi-p

1 xt
e
tégrale / ——— dt est convergente.
g ] g g

\.

1 1
1 e
x / ——— dt = W) est convergente d’aprés 3.. Donc / ——— dt l’est aussi.
0 0

Par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, 1’in-
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e On effectue le changement de variable

u=1-—1

u=1—1

(et donct =1 —u)

— du = —dt
ot =0 = u=1
et=1 = u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u +— 1 — u est de classe C! sur ]0, 1].
On obtient :

1 et 1 eT(1-u)
dt = — (—du
/o V1—1¢2 0 \/1—(1—u)2( )
/1 e g TU
= —— du
0 V2u—u?

1 e~ Tu
= e.T du
/0 Vou /1 — %
e® 1 e TuU J
= — U
\/§ 0 \/ﬂ 1-— %
ea:t ] 1 e~ Tu
= du

Notons qu’on effectue 14 encore un changement de variable affine sur une intégrale
impropre. Cependant la convergence de cette intégrale a été démontré. Le changement
de variable est donc valide.

¢) En déduire, pour tout z de R :

—TUu

e 1 e~ Tu 1 e e 1 e e” 1
— dué/ dt < / du—l—/ e ™ V/u du
V2 /0 Vu 0o V1-—1t? V2 Jo Vu 2v2 Jo
Démonstration.
Soit z € Ry.

o D’aprés la question précédente :

/

ezt

T 1 —xu
R s
V1—t2 V2 Jo Vu/1-%
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« Soit u € ]0,1]. Alors % € 10, %] et on peut appliquer la question 8.a) & v = % :

2
ety (+)

-3
1 .
done 1< <1+ u (par croissace de t — \/t
1-% 2 sur [0, 400[)
d’ou < < (1 + 7> car >0
Vu T u /1% 7 Vu 2 ( NG )

—Iru e*lu —Iu
alnsi < < +
Vi Vu /T2 T Vu

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < 1), et les intégrales

en présence convergentes () :
/1
0

Ainsi, comme

e—xu \/a

N

/1 e Tu 1 f
4+ = e ™ u du
0o Vu

O |

< A

>0:

S‘@
o B

/Ole du\/\r\/idué/ol\_/?—i-l

1 ea:t
/ L
o V1—t2

e Or, par linéarité de l'intégrale :

e” /1 e~ TU N 1 ef:vu f J e” </1 e~ Tu 4 N /1 1 efzu \f p >
— - udu = — U - u du
V2 Jo Vu 2 V2 \Jo Vu 0o 2

« Revenons sur l'assertion (xx).

—Xu
. € s . s PN TR
x L’intégrale / N du est convergente par critére de comparaison d’intégrales généralisées

de fonctions continues positives.
1
1 1
x L’intégrale / 5 e ™ \/u du est bien définie car la fonction u — 3 e™ " /u est continue
0
sur le segment [0, 1].
i

Ainsi l'intégrale /
0o Vu

e ™ 1
+ =~ e ™ /u du est convergente en tant que somme d’intégrales

\V]

convergentes.

al

Finalement, pour tout x € ]R+ :

1 ea}t e’ 1 f
< — e "\ /u du.
/0 1— t2 / f "o /0
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Commentaire \

—u

NG

du.

1
Détaillons 1’étude de la nature de 'intégrale /
0

—xu —xu
e

NONNCIVEEE:

« Yu€]0,1],0 <

1 —TU
e
x —————— du est convergente d’aprés 8.b).
/0 Vi I

Par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives,

1 _—zu
I'intégrale / du est convergente.
0

Nz

9. a) Seulement pour les cubes

+o0o 5 +oo 9
Démontrer que les intégrales / et dt et / t?2e™% dt sont convergentes et :
0 0

+00 +oo
/ (ft2 dt = ﬁ et / t2 e*t2 dt = ﬁ
0 2 0 4

Démonstration.

o Soit X une v.a.r. de loi N (O, %) Alors, soit t € R :

+2

1 - 1
fx(t) = —=——e 72 = ——c"
\/g\/27r 1/%XZ7T

1
Si X <N (0,3), alors : fx :t+ NG et
400

o La fonction fx est une densité. L’intégrale / fx(t) dt est donc convergente et vaut 1.

—00

+oo 1 5
—t
— e " dt =1
/—oo ﬁ

D’ou, par définition de fx :

+o00 5
Ainsi :/ e dt = /.

—00
“+o0o

est paire. Comme l'intégrale / e dt est convergente, on
—00

+00 5 +00
/ e dt = 2 / e dt
—00 0

+oo
Ainsi : / et dt = ﬁ
0 2

o De plus, la fonction ¢ — et

en déduit :

»
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Commentaire .

On rappelle que I'égalité :

0 +o0o
/ et dt = / et dt
—00 0

se démontre a 'aide du changement de variable | uw = —t

u=—t (et donct = —u)
—~du=—dt et dt=—du
et=—-—00 = U=+

ot =0 = u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — —u est de classe C! sur | — 00, 0].

\. J

e La v.a.r. X de loi N(O, %) admet un moment d’ordre 2. De plus, par formule de Koenig-

Huygens :
1 1
E(X?) = V(X)+ (E(X))® = 500 =3
+oo
D’ou l'intégrale / t? fx(t) dt est convergente et :
—00
00 1
/ 2iet)dt = E(X2) =
oo 2
I
— tee " dt
VT )
+0o0
Ainsi : / 2ot dt = ﬁ
oo 2
2 +oo 2
o La fonction t + t2e™*" est paire. Comme / t2 e dt est convergente, on en déduit :
—00

+oo 2 +oo 2
/ e dt = 2 / 27 dt
—00 0

+o0
Ainsi : / 2t gt = ﬁ
0 4
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b) Soit z € RY. A Tl'aide du changement de variable ¢ = \/zu, montrer :

1 —TU 1
/ ¢ du ~ VT et / eV udu ~ VT
0 Vu z—too /T 0 z—rtoo 204/T

Démonstration.

1 —xu
e T
« Démontrons : / du ~ £
0 \/?j z——+00 \/.5
Soit € > 0.

x On effectue le changement de variable | t = v/zu

2

t
t=+/xu (et doncu=—)
x

T 2t

du:ﬁdu et du= = dt
2/u

— dt =
X

[\
§
<

et=¢ = u=+/xc€
NI

et=1 = u=

t2
Ce changement de variable est valide car ¢ : t — — est de classe C! sur [\/z¢,/7].
x

On obtient : ,
1 gmau VT ot 2¢
c Vu VEE T \
N
_ g VT / —
T NG
2 [VE
= — e " dt
NCN-r
1 e~ Tu NG 9
De plus, comme l'intégrale / du est convergente, alors / e ¥ dt admet une limite
0o Vu JTE

quand ¢ tend vers 0 et :

1 —zu Nz
e 2 2
du—/ e U dt
/0 NG vz Jo

x D’aprés la question précédente :

Vi +o0
lim e gt = / e dt = ‘/27? # 0
0

T—-+00 0
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1
« Démontrons : / e udu ~ v i
0 z—to0 2 \/E

x On effectue le méme changement de variable que précédemment. Ce changement de variable
2

t

est valide car ¢ : t = — est de classe C! sur [0, /].
x

On obtient :

1 Ve 2t 2t 2 Ve 2
eV u du = / e — 2 dt = ——— / t2e” dt
/0 JaE N R R VT

x D’apreés la question précédente :

VT +o0
lim 2e " dt = / et dt = \f # 0
0

T—r+00 0

N
D’ou : / t2 e_t2 dt ~ ﬁ Ainsi :
0 xr—r+00 4

1 2 vz 2
/ e ™ Vu du = / 2o @t~ X ﬁ = v
0 X ﬁ 0 z—+oo I ﬁ 4

1
/ e Judu ~ v
0 T—+00 2 e \/E D

)
8
B

X
10. En déduire : I(x) ~ e\/g.
T —+00 €T

Démonstration.
Soit x € RY.

o Par linéarité de I'intégrale :

1 xt+e—mt 1 ext 1 e—mt
1(@:/ dt:/ dt+/ dt
0 VA o V1—t2 o V1—t2

« En utilisant les encadrements des questions 7. et 8.¢), on obtient :

i /1 e~ TU dut0 < I(x) _ (ex /1 e~ Tu du+ e” /1 e_mu\/adu> +E
V2 Jo Vu h S \V2 o v 2v2 Jo 2

< /f >\e{“(xf)<exf( /\F ;;é/ole_”\/ﬂng)
e Or:

x d’aprés la question précédente :

m o~ /1 oo
— du ~ =1
)/5 0 \/ﬂ T—+00 ™ X
Ainsi : lim

LSS (‘}

-
pe
=

’%
>1

\
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x toujours d’aprés la question précédente :

crGal

Ainst: 1 V22 (L /1
insi : lim
r—+oo e¥ ﬁ 2 \@ 0

x enfin, par croissances comparées :

Finalement :

X lim

X lim

— du +

e T \/u du ~

e " \/u du) = 0.
. V2zx
lim

%++a>exV@%

s
—=0.
2

\/ﬂ ex/l efzud _
ertoe T \V2 Sy Vu ) T

V2 (ex L g—u

r—+oo et ﬁ

V2 Jo Vu

Par théoréme d’encadrement : lim

z—+oo €TV/T =1
V2
T
Dou: I(xz) ~ ¢ ﬁ
T—+4o00 ‘/2:1;

Partie IV : Une application en probabilités

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.
On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y définies sur un méme espace probabilisé

(Q, o/, P), suivant toutes les deux la loi

de Poisson de paramétre A.

On s’intéresse a la probabilité de I’événement [ X =Y.

. % (; 8 2;@%

10. a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def estime(lambda) qui, prenant en argument un réel
lambda strictement positif, simule un grand nombre de fois les variables aléatoires X et Y, et
renvoie une estimation de P([X = Y]).
On rappelle que 'instruction nr.poisson(lambda) de la bibliothéque numpy.random simule la
loi de Poisson de paramétre lambda.

Démonstration.
On propose le script suivant :

o Joo N o jov e e o =

==
=]

endf

‘ —
N

function r = estime(lambda)

N = 10000
X = grand(1, N, 'poi', lambda)
Y = grand(1, N, 'poi', lambda)

compteur = 0

for i = 1:N
if X(i) == Y(i) then

compteur = compteur + 1

end

end

r = compteur / N

unction
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« Cette fonction permet d’obtenir une approximation de la probabilité P([X = Y]) en fonction
du paramétre \.

o L’idée naturelle pour obtenir cette approximation est :

x de simuler un grand nombre de fois (N = 10000 est ce grand nombre) les v.a.r. X et Y.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (x1,...,2x) qui correspond & 'observation
d’un N-échantillon (X1,...,Xy) de la via.r. X, et un N-uplet (yi1,...,yn) qui correspond
a l'observation d'un N-échantillon (Y7,...,Yy) de la v.a.r. Y.

x de compter le nombre de fois ou z; = y;, pour i € [1, N].

Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :

nombre de fois ot z; = y;

= P([X=Y
taille de ’observation ({ )

« Dans la fonction, les valeurs (x1,...,2n) et (y1,...,yn) sont obtenus par des appels a la
fonction grand et sont stockées dans les variables X et Y :

X
Y

grand(1, N, 'poi', lambda)
grand(1, N, 'poi', lambda)

[ lco

» La variable compteur est initialisée a 0.

5 compteur = 0

On souhaite qu’elle contienne, en fin de boucle for, le nombre de fois ou x; = y;, pour i € [1, NJ.
La variable compteur est alors mise a jour a chaque tour de boucle :

for i = 1:N
if X(1i) == Y(i) then
compteur = compteur + 1

o oo N o

end
end

‘ =
S

Détaillons cette mise a jour :

x si X(1) = Y(i), alors on effectue 'instruction :

8 compteur = compteur + 1

Ainsi, a chaque fois que X(i) = Y(i), la variable compteur vaut successivement : 1, 2, ..., j,
ol j est le nombre de fois, parmi les N observations, ot X(1) = Y(i).
x si X(i) # Y(i), alors la variable compteur n’est pas mise & jour.

Cela signifie que la variable compteur compte le nombre de fois ot X(i) = Y(i), pouri € [1, N].

« Une fois cette boucle effectuée, on met & jour la variable r :

1 r = compteur / N

nombre de fois ou x; = y; . . . .
, qui est bien une approximation

La variable r contient donc le réel

de P([X =Y]) par la LIGN.

taille de ’observation
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Commentaire

Pour définir la variable compteur, on peut aussi tirer profit des fonctionnalités Scilab :

[ S (= <1 B N SC R I F

function r = estime(lambda)
N = 10000
X = grand(1, N, 'poi', lambda)
Y = grand(1, N, 'poi', lambda)
compteur = sum( X ==Y )
r = compteur / N

endfunction

\.

Pour bien comprendre I'instruction compteur

sum(

x linstruction X == Y renvoie une matrice de booléens, de
matrices X et Y, dont la ¢ coordonnée est Vrai si z; = y;, et Faux sinon.

Y ), rappelons que :

méme taille que celle des

x la fonction sum permet de sommer tous les coefficients d’une matrice.

On obtient donc bien avec cette commande, le nombre de fois ot z; = y;.

J

O

b) Grace a la fonction précédente, on trace, en fonction de A, une estimation de v A P([X =Y)
pour A € |0,20] et on obtient le graphe suivant :

0.8

0.75

0.7 +

0.65

0.6 +

0.55

0.5 +

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

1< Y
I S
'
'
'
'
'
N LR ke

o 4 -
S —+-

20

A la vue de ce graphe, proposer un équivalent de P([X = Y]) lorsque A tend vers +oo.

Démonstration.

R 1
« A la lecture de ce graphe, on conjecture : lim V7 AP([X =Y]) = 3

1
« Comme 3 # 0, on en déduit : VT AP([X =Y])

A——+00

~
A—+oo

1
5"

Ainsi : P([X =Y1)

1
Artoo 2 /TN
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+o0o )2k
11. Montrer : P([X = Y]) =e 2 )\' 5-
i=o (K1)

Démonstration.

o Tout d’abord :
P(X=Y]) = P((X-Y =0])

Remarquons qu’on se rameéne ici & un cas particulier de loi d’'une somme (X —Y). Il
faut donc se préparer a utiliser les méthodes usuelles pour la détermination de ce type
de loi : la formule des probabilités totales.

« La famille ([X = k] )k ¢y forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, par formule des probabilités totales :
+00
P(X-Y =0) = X P(X=knN[X-Y=0)
k=0
+oo
= T R(X=H N =)

= %O P([X = k]) P([Y = k) (par indépendance de
k=0

XetY)

+oo Ak AF (car X < P (A) et
_ A A
- ,EO (e A k!) Y PO

)2 too )\2k

= (6]

" 2 e

+00 )\Qk

Finalement : P([X = Y]) = e 22 .
(=Yl =e" 2 G -

12. a) Exprimer P([X = Y]) en fonction de A et de la fonction I.

Démonstration.

o D’aprés la question 6.c¢), pour tout x € Ry :

1 w2 ot (2)21@
— I(z) = kg{)m N kZ::o (zk!)z

e On en déduit, avec la question précédente :

400 )\Qk 1
P(X=Y]) = e 2? = e 2t x = I(2A
(X=Y]) = e & o = 1@y
(remarquons qu’on a bien : 2\ € Ry)
e—2>\
P(X =Y]) = I(2\
(X =Y) = == 1N .
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b) En déduire un équivalent de P([X = Y]) lorsque A tend vers +oc.

Démonstration.

em ﬁ
o D’aprés la question 10. : I(x) ~ .
p 4 ( )ac—>+o<> 2
Or: lim 2\ = +oo. Donc:

A—400

) e2A\/7?_e2A\/E
A—+oo Va4 2\/X

e On en déduit :

e 2A ~ m
B(x =)= 12) A;wiﬁfgigﬁ

1
Dou:P(|X =Y]) ~ .
(X=Y]), ~_ ;o= .
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