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DS4 (version A) /176

Exercice 1 /44

Partie 1
On note E = Ry[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2.
Soit f l'application définie sur E qui associe & tout polyndéme P € E, le polynome f(P) défini par :
1
(f(P)(X) = 1-X-X)P(X)+ g1 =X+ 3X%24+2X3) P'(X)
Dans la suite, on note & = (P, Py, P») la base canonique de Ry[X].
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

e 1 pt : caractére morphisme

« 3 pts : caractére endo (f(P) est un polynéme + de degré 3 au max)

2. Déterminer la matrice A représentative de f dans la base canonique de E.
« 2 pts:
x 0,5 pt par f(F;).

1

0 -1
Matg(f(P1)) = (8) Matg(f(P1)) = (—1), Matz (f(P1)) = (1)

-1 1
0 1 -1
x 0,5 pour M =10 -1 1

0 -1 1
3. Montrer : fo f=0gg.
e 1pt: A2:O///3(R)
e 1pt: fof=0gmr
4. Démontrer que f n’est pas bijectif.

« 1 pt : A non inversible

5. a) Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f) ainsi que les dimensions de ces espaces vectoriels.
e 3 pts:
x 1 pt : écriture systéme
x 1 pt : résolution a; = ao
x 1 pt : Ker(f) = Vect (P, P1 + P)
-1 pt si confusion Ry[X] / 5,1 (R)
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. 2 pts : (P, P + P) base et dim (Ker(f)) =2
x caractére générateur

x caractére libre

1 pt : Im(f) = Vect (f(Po), f(P1), [(P))

1 pt : Im(f) = Vect (Py — P1 — P)

1 pt : (Py — P1 — P») base de Im(f) et dim (Im(f)) =1
-1 pt si confusion Ry[X] / .#51(R)

b) Démontrer que la famille 7 = (f(Py), Py) est une base de Ker(f).

2
« 1pt: (f(P1),R) € (Ker(f))
« 2 pts : F = (f(P1), Ry) base de Ker(f)
x 1 pt : caractére libre
x 1 pt : Card(F) = dim ( Ker(f))
6. a) Montrer que la famille G = (Pl, f(P), Po) est une base de E.

e 2 pts : G libre
« 1 pt : Card(G) = dim (Ra[X])

b) Déterminer la matrice 1" représentative de f dans la base (Pl, f(Py), Pg).

e 2 pts:
x 1,5 pts :

0 0
Mat(p, f(p).po) (f(P1) = (1) Mat(p, i, m) (B(F(P)) ) = (0) Mat(p, f(r).r) (f (F0))
0 0

0
0
0

On note désormais F un espace vectoriel quelconque de dimension 3.
On considére dans la suite f un endomorphisme de E différent de I’endomorphisme nul de E.

7. Montrer : fo f =0 < Im(f) C Ker(f).

Il
X
o O O
~__ =

00
x 0,5 pt : Mat(pl’f(Pl)ypO) (f) = (1 0
00

Partie 11

e 3 pts:
x 1 pt : raisonnement par double implication
x 1 pt: (=)
x 1 pt: (<)

On suppose dans les questions 8. et 9. : fo f=0g ).
8. a) Comparer les dimensions de Ker(f) et Im(f).

o 1 pt : dim (Im(f)) < dim (Ker(f))
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b) Déterminer alors précisément les dimensions de ces deux espaces vectoriels.

e 1 pt : théoréme du rang

o 1 pt : dim (Im(f)) € {0,1}

« 1 pt : cas dim (Im(f)) = 0 impossible

o 1 pt : dim (Im(f)) =1 et dim (Ker(f)) = 2.

9. Soient u ¢ Ker(f) et v € Ker(f) \ Im(f).

a) Montrer que la famille 7 = (f(u),v) est une base de Ker(f).

e 1pt: (f(u),v) S (Ker(f))

« 3 pts : caractére libre

2

x 1 pt : écriture correcte de la définition de liberté
x 1 pt : appliquer f de part et d’autre et en conclure Ay =0
x 1 pt : )\1 =0
« 1 pt : Card(F) = dim ( Ker(f))
b) Montrer que la famille G = (u, f(u),v) est une base de E.

o 3 pts : caractére libre
x 1 pt : écriture correcte de la définition de liberté
x 1 pt : appliquer f de part et d’autre et en conclure \3 =0
X 1pt:)\1:)\2:0
« 1 pt : Card(G) = dim (E)
¢) Déterminer la matrice T représentative de f dans la base (u, f(u),v).
e 2 pts :
x 1,5 pts :

0 0 0
Mat(u, (u).0) (£ (1)) = ((1)) Mat(a, () (0(f (1)) ) = (8) Mat(u, (u).) (f(v)) = (8)

|

O = O
o O O
o O O

x 0,5 pt : Mat(y, f(u)0) () = (
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Exercice 2 /34

On dispose d’'un dé équilibré & 6 faces et d’une piéce truquée telle que la probabilité d’apparition de
« pile » soit égale a p, p € |0, 1][.

On pourra noter g =1—p .

Soit N un entier naturel non nul fixé.

On effectue N lancers du dé; si n est le nombre de « 6 » obtenus, on lance alors n fois la piéce.

On définit trois variables aléatoires X, Y, Z de la maniére suivante :

x Z indique le nombre de « 6 » obtenus aux lancers du dé,

x X indique le nombre de « piles » obtenus aux lancers de la piéce,

x Y indique le nombre de « faces » obtenues aux lancers de la piéce.

Ainsi, X +Y = Z et, si Z prend la valeur 0, alors X et Y prennent la valeur 0.

1. Préciser la loi de Z, son espérance et sa variance.

1
-2pts: Z—B (N, 6) (1 pt pour expérience, 1 pt pour v.a.r. )
N 5N
2. Pour k € N, n € N, déterminer la probabilité conditionnelle Pz_, ([X = k).
On distinguera les cas : k < n et k > n.
- 1 pt:casn > N (P|;_, non définie)
-4 pts:casne[0,N]:
x 1 pt : Pz, bien définie
x 1 pt:icasn=0
x 2 pts : cas n € [1,N] (1 pt expérience, 1 pt v.a.r. )

3. Montrer, pour tout couple d’entiers naturels (k,n) :

« si0<k<n<N alors P((X = k| N[Z =n]) = Z) <N>pk(1—p)n_k (5)Nn <1>n

x sin> N ouk >nalors P((X =k]N[Z =n])=0.

-1pt:casn>N:P([X=klNn[Z=n])=0
-3pts:casn<N:
x 1 pt : traduction « ’évement [X = k] N [Z = n| est réalisé »
x Ipt:cask>n:P([X=kN[Z=n])=0
x I1pticas0<k<n<N:

e e - () @) 0 ()7 )

4. Calculer la probabilité P([X = 0]).
-1pt: FPT

N
-2pts: P((X =0]) = (1 - g) (dont 1 pt pour la formule du binéme de Newton)
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5. Montrer pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tel que 0 < k< n < N :

00 - 00
En déduire la probabilité P([X = k]).

() () = () G2

-1pt:cask>N (P([X =k]) =0)

-4 pts:cas k<N

'
[t

x 1 pt : FPT
x 1 pt: %(JP([X:k]ﬂ[Z:n]): ng([X:k]ﬂ[Z:n})

X

N—(n+k) 1 n+k
)G

x 1 pt : formule du binéme de Newton P([X = k]) = < ) < ) 1- g)

[y

1 pt : décalage d’indice P([X = k]) = (N> Pk Z (N k) (1-p)" (

6. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre (N, £).
Quelle est la loi de la variable aléatoire Y 7

- 1pt:X<—>B(N,§)

- 1pt:Y<—>B<N,%)

7. Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?

Déterminer la loi du couple (X,Y).
- 2 pts : contre-exemple

x 1 pt:P(X =N]n [Y:N]):O

<1t : P(LX = NJ) x B()Y = N]) £0
-1pt: X(2)=][0,N] et Y(Q) = [0, N]
-1pt:P(X=kN[Y =4) = P(IX=kN[Z=L(+E])
-1lpt:casl+Ek>N:P([X=kNn[Y=4) =0
-1pt:casf+k<N

px=inw = = (“75) (1)) 0w @’”k @M

8. Seulement pour les cubes : En comparant les variances de Z et de X 4+ Y, déterminer la cova-
riance du couple (X,Y).

-1pt: X,Y et Z7 admettent une variance
-1pt:V(Z2)=V(X+Y)
-1pt: VX +Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+ V(YY)

Npq

- 3 pts: Cov(X,Y) = 36
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Probléme /98

Ce probléme se compose de deux parties. Si le candidat ne parvient pas & établir un résultat demandé,
il 'indiquera clairement, et il pourra pour la suite admettre ce résultat.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

On considére une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 a n.

On tire une boule au hasard dans U,,. On note k£ le numéro de cette boule.

o Sik est égal a 1, on arréte les tirages.

o Si k est supérieur ou égal a 2, on enléve de 'urne U, les boules numérotées de k a n (il reste donc
les boules numérotées de 1 & k — 1), et on effectue & nouveau un tirage dans l'urne.

On répéte ces tirages jusqu’a 'obtention de la boule numéro 1.

On note X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour ’obtention de la boule
numéro 1. On note Y,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées.

On note E(X,,) et V(X,,) (respectivement E(Y;,) et V(Y},)) l'espérance et la variance de X,, (respecti-
vement Y},).

Dans tout le probléme, Pp(A) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B, ou B est un
événement non négligeable.

Partie I

n

1 1
1. On pose : hy, = Y,
k=1

:1 — .o —.
tgtet

a) Montrer, pour tout entier naturel £ non nul, les inégalités :

=

1

— < — <

x| =

ou In désigne le logarithme népérien.

o 1 pt : décroissance de la fonction inverse

« 1 pt : croissance de l’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant

b) En déduire les inégalités : In(n +1) < by, < 1+ In(n).

n 1 n no1
olpt!kzz:lm < E(ln(k+1) ()) Z%

k=1 k=1
o 1 pt : sommation télescopique

e lpt:hy1—1<In(n+1)<h,
e« 1 pt:h,<1+In(n)

¢) Déterminer un équivalent simple de h,, quand n tend vers I'infini.

« 1 pt : division par In(n) > 0 (0 si n > 2 non précisé)

e 1 pt:h, ~ In(n) par théoréme d’encadrement
n—-+oo
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2.0 = 3 1y L
. n pose : = — = vy — .
pose kn = 2. 2 22 2

a) Montrer, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, 'inégalité :

1 1
S k-1 k
Cip 11
E—1 k k(k—1)
1 1 1 .. N
« 1 pt: —— — — par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[

K S k-1 &k
b) En déduire la majoration : k, < 2.
LU n 1 1
e 1pt: — < —_— =
P ch::Q k2 k=2 (k_l k)
o 1 pt : télescopage

1
e 1pt:2——<2
n
¢) Déterminer un équivalent simple de h,, — k, quand n tend vers I'infini.

elpt:h,—2<h,—k,<h,
hn 2 < by, — kn, o b,
In(n) In(n) ~ In(n) = In(n)

e 1pt:h,—k, ~ In(n) par théoréme d’encadrement

n——+oo

e« 1 pt:

Partie II. Etude de la variable aléatoire X,

On note I, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans 'urne U,.

1. a) Quelle est la loi de I, ?

e 2 pts: I, = U([1,n])
x 1 pt : description expérience

x 1 pt : description v.a.r.
b) Quelle est la loi conditionnelle de X,, sachant [I,, = 1] 7

« 1 pt : loi conditionnelle de X,, sachant [I, = 1] est la loi certaine égale 4 1 (0 au
moindre non sens)

¢) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer :
VjeN VEe{2,...,n}, Py,—y([Xn =J]) = P([Xp—1 =7 —1])
« 2 ptS

2. a) Quelle est la loi de X7 ?

« 1 pt : X; suit la loi certaine égale a 1 (0 si seulement « X; suit une loi certaine »)
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b) Quel est I’événement [Xo = 1] 7 Donner la loi de Xa, son espérance et sa variance.
. 1pt:[X2:1]:[12:1]
« 1 pt: Xo(Q2)={1,2}

1pt: P([Xs=1]) = %
. 1pt: P([Xy = 2) = %

3 1
e 1 pt:E(Xy) = 3 et V(X) = 1

c) Calculer Pr,_yj([X3 = 2]), Piry—g)([X5 = 2]), Pyry—3)([X5 = 2]).

Déterminer la loi de X3, son espérance et sa variance.

« 1 pt: Pp—([X3=2]) =0

« 1pt: Pp_g([X3=2]) =1

« 1pt By (X5 =2) =

. 3 pts : P([Xs = 2]) %
x 1 pt : FPT sur le SCE ([[5=1],[[5=2],[I5=3])
1 pt:viell,3], P 1])7&0

x 1 pt : fin du calcul

X 1pt:[X3:1]:[I3:1]

1
X ].ptp([Ig:]_])Zg
1
. lpt:IP’([ng?)]):E
o« 1 pt : X3 admet une espérance
11
e 1 pt:E(X3) = 5
23
17
e 1 pt:V(X3)=—
pt : V(X3) = o

d) Déterminer la loi du couple (I3, X3).
Seulement pour les cubes : En déduire la covariance du couple (I3, X3). Les variables aléa-
toires I3 et X3 sont-elles indépendantes ?

« 1 pt: 13(9) = H173]]a XB(Q) = [[173ﬂ
elpt:casj=1 ([I3 = 1]ﬁ[X3 = 1] = [X3: 1], [Ig 22]Q[X3: 1] =J, [Ig 23]Q[X3: 1] =

%)
elpt:cas j=3(3=1N[X35=3]=9, [[5=2N[X3=3]=g, [[3=3]N[X3=3] =
(X3 =3])
0 sik=1
.
« Ipt:casj=2(P([l3=kNX;5=j]) =Pz =k]) Pr,—n([Xs =j]) ={ 3 sih=2
.
6 sik=3
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e« 1 pt : I3 X3 admet une espérance

2

« 2 ptS : E(Ig Xg) 5
1
o1 pt: COV(Ig,Xg) = 5

« 1 pt : I3 et X3 non indépendantes car Cov(/3, X3) # 0
3. a) Montrer que X,, prend ses valeurs dans {1,2,...,n}.
o« 1 pt
b) Déterminer P([X,, = 1]) et P([X,, = n]).

. lpt:IF’([anl]):%
. 4pts:P([Xn:n]):%
x lpt:[Xn:n]:ﬁAi
=1

x 1 pt: FPC

. 1
x 1 pt:Viel[2,n], ]P’Am.‘.mAi,l(Ai) ==

x 1 pt : fin calcul

c) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer la relation :

Vi 22, P([Xn =4]) =

3\'—‘

5 A=~ 1)

. 1pt:P([X, =j]) :élp([fnzk]m[xn:j]) (FPT)
e 1pt: Z P([In = k]) x Pp,—i)([Xn = j]) (d’aprés 3.b))

e 1 pt:= Z P([I, = k]) x P([Xk—1 =34 —1]) (d’aprés 3.c))
k=2
e 1 pt : fin calcul

d) Sin est supérieur ou égal & 3 et j supérieur ou égal a 2, calculer :
nP([Xn = j]) = (n = D) P([Xn1 = j])

En déduire, si n est un entier supérieur ou égal a 2 :

Viz 1, B(Xu = 1) = " B(Xa =) + - B(Xu1 =~ 1)
e lpt:Vn>=3,Vi22,nP([Xy=j])—(n—1) P([Xp_1=4]) =P([Xp-1=7—1])
C1pt:Vn>3, V)32, P([Xn:j])zn?;lP([anlzj])ﬁP([szj—ll)

e 3 pts:casn=2
x 1 pt:casj=>3
x 1 pt:casj=2
x 1 pt:casj=1
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4. a) Sin est supérieur ou égal a 2, montrer, en utilisant 3.d) :

E(Xn) = E(anl) + %

e 1 pt: X, | et X,, admettent une espérance
n—1

e« 1 pt:E(X,) = - ilj]P’([Xn—lzj])+i éj P([Xn-1=35—1])

. 1pt::n;1 Eij]P’([Xn_l—j])—i-Tll f;jP([Xn_1—j—1])
n—1 1 n=l . 1 nz! ,
»lpt:=—— E(Xp1)+ - ZIJP([Xn—lzj])JFg ,ZIP([Xn—IZJ])
7= 7=

e 1pt: ([Xpo1 =] )je[[l,n—l]] est un systéme complet d’événements

b) En déduire E(X,,) et donner un équivalent simple de E(X,,) quand n tend vers I'infini.

n

e 1pt: Y (E(Xy)—E(Xpq)) = i
k=2 k=2

e 1 pt:E(X,)=h,
« 1pt:EX,) ~ In(n)

n——+oo

| =

5. a) Sin est supérieur ou égal a 2, calculer E(X2) en fonction de E(X2 ;) et de E(X,,_1).

e 1 pt: X, 1 et X, admettent une variance

2 n—1 2 ) . 1 & -2 ]
e 1pt:EX2) = S RP([Xn1=4]) +— 2 2 P([Xpo1 =5 —1])
no =1 n =1
n—1"71 ) . 1 2 -9 .
«1lpt:= S P2P([Xei=4])+— X P2 P([Xp1 =5 —1])
no =1 n j=2
n—1 5 1 n=l .
«1lpt:= E(X2_)+~ X 2 P([Xn_1=14])
n n =1

«1pt: ([Xn_l = J] )je[[l 1] est un systéme complet d’événements
2 1
o1 pt H E(X’?L—l) + E E(Xn_l) + E

b) En déduire : V(X,,) = h,—ky, (en reprenant les notations de la Partie I).

2
« 1 pt:V(X,) = <E(Xﬁ1) —|—% E(X,-1) + Tll> - (E(Xn_l) + i) (d’aprés 6.a) et 7.a))

e 1 pt:V(X,)=V(X, 1)+ % - %
n n 1 1
e« 1pt: ’;::2 (V(Xk) = V(Xp—q)) = k§2 (k‘ - kg)

¢) Donner un équivalent de V(X,,) quand n tend vers U'infini.

« 1 pt:V(X,) o~ In(n)

—+oo

6. Soit (T;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout ¢ entier naturel non

1
nul, 7; suit la loi de Bernoulli de paramétre —. On pose :
i

n
=1

10
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a) Vérifier que X1 et 17 ont méme loi.
o 1 pt
b) Si n est supérieur ou égal & 2, montrer, pour tout entier naturel j non nul :

n—1

P(Sh =) = + B((Su1 = 1)+ "L B(Sh1 = )

En déduire que X, et S,, ont méme loi.
e 1pt: P([Sy=4]) =P([Tu=0]N[Su=4]) + P([Tn=1]N[S, =j]) (FPT)
e 1pt:P([S,=])=P([T,=0N[Sn-1=7]) + P([Tn=1N[Sp-1=4—-1])
e 1 pt: T, et 5, 1 indépendantes par lemme des coalitions
) n—1 . 1 .

e 1pt:P([Sn=j]) = - X P([Sn—1=14]) + - X P([Sp—1 =7 —1])
e 1 pt : initialisation
o 4 pts : hérédité

x 2 pts:jefl,n+1]

n+1
x 2 pts:j=0 (1 pt pour [S,11 =0]= () [T; =0], 1 pt pour indépendance de 77,

i=1
c Tn+1)
¢) Retrouver ainsi E(X,,) et V(X,,).

« 1 pt : S, admet une variance (et donc une espérance)

« 1 pt:V(S,) => V(T;) (par indépendance de T, ..., T},)
i=1

e« 1 pt:V(S,) =h,—k,

e 1 pt : méme loi = mémes moments

11



