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DS3 (ESSEC II 2018)

On s’intéresse a ’évolution d’une population de petits organismes (typiquement des insectes) pendant
une « saison » reproductrice de durée maximale T" ot T' € N*. Les insectes sont supposés vivre une
unité de temps, au bout de laquelle ils meurent en pondant un certain nombre d’ceufs. Au moment du
dépot d’un ceuf, un processus chimique, la diapause, est susceptible de se mettre en marche qui entraine
I’arrét de maturation de 'ceuf jusqu’a la saison suivante. Ainsi, & chaque t de la saison, une génération
d’insectes s’éteint, en déposant des ceufs. Immédiatement, une proportion p(t) de ces ceufs se mettent
en diapause. Les ceufs qui ne sont pas entrés en diapause éclosent avant la date t+ 1, donnant naissance
a une nouvelle génération d’insectes, qui s’éteindra a la date ¢t + 1 en déposant des oeufs, etc. Comme,
a la fin de la saison, tous les organismes vivants de la population meurent, hormis les ceufs qui sont
en diapause, ce sont ces derniers qui seront & I'origine d’une nouvelle population qui éclora a la saison
suivante. Il est donc fondamental pour la survie de la lignée que les organismes adoptent une stratégie
maximisant le nombre d’ceufs en diapause accumulés jusqu’a la date ot la saison s’achéve.

Au cours du probléme, on s’intéressera plus particuliérement au cas ot la durée de la saison est
une variable aléatoire 7 pouvant prendre des valeurs entiéres entre 1 et T. Pour ¢ € {1,2,...,T},
I'événement |7 = t] signifiera donc que la saison s’arréte a la date ¢.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o7, P). Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y’) son espérance lorsqu’elle existe.

Partie I - Modéle de population saisonniére

Dans cette question, on définit I’évolution formelle du nombre d’ceufs en diapause entre les dates 0 et T.
On note D(t) = nombre d’ceufs en diapause a la date t. Les ceufs pondus a la date ¢ qui entrent en
diapause sont comptabilisés a la date ¢ + 1.

N(t) = nombre moyen d’ceufs produits a la date ¢
p(t) = proportion des ceufs produits a la date ¢ qui entrent en diapause

Par convention, la date 0 d’une saison est celle ol les insectes nés des ceufs en diapause de la saison
précédente pondent N (0) ceufs. On suppose pour simplifier :

— que N(0) est un entier naturel non nul.

— que tous les ceufs issus de la saison précédente ont éclos et donc que D(0) = 0.

— que pour tout t € {0,1,..., T —1},0<p(t) <1

Enfin, on suppose qu’a chaque date ¢ de la saison, un individu produit en moyenne a ceufs (« étant

un réel strictement positif). Par simplicité, on supposera que « reste constant pendant toute
la saison.

1. a) Montrer que D(t+ 1) = D(t) 4+ p(t) N(t) pour tout entier ¢ tel que 0 < ¢ < T — 1.

Démonstration.

Soit t € {0,...,T — 1}.

Le nombre d’ceufs en diapause a U'instant (¢t + 1), D(¢ + 1), est la somme :

x du nombre d’ceufs qui étaient déja en diapause a U'instant ¢ : D(t),

x et du nombre d’ceufs pondus a l'instant ¢ entrant tout de suite en diapause.
Or le nombre d’ceufs pondus a linstant ¢t est N(t), et la proportion d’entre eux entrant en
diapause est p(t).
Ainsi le nombre d’ceufs pondus a l'instant ¢ entrant immédiatement en diapause est : p(t) N(t).

On en déduit : Vt € {0,...,T — 1}, D(t+1) = D(t) + p(t) N(¢t).

O
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b) Montrer que N(t + 1) = a(1 — p(t)) N(t) pour tout entier ¢ tel que 0 <t < T — 1.

Démonstration.
Soit t € {0,...,T —1}.
A Tinstant ¢, N(t) ceufs sont pondus. Parmi ceux-ci :

x p(t) N(t) entrent immédiatement en diapause,
x (1 —p(t)) N(t) n’entrent pas en diapause.

Seuls les oeufs qui ne sont pas entrés en diapause a l'instant ¢t produisent des ceufs a l'instant
(t+1). Donc (1 — p(t)) N(t) individus produisent des ceufs a I'instant (¢ + 1).

D’apreés I’énoncé, chaque individu produit « ceufs.

Ainsi, le nombre d’ceufs produits a 'instant (¢ + 1) est o (1 — p(t)) N(¢).

On en déduit : Vt € {0,..., T — 1}, N(t+1) = a(1 — p(t)) N(¢).

2. On suppose dans cette question que o < 1.
a) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 0 <t < T — 1, N(t+ 1) < N(¢).

Démonstration.
Soit t € {0,...,T —1}.

« D’aprés la question précédente : N(t +1) = a (1 — p(t)) N(¢).
o Or, dans cette question : a < 1.
« De plus, d’aprés 'énoncé : 0 < p(t) < 1. D'ou:0<1—p(t) < 1.
On en déduit : o (1 —p(t)) < 1. Ainsi :
a(l-=p@)N({) < N(t)

N(t”+ 1)

Vte{0,...,T —1}, N(t+1) < N(t)

b) Montrer que pour tout entier ¢t tel que 0 <t < 7T —1:
D(t+1)+ N(t+1) < D(t) + N(t)

Démonstration.
Soit t € {0,...,T — 1},
D’apres les questions 1.a) et 1.b) :

D(t+1)+N(t+1) = (D(t)+p(t)N(t)) + (1 —p(t)) N(t)
Or a < 1. On obtient donc : o (1 —p(¢)) N(t) < (1 —p(t)) N(¢).
Ainsi :
D(t+1)+N(t+1) < D(t)+p(t)N(t)+ (1 —p(t)) N(t)

= D(t) + (pht] + 1 — pkt]) N(1)
= D(t)+N(t)

Vte{0,...,T =1}, D(t+1)+ N(t+1) < D(t) + N(t).
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¢) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 0 < ¢t < 7T :

Démonstration.
Démontrons par récurrence que pour tout t € {0,..., T}, P(t) ou P(t): D(t)+N(t) < N(0).

» Initialisation :
D(0)+ N(0) = 0+ N(0) = N(0) < N(0).
D’ou P(0).
» Hérédité : Soit t € {0,...,T —1}.
Supposons P(t) et démontrons P(t + 1) (i.e. D(t +1)+ N(t+ 1) < N(0))
D(t+1)+N(t+1) < D(t)+ N(t) (d’apres la question 2.b))

< N(0) (par hypothése de récurrence)

Dot P(t 4 1).

Par principe de récurrence : Vt € {0,...,T}, D(t) + N(t) < N(0).

Commentaire

On pouvait sans doute obtenir la quasi-totalité des points alloués a cette question sans effectuer
proprement la récurrence. Cela donnerait la rédaction suivante.
Soit t € {0,...,T —1}.
o D’aprés la question précédente : D(t+ 1) + N(t +1) < D(t) + N ().
<

« En appliquant cette inégalité a t — 1, on obtient : D(t) + N(t) < D(t —1) + N(t — 1).

o Si on itére ce procédé, on en déduit :
D(t+1)+N(t+1) < D(t)+N(t) < D(t—1)+N(t—1) < --- < D(1)+N(1) < D(0)+N(0)

« Or, d’apreés I’énoncé, D(0) = N(0). D’ou : D(t) + N(t) < N(0).

I

d) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 0 <t < T, D(t) < N(0).

Démonstration.

Soit t € {0,...,T}.

D’aprés la question précédente : D(t) + N(t) < N(0).
Or N(t) est un entier naturel. En particulier : N(¢) > 0.
Ainsi : D(t) < D(t) + N(t) < N(0).

vt € {0,...,T}, D(t) < N(0)

e) On suppose que p(0) = 1.
(i) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 1 <t < T, N(t) =0.

Démonstration.
Démontrons pas récurrence que pour tout t € {1,..., T}, P(t) ou P(t): N(t) =0.
» Initialisation :

D’apres la question 1.b) : N(1) = a(1 —p(0)) N(0) = a(X—X¥)N(0) = 0.

D’ou P(1).
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» Hérédité : Soit t € {1,...,T —1}.

\.

Commentaire

Supposons P(t) et démontrons P(t + 1) (i.e. N(t + 1) = 0).

N(it+1) = a(l—p(t)N() (d’apres la question 1.b))
= a(l—p(t)x0 (par hypothese de récurrence)
=0

D'ott P(t + 1).

Par principe de récurrence : Vt € {1,...,T}, N(t) = 0.

Comme pour la question 2.c¢), on pouvait sans doute obtenir la quasi-totalité des points
alloués a cette question sans effectuer proprement la récurrence. Cela donnerait la rédaction
suivante.

Soit t € {0,...,T —1}.
« D’aprés la question 1.b) : N(t + 1) = a (1 —p(t)) N(t).
« En appliquant cette inégalité a ¢ — 1, on obtient : N(t) = a (1 —p(t — 1)) N(t — 1).

« Si on itére ce procédé, on en déduit :
N(t+1) = a(l—p(t) N(t)
= o®(1-p(t) (1 -p(t—1))N(t—1)

o (1 —p(t)) (1= p(t —1)) -+ (1 —p(0)) N(0)

e Or, d’aprés I’énoncé, p(0) = 1. D’ou : 1 — p(0) = 0.
Ainsi : N(t) = 0.

(ii) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 1 <t < T, D(t) = N(0).

Démonstration.
Démontrons par récurrence que pour tout ¢t € {1,..., T}, P(t) ou P(t): D(t) = N(0).

» Initialisation :

D’aprés la question 1.a) : D(1) = D(0)+p(0)N(0) = 0+1x N(0) = N(0).
D’ou P(1).

» Hérédité : Soit ¢ € {1,...,T —1}.

Supposons P(t) et démontrons P(t + 1) (i.e. D(t + 1) = N(0)).
D(t+1) = D(t)+p(t) N(t) (d’aprés la question 1.a))
_ (d’apres la question 2.e) (i),
= D(t) + pty<x0 cart>1)

= N(0) (par hypothése de récurrence)

Dot P(t +1).

Par principe de récurrence : vt € {1,...,T}, D(t) = N(0).
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74i) En déduire que si a < 1, la meilleure stratégie adaptée a la saison est que les ceufs
i1i) En dédui ia<1,1 ill tratégie adaptée a 1 i t les N(0 f
produits & la date 0 entrent en diapause immédiatement.

Démonstration.

« D’aprés I’énoncé, la stratégie optimale est la stratégie qui maximise le nombre d’ceufs en
diapause accumulés jusqu’a la date T' (date de fin de saison).

e Sia <1, d’aprés la question 2.d) : D(t) < N(0).

« Or, d’aprés la question 2.e)(ii), si p(0) = 1, alors D(t) = N(0).
Le nombre d’ceufs en diapause a chaque instant ¢ € {1,...,T} est donc maximal si p(0) = 1,
c’est-a-dire si la proportion d’ceufs entrant en diapause a I'instant 0 parmi les N(0) vaut 1.

Autrement dit, la stratégie optimale est que les N(0) ceufs produits a la date 0
entrent en diapause immédiatement. 0

3. On suppose désormais a > 1 jusqu’a la fin du probléme.
On introduit maintenant 7 une variable aléatoire a valeurs dans {1,2,...,7T'} qui représente la date
ou s’achéve la saison. On suppose que pour tout ¢t € {1,2,..., T}, P([r =¢]) > 0.
a) Montrer que pour tout t € {1,2,...,T}, P([r > t]) > 0. On définit alors H(t) = Py ([ = 1]).

Démonstration.

Soit t € {1,...,T}.

Tout d’abord : [T =t] C [t > t]. Donc : P([r = t]) < P([r > t]).
Or, d’aprés I’énonceé : P([1 =

O
]P) —
b) Montrer que : H(t) = PEE i;
Démonstration.
Soit t € {1,...,T}.
H(t) = Ppey(r =1])
_ P(r=tn[r=t])
a P([r > t])
P([r =)
= = >
P> 1) (car [T=t] C[r >1])
P([r =]
Vit 1,...,7T}, H(t) =
e{ ) ) }7 ( ) ]P)([T t D
¢) Montrer que : H(T) = 1.
Démonstration.
La v.a.r. 7 est & valeurs dans {1,...,7T}. En particulier, 7 ne prend pas de valeurs strictement
supérieures & 7. Donc : [t > T = [t =T.
P(lr=T]) _ P==T])
D’ou : H(t) = = = 1.
O = BT T Ble=TD
Ainsi : H(T) = 1. =
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d) Calculer H(t) pour t € {1,2,...,T} si 7 suit une loi uniforme sur {1,2,...,7}.

Démonstration.
« Comme 7 — U([1,T7]), alors :
x 7(Q) =[1,T].
1
x Vt e [1,T], P([r =t]) = T
T
[r>2t] = U [r=k
k=t
De plus, les événements [T =], ..., [T = T] sont incompatibles. Donc :
T I 1 T—t+1
Plr>f) = SP(r=H) = ¥ 7 = —a—
k=t k=t
e On en déduit : .
P([r =¢]) 7 1
H(t) = = =
®) P([r>t B T—-t+1
Ve {l,..., T}, H(t) = —
e T —t+1 0
e) (i) Soient T réels A1, Ao, ..., A tels que 0 < A\ < A9 < --- < Ap = 1. Par convention, on pose

Ao =0. Soient g1 = A1, g = A9 — A1, ..., g7 = Ap — Ap_1.
Montrer que (g;)1<i<r définit une loi de probabilité sur {1,2,...,T}.

Démonstration.
e Soit i € [1,T7].
D’apreés I'énoncé : A\; > \;_1. Donc ¢; = A\; — A1 > 0.

e De plus :
T T

0% = > (M=) = Ar—X =1-0=1
=1 =1

On en déduit que (g;);e, 7] définit une loi de probabilité.

O
(i) Calculer H(t) si 7 suit la loi précédente.
Démonstration.
o Sila v.ar. 7 suit la loi (¢;)iep 17, alors :
Vi e [1,T], P([r=t]) = ¢
e Soit t € [1,T]. Avec le méme raisonnement qu’en question 3.d) :
T T T
P(r=t) = X P(r=id) = Xa = > Ni—Aic1) = A=A
i=t i=t i=t
. P([r =t]) qt At — Ai—1
o Ainsi: H(t) = = = .
®) P([r > t]) AT — A1 AT — A1
di At — Ai—1
Vi e [L,T], H(t) = _
[L.7]. H() AT — A1 AT — Ap—1 O
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(i) On suppose que T > 2 et de plus que pour tout entier n tel que 1 < n < 7T —1, on a
A+l — An = Ay — A\p—1. Montrer que t — H(t) est croissante sur {1,2,...,T}.

Démonstration.
Soit t € [1,T — 1]. D’aprés la question 3.e) (i) :
At1 — A S At — A1

H(t+1)> H(t) YR vl W v

o On sait déja, d’aprés 'énoncé : Adgp1 — A\e = M — M1 = 0 (%).
e De plus :

1 1 (par stricte décroissance de la
2 — A AT — A o
AT — A T AT — M1 & AT =M S AT = A fonction inverse sur |0, +oc])

& A1 < N\

La derniére inégalité est vraie. Donc, par équivalence, la premiére également. On a donc :

1 1

> > 0
AT — Mt AT — Ai—1

« On multiplie cette inégalité et 'inégalité (x) membre & membre (ce qui ne change pas leurs
sens car les termes en présence sont positifs). On obtient alors :

At+1 — At S At — A1
PV D VR Ve VI
I I

H(t+1) H(t)

On en déduit que ¢t — H (t) est croissante sur {1,...,T'}. =

On suppose désormais que ¢t — H(t) est croissante. Le but est maintenant de trouver une
stratégie adéquate pour maximiser la quantité E(In(D(7))). On va commencer par regarder un
exemple simple.

4. On suppose ici que T' = 2, que H est donnée par H(1) = % et H(2) =1 et que a = 4.
a) (i) Déterminer P([r = 1]).
Démonstration. .
. T =
« D’apreés la question 3.b) : H(1) = PEL’ B Donc
P(r=1]) = HO)P(r 21]) = %P([T > 1))

« De plus, comme T'=2: 7(Q2) = {1, 2}.
On en déduit : [7 > 1] = Q. Donc :

e Ainsi: P([r=1]) = -P([r>1]) =
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(ii) Quelle est la loi de 77

Démonstration.

« D’apres les résultats de la question précédente : 7(2) = {1,2} et P([r =1]) =

N

o La famille ([r = 1], [r = 2]) est un systéme complet d’événements. Donc :

« On reconnait les caractéristiques d’une v.a.r. de loi uniforme sur {1, 2}.

T = U(]1,2])

b) Montrer que pour D(1) et N(1) donnés, D(2) est maximum pour p(1) = 1.

Démonstration.

« D’apres la question 1.a) : D(2) = D(1) + p(1)
Donc 'entier D(2) est maximal si D(1) + p(1)

(1).
(1) Dest.

e Or, si D(1) et N(1) sont fixés, alors D(1) + p(1) N(1) est maximal si p(1) lest.
e De plus : 0 < p(1) < 1. Donc p(1) est maximal lorsque p(1) = 1.

22

On en déduit que D(2) est maximal lorsque p(1) = 1.

¢) On suppose p(1) = 1. Montrer que :

1

E(In(D(r)) = % In ((4 — 3p(0)) N(0)) + 5 In (p(0) N (0))

Démonstration.

o La v.ar. 7 est une v.a.r. finie, donc la v.a.r. In(D(7)) I’est aussi.

Ainsi, la v.a.r. In(D(7)) admet une espérance.

« D’aprés le théoréme de transfert :

E(In(D(r)) = IWn(D(1))B([r = 1]) +n(D(2)) B([r = 2])
1

N —
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d) Construire le tableau de variations sur |0, 1] de la fonction ¢ définie par :

o(z) = % In ((4 - 32) N(0)) + % In (N(0) 2)

Démonstration.

« La fonction ¢ est dérivable sur ]0,1] en tant que composée et somme de fonctions dérivables
sur des intervalles adéquats. En effet, N(0) > 0, donc : N(0)z € |0, N(0)] et (4 —3x) N(0) €
[N(0),4N(0)[.

. Soit z € ]0,1].

oy L 1 —3N0) 1 NtO)
N PR R G

1 3,1y _1-3rtd4-3s
2\ 4-3z z) 2 x(4-32)

1 4-62 _ 2-3z

2 x(4—3z)  x(4—3x)
o Comme z €]0,1] : & >0 et 4 — 3z > 0. Donc :

V)20 & 2-3r>20 < 223z & - >=x

[SSR )

On obtient le tableau de variations suivant :

T 0

Wit
—_

Signe de ¢'(x) + 0 -

5)
Variations de ¢ / \

Détaillons les éléments de ce tableau :
x Tout d’abord : lim In ((4 — 3z) N(0)) =1In (4 N(0)). De plus : lim In (N(0)z) = —oo.
z—0 z—0

D’ou : ilg%) o(z) = —o0.

x Ensuite :

p(1) = 3 0 ((4=3x 1) N()) + 5 m(N(©0) x1) = 5 (N (0)) + 5 (N (0)) = n(N(0))

Commentaire |

On pouvait également essayer de simplifier I’expression de go(%) :

‘P@) - éln(<4—5’x§> N(0)>+;IH<N(O)X§)

In(2 N (0)) + é In @ N(O)) - % (ln(2 N(0)) +1In <§ N(O))>

| =

= 5 (n(2) + M(N(0) + In(2) ~ In(3) + In(N(0)))
1 2 N(0)
= In(N(0))+In(2) — = In(3) = In
\ 2 ( ﬁ ) 7 D
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e) Déterminer p*(0) qui maximise E(In(D(7))).

Démonstration.
D’aprés les questions 4.c) et 4.d) : E(In(D(7))) = ¢(p(0)).

2
Or, d’aprés la question 4.d), la fonction ¢ admet un unique maximum en —.

2
Donc E(In(D(7))) est maximal pour p*(0) = 3 B
Partie II - Transformation du probléme
Par convention, on conviendra que si h est une fonction numeérique définie sur {0,1,2,...,7},

on a .
>, h(t) =
=1
5. Montrer que pour tout ¢ € {0,1,2,...,T}, D(t) + N(t) > 0.
Démonstration.
Démontrons par récurrence que pour tout t € {0,..., T}, P(t) ou P(t) : D(t) + N(t) > 0.
» Initialisation :

D’aprés I’énoncé, N(0) est un entier naturel non nul. Donc : D(0) + N(0) = 0+ N(0) > 0.
D’ou P(0).

» Hérédité : Soit t € {0,..., T —1}.
Supposons P(t) et démontrons P(t + 1) (i.e. D(t+1) + N(t+1) > 0).
D(t+1)+N(t+1) = D(t)+p@)N(t)+al—p)N()
(p(t) + (1 = p(t))) N (2)
+ (p(t) + (1 = p(t)) — 1)N(2)
+ (1= p(t))(a - 1)N()
Or:
x par hypothése de récurrence : D(t) + N(t) > 0,
x 1—p(t) >0, car 0 < p(t) <1,
x a—1>0,car a>1,

x N(t) >0, car N(t) est un entier naturel.

On en déduit : D(t+ 1)+ N(t+1) > 0.
D’ott P(t 4+ 1).

Par principe de récurrence : vt € {0,...,T}, D(t) + N(t) > 0.

10
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On pose

6. Montrer que pour tout ¢t € {0,1,2,...,7 — 1} :

p(t) + (1 —p(t)) X(t)

D = 0+ a0 —p) + (- o)1 — () X

Démonstration.
Soit t € {0,..., T —1}.
D(t+1) D(t) + p(t) N(t)

s Drmepart s XEHL = B TNGT D © DO S o0 N ol p0) N

o D’autre part :
p(t) + (1 —p(t)) X (1)
p(t) +a(l=p() + (1 —a)(1 —p(t))X(t)

p(t) + (1= (1) i
D(t)

p(t) +a(l—pt)+ (1 —-a)(l- p(t))m
p®)(D(#®)+N () +(1—p(t))D(t)

D
(p(t)+a(1=p®))(D(t)+N (#))+(1—c) (1—p(t)) D(t)
D+vTF)

p-B(T) +p(t) N(t) + D(t) — p)-B(T)

(p(t) + (1 = p(t)) + (1 — a)(1 = p(1))) D(t) + p(t) N(t) + a(1 — p(t)) N (t)

Or :
p(t) +a(1—pt) +(1—a)(1-p(t) = p)(l=a—-(1—a)) +a+1l-—a = 1
D’ou :
p(t) + (1—p(t) X (1) _ D(t) +p(t) N(t) — X(t+1)
p(t) +a(l—p(t)+ (1 —a)A—pt)X(t)  D(t)+p(t)N(t)+a(l—p(t) N()
B - p(t) + (1 —p(t) X(¢)
vee{0,..., T —1}, X(t+1) = DT al-p) T -0 —p0) X0 -

7. Soit £ € [0, 1] fixé. Pour x € [0, 1], on pose :

x4+ (1—2)€
r+oa(l—z)+(1—-a)(l-2x)

Ye(z) =

a) Montrer que )¢ est croissante sur [0, 1].

Démonstration.

o La fonction ¢ est dérivable sur [0,1] en tant que quotient de fonctions dérivables sur [0, 1]
dont le dénominateur ne s’annule pas.
Démontrons que le dénominateur ne s’annule effectivement pas.
Soit = € [0, 1].

z+al-z)+(1-a)1l-2)¢ = l-a-(1-a)f)z+a+(l-a)f
= l-a)l-¢§r+a+(1—a)¢

11
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On en déduit :
r+al—-2)+(1—-a)(1—-2)E=0 & 1-a)l-8z+a+(1-a){=0

& (l—a)1-9r=—(a+(1-a)f)

__a+(1foz)§_oz+(1foz)§ »
Gyl a-ni-g (¢FVY

Or :
a+(1—a)é _ I+(a-1)+(1—-a)¢ _ I+ (a=1)(1=¢) > 1
(a—-1)(1-¢) (a—-1)(1-¢) (a—-1)(1-¢)
a+(l—-—a)é

De plus z € [0,1]. Donc x # —————.
O4) Done 27 14 i
Par équivalence, on en déduit bien : x + a(l — z) + (1 — a@)(1 — x) £ # 0, c’est-a-dire que le

dénominateur de 1)¢ ne s’annule pas sur [0, 1] si & # 1.
Soit x € [0,1]. Si&=1":

z+a(l-z)+(1-a)l-2) = z+(1l-z)(la+(l-a) = z+1-2z =1

Donc le dénominateur de 1 est toujours non nul sur [0, 1].

Commentaire

On détaille ici précisément la dérivabilité de 1)¢. Les correcteurs n’en attendaient sans
doute pas tant.

e Soit x S [0,1]

elz) = r+(1—2x)¢ _ 1-8z+¢
¢ sra(l-2)+(1-a)l-2)f (I-a)l-z+rat(l-a)f
Donc :
, 1-(Q-a)l-a+rat+(l-a)f) —(1-Ez+&)(1—a)(l—¢)
¢g($) =

(1—a)1=8z+a+(1—a)E)’
(A—oyt=er+ (1 - (a+(1-a)f) - (1—apt=1)z — (1 —a)(1 - )¢
(1—a)1=8z+a+(1—a)f)?
_ 1-8(a+ (1—a€— (1—a%)
(I—a)(1 =& z+a+t(l-a)f)’
a(l -¢)
(1—a) 1=z +a+(1—a)E)’

Ora>1>Oet1—£>Ocar§€[0,1].Donc:wé(x)>0.

On en déduit que ¢ est croissante sur [0, 1].

12
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Commentaire

On pouvait aussi démontrer la croissance de )¢ sur [0,1] en utilisant la définition de
la croissance.
« Soit = € [0,1]. On rappelle :

(1-8§z+¢

V@) = A A —fatat(—a)c

o Comme ¢ € [0,1], alors 1 — £ > 0.
Donc la fonction affine hy : x +— (1 — &) x + £ est croissante sur [0, 1].

e Comme o > 1, alors 1 — a < 0.
Donc la fonction affine hy : z — (1 —a)(1 — &) 2+ a+ (1 — a) £ est décroissante sur
I'intervalle [0, 1].
On démontre de plus :

Ve e [0,1], ho(z)=(1—-a)1—-&z+a+(1—a)§>0

(La démonstration est similaire a celle de « (1 —a)(1—&)z+a+(1—a)#0»)
« Soit (z,y) € [0,1]? tel que = < y. On obtient alors :

x par croissance de hy sur [0,1] : hi(z) < ha(z).

x par décroissance de hg sur [0,1] : ha(z) = ha(y).

De plus : ho(z) > ha(y) > 0.

Donc, par décroissance de la fonction inverse sur [0, +oo] :

On en déduit :

M) _ )

ha(z) = ha(y)

e(x) be(y)

(On conserve le sens de linégalité tous les réels en présence sont positifs)
Ainsi, on a bien démontré que la fonction )¢ est croissante sur [0, 1].

b) Calculer t¢(1).

Démonstration.
On applique la définition de ;¢ :

B 14+ (X -1)¢ _ 1 _
ve(l) = ltal -0+ (1-a)¥-2)¢ 1 :
Pe(1) =1
¢) (i) Calculer 9¢(0). On pose désormais A(§) = 1¢(0)
Démonstration.
On calcule :
B 0+ (1-0)¢ B §
Ve = i+ (000 ~ at(-a)
A©) = ve0) =

13



ECG4 14 novembre 2022
Mathématiques

(i) Montrer que pour tout ¢ € {0,1,2,..., 7 — 1}, A(X(t)) < X(t+1) < 1.
Démonstration.
Soit ¢ € {0,...,T —1}.
« D’aprés la question 6. : X(t + 1) = ¥x ) (p(t)).
o« D’aprés la question 7.a), la fonction )¢ est croissante sur [0, 1]. Donc :
Va € [0,1], ¥¢(0) < ve(w) < the(1)
o Or d’aprés la question 7.b), ¥¢(1) = 1, et d’aprés la question 7.¢) (), 1¢(0) = A(§). D’ou
Vo € [0,1], A(§) < ve(z) <1

« L’encadrement précédent est valable pour tout x € [0, 1] et pour tout £ € [0, 1].
On l'applique alors & x = p(t) € ]0,1] et £ = X (¢) € [0,1] (par définition de X (t)).
On obtient alors :

AX() < X(t+1) < 1

vte{0,..., T -1}, A(X(t) < X(t+1)<1

Commentaire \

On pouvait aussi utiliser la définition de X pour montrer que :

Vie [0, T —1], X(t+1)<1

En effet, soit t € [0,7 — 1] :

x d'une part, D(t+1) >0et N(t+1) > 0. Donc D(t+1) < D(t+1)+ N(t+1).
D(t+1)

D(t+1)+ N(t+1)

Finalement, on a bien : X (¢t +1) < 1. -

x d’autre part, X(t +1) =

(ii1) Montrer que & — A(&) est croissante sur [0, 1].

Démonstration.

&

at+(l—a)é

« La fonction A est dérivable sur [0,1] en tant que quotient de fonctions dérivables sur [0, 1]
dont le dénominateur ne s’annule pas (méme raisonnement qu’en question 7.a)).

« Soit £ € [0, 1]. (T — (]
AE) = ot () > 0

On en déduit que la fonction A est strictement croissante sur [0, 1].

« On rappelle que, d’aprés la question 7.¢)(3) : V¢ € [0, 1], A(¢) =

8. Justifier I’égalité de variables aléatoires :

by - DE DD D@ D)
D(r—1) D(r-—2) D(1) N(0)

Démonstration.

« Par récurrence : Vt € {1,...,T}, D(t) > 0.
De plus : N(0) > 0.

14
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« Par simplification de fractions :

Commentaire \

On peut démontrer proprement la propriété « Vi € {1,..., T}, D(t) > 0 par récurrence.
Elle n’était sans doute pas nécessaire ici puisque l'intitulé de la question commence par
un « justifier ».
Détaillons cependant cette récurrence ci-apres.
Démontrons par récurrence que pour tout ¢ € {1,..., T}, P(t) : D(¢t) > 0.
» Initialisation :
D’apreés la question 1.a), D(1) = p(0) N(0).
Or, d’apres I’énoncé, N(0) > 0 et p(0) > 0. Donc D(1) > 0.
D’ou P(1).
» Héreédité : Soit t € {1,...,T — 1}.
Supposons P(t) et démontrons P(t + 1) (i.e. D(t+ 1) > 0).
D’aprés la question 1.a) : D(t + 1) = D(¢t) + p(t) N(t).
Or:

x D(t) > 0 par hypothése de récurrence,

x p(t) > 0 d’aprés I’énoncé,
x N(t) = 0 car N(t) est un entier naturel.
Ainsi, on a bien : D(t+1) > 0.
Dot P(t + 1).
Par principe de récurrence : V¢t € {1,...,T}, D(t) > 0.

) O
On pose R(0) = In <]Z\D[E(1)§> et R(t) =1In <D(l§(—|t—)1)) pour 1 <t<7T—1.
9. a) Montrer que : B
E(In(D(r))) = In(N(0)) +E (R(O) 2 R(t))

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :
B D(1) D(r—1) D(2) D(1)

In(D(7)) = 1n<D(T—1).D(T—2) ''''' D(I)N(O)N(O)>

B D(T) D(r—1) D(2) D(1)
= In <D(T— 1)> +In (D(T — 2)> +---+In (D(l) +In (N(O)) + In(N(0))

_ :;1 In (Dg(;l» + R(0) + In(N(0))

3
|

_ 5 R(t) + R(0) + In(N(0))

-
Il
—

15
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« La v.ar. In(D(7)) admet une espérance en tant que variable aléatoire finie.
Par linéarité de I'espérance :

E(In(D(r))) = E <1n(N(0))) + R(0) + :;1 R(t)) = In(N(0)) +E (R[o) + :;1 R(t))
. =1
E(In(D(7))) = In(N(0)) +E <R(0) + > R(t))
t=1 O
~D(1) aX(1)
b) Montrer que : NO) " T+ (a-1)X{)
Démonstration.
On calcule :
aX(1) _ a % (par définition
+@-DXM ~ 14 (0-1) 50 de X (1))
aD(1)
_ DT _ a D(1)
- D(1)+£83’%)D(1)  DAT+N() + (a—X) D(1)
_ _abm «D(1) Cuesions 1.0
~ ND+aD) - pO)NO) +apONO) T
_ D(1) _ b@)
- (-pey + ) NO)  N(0)
D(1) aX(1)
NO) 1+ (a—1)X(1) O
D(t+1) aX(t+1)
¢) Montrer que : D) = X(t)(l+(a— l)X(t—i—l)) pour 1 <t T —1.
Démonstration.
Soit t € {1,..., T-—1}.
aX(t+1) _ « % (par définition
X1+ (a—1)X(t+1)) D(t?—i(-t])\f(t) (1 +(a— 1)%> de X(t+1))
B aD(t+1)(D(t) + N(t))
- D(#)(DE+T) + N(t+1) + (a— X) D(t + 1))
_ aD(t+1)(D(t) + N(t))
D(t)(a (1= p(t)) N(t) + a(D(t) + p(t) N(t)))
_ aD(t+1)(D(t) + N(t))
o D(t) (1 — pkt] + pkt]) N(¢) + D(t))
_ D(t+1) (DBH+NT()) _ D(t+1)
- DO(NB-DBE)  D(Y)
D(t+1) aX(t+1)
Vel T =1 = = XA+ (e — ) X+ 1) O
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Pour z et y deux réels strictement positifs, on pose u(z,y) = In(a)—In(z)+In(y) —In(1+(a—1)y).
d) Montrer que : R(0) = u(1, X(1)).

Démonstration.
Par définition de la fonction w :

u(1,X(1)) = In(e) — () +In(X(1)) —In (1 + (o — 1) X(1))

— In (1 - (Z)—((ll))X(l)) — In (ff%;) (dapres la question 9.b))

= R(0)

R(0) = u(1, X (1))

e) Montrer que : R(t) = u(X(t), X (t+1)) pour 1 <t < T — 1.

Démonstration.
Soit t € {1,...,T —1}.

uw(X(t),X(t+1) = In(a)—In(X@®)+In(X(E+1)—In(1+ (a—1)X(t+1))

W aX(t+1)
B X1+ (@—1)X(t+1))

. D(t+1)> (d’apres la
D) question 9.c))
= R(t)
vt € {1, 1}, R(t) = w(X(t), X(t +1)) 0

f) Conclure que :

B((D(r) = W(NO) +  (u(1, X(1) + T u(X (0. X+ 1))
Démonstration. On utilise les questions précédentes :

B(n(D() = w(v©)+E (R0 + ¥ A0) o 5:0)

(d’apres les questions

= ln(N(O))+E<U( X(1) + Z;: u(X (1), (H‘l))) 9.d) et 9.¢))

B(1n(D(7)) = (N (0) + E (u(L, X(1) + T u(X(0),X(1+ 1)) §

On voit donc que maximiser E(ln T))) revient & choisir, & chaque date t telle que 1 <t < 7—-1, la
valeur X (t+ 1) vérifiant la contrainte A(X (t)) < X(¢t+1) < 1 de fagon a rendre maximale I’expression

B (u(1, X(1) + T u(x(0), X(t+ 1)

17
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Partie III - Programmation dynamique

On expose dans cette partie les deux premiéres étapes de la méthode de la programmation dynamique
pour résoudre le probléme.

10. Soit B un événement. On note 1 g la variable aléatoire telle que

1 siwe B
Lp(w) = {O sinon

a) Déterminer la loi de 1p.

Démonstration.

« Par définition de 1p, cette v.a.r. ne prend comme valeur que 0 ou 1.

15(2) ={0,1}

« Soit w € .
we[lp=1] & 1p(w)=1 & weB

Dou: [1p =1] = B. Ainsi : P([1p = 1]) = P(B).
On en déduit : 15 — B (P(B)).

Commentaire \

Les variables aléatoires indicatrices sont des variables aléatoires réguliérement mani-
pulées dans les sujets de concours. Il faut savoir déterminer leur loi.

Il peut aussi étre utile de savoir démontrer les propriétés :

x Ipnc =1p x 1 (c’est Pobjet de la question suivante),

x 1p+ 15 =1 (démontré en question 10.c)(ii)). .

b) Soient B et C' deux événements. Montrer 1’égalité de variables aléatoires : 1pnc = 1p x 1¢.

Démonstration.
Soit w € Q. Deux cas se présentent.

e Siwe BNC, alors :

x par définition de 1pn¢ : 1pno(w) = 1,
x comme w € BNC, alorsw € BETw € C.
Donc, par définition de 1p et 1¢ : 1p(w) =1 ET 1¢o(w) = 1.
Dou: 1p(w) x1lgw)=1x1=1.
On en déduit : 1pno(w) =1 =1p(w) X Le(w).
» Siw e BNC=BUC, alors :
x par définition de 1pn¢ : 1pno(w) = 0.
« comme w € BUC, alors : w € B0OUw € C.
Donc, par définition de 1p et 1¢ : 1p(w) =0 0U 1¢o(w) = 0.
D’ou : 1p(w) x 1g(w) = 0.
On en déduit : 1pno(w) =0 =1pw) - Lo(w).
Finalement : Yw € Q, I1pno(w) = 1p(w) x 1o(w).

Ipnc =1 x1¢
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\.

Commentaire |

L’énoncé original demandait de démontrer I'égalité « 1gnc = 1p - 1o » plutét que

«lIpnc =1 x 1o ».

Il s’agit ici d’un léger abus puisque :

x la notation - correspond a la multiplication par un scalaire (appelée multiplication
externe). On écrit par exemple : A - M pour A € R et une matrice M € .#,(R), ou
encore A - X pour A € R et une v.a.r. X.

x la notation x correspond a la multiplication entre deux objets mathématiques de
méme nature (appelée multiplication interne). On écrit par exemple : M x N pour
deux matrices (M, N) € (.#,(R))?, ou encore X x Y pour deux v.a.r. X et Y.

Ici, 1p et 1 sont toutes les deux des variables aléatoires. La notation standard pour
la multiplication est donc 1p X 1¢.

7 D

¢) On suppose que 0 < P(B) < 1. Si Y est une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs,
on définit la variable aléatoire notée Ep(Y') par :

P(lB)E(Y]lB)]lB—l-l]E(Y]lB)]lB

Ep(Y) = P(B)

ou B désigne I’événement contraire de B.

\
Explicitons l'objet Eg(Y).

« Tout d’abord, le réel ———E(Y 1p) peut s’interpréter comme la valeur moyenne de Y

P(B)
quand I’événement B est réalisé.

1
De méme, le réel ——=-E(Y 13) peut s’interpréter comme la valeur moyenne de Y quand

P(B)

I'événement B est réalisé.

De plus, par définition des variables aléatoires indicatrices 1p et 15, on obtient :

—BE(Y]lB) siw€ B
Yw e Q, (Ep(Y))(w) =
— E(Y13) siweB

Cette présentation avec accolades permet de repérer facilement que la v.a.r. Eg(Y) ne
peut prendre que deux valeurs (d’une part, la valeur moyenne de Y quand B est réalisé;
d’autre part, celle de Y quand B est réalisé).

L’énoncé choisit ici une notation plus condensée avec des v.a.r. indicatrices. Cela permet
une plus grande aisance dans les démonstrations des propriétés sur Eg(Y) (comme on
peut le constater dans les questions suivantes).

On insiste enfin sur le fait que I'objet Eg(Y') est bien une variable aléatoire (comme le
précise 1’énoncé), et non un réel (comme peut le laisser croire la notation E).
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(i) Soient Y et Z deux variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs. Montrer que :

Eg(Y +7Z) = Ep(Y)+Ep(2)

Démonstration.

e SiY et Z sont des v.a.r. finies, alors Y 4+ Z est aussi une v.a.r. finie.
Donc Ep(Y + Z) est bien définie.

« Par définition de Ep(Y) :
Eg(Y + 2)

= —— E((Y+2)1p) 15+ E((Y +2)15) 15

1
P(B)
7E(Y]IB—|—Z]IB) 13+WB)E(Y]IB+Z]IB) ]lB
——(E(Y 1p) + E(Z 1)) ]IB+P(1§)(E(Y]IB +E(Z13)) 15
E(Z1p)1p+

= ]P)iE(Y]lB)]IB—i- E(Y]lg)]l*

P(B) P(B)

= Ep(Y)+Ep(2)

Eg(Y +Z2)=Ep(Y)+Egr(2)

(it) Montrer que : E(Ep(Y)) = E(Y).

Démonstration.

« D’apres la question 10.a), les v.a.r. 1p et 15 sont des v.a.r. finies.

Donc Ep(Y) est une v.a.r. finie en tant que combinaison linéaire de v.a.r. finies.

Ainsi la v.a.r. E(Y) admet une espérance.

o Par linéarité de I'espérance :

E(Ep(Y)) = E <1 E(Y1p)1p+ 5 = E(Y 1) 113)
1

Or, d’aprés la question 10.a), 1p < B(P(B)) et 15 — B (P(B)).
On en déduit : E(15) = P(B) et E(13) = P(B). Dot :

E(Ey(Y)) =

/@7 E(Y 1p) M+/ng Y]IB)M
= EY )+E(Y]IB) = E(Y]IB—FY]IB)
= ( ]lB+]l )

o Montrons la relation : 1p + 15 = 1.
Soit w € Q. Deux cas se présentent :

x siw € B, alors : 1g(w) = 1.

Comme de plus BN B = @, alors w ¢ B. Donc : 15(w) = 0.
Dou: 1p(w)+1zw)=14+0=1.

20



ECG4 14 novembre 2022
Mathématiques

x siw € B, alors : 15(w) = 1.

Avec le méme raisonnement que précédemment : 1g(w) = 0.
Dou: 1p(w)+1zw)=0+1=1.

Finalement : Vw € Q, 1g(w) + 15(w) = 1. Donc : 1+ 15 = 1 (ou 1 désigne la variable
aléatoire certaine égalé a 1).

e On en déduit : E(Ep(Y)) =E(Y(1p+13)) =E(Y x 1) = E(Y).

E(Eg(Y)) = E(Y)

(iit) Montrer que : Eg(Y 1) =Ep(Y)1p.

Démonstration.

o D’une part :

Ep(Y1p) = P(lB)IE((Y]IB)]IB)]IB+P(lB)IE((Y]lB)]lB)]lB
= B B o) et B L)ty T
- P(lmE(Y]lB)]lB—kP(lB)E(Y]lg)]lB

Or, par définition d’une variable aléatoire indicatrice : 15 = 0 (ou 0 désigne la variable
aléatoire certaine égale a 0).

Ainsi : EB(Y ]lB) = IP)(lB)E(Y ]lB) ]lB.

« D’autre part :

Eo(V) = (g B0V 1) 1o + 5 B0V L5) 1) 1

- P(lmﬂ«:(y 1) 1pnp + [P(lé)E(Y 15)1pn5

= Fpy B0 e et BT L

= Ep(Y1p)

Ep(Y1g) =Ep(Y)1p .

11. On suppose dans cette question que, quand 'événement [ = T est réalisé, X (1), ..., X(T — 1)
sont connus. Comme on ’a vu précédemment, si on pose z = X (T — 1), le meilleur choix a faire est
alors de prendre pour X(7) la valeur y*(x,T — 1) € [A(z), 1] qui maximise u(x,y).

a) Montrer que : y*(z, T — 1) = 1.

Démonstration.

« On cherche a maximiser la fonction f : y — u(x,y) sur |0, 1].
La fonction f est dérivable sur ]0,1] en tant que somme et composée de fonctions dérivables
sur des intervalles adéquats. En effet : 1 4+ (o — 1)y € |1, a].
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« Soit y € 10, 1].

f/(y)—l a—1 1+M—M_ 1

Ty 1+(a-ly  y@+(a-1y) Y1+ (a—1)y)

Or a—1>0, car @ > 1. De plus y > 0. Donc f'(y) > 0.
On obtient le tableau de variations suivant :

Y 0 1

Signe de f'(y) +

f()

Variations de f

—00

Donc f atteint son unique maximum pour y = 1.

Autrement dit : y*(z, T — 1) = 1.

Commentaire

L’énoncé de cette question 11. comporte une confusion entre les objets « réel » et « fonction ».
En effet, I’énoncé parle de « maximiser u(z,y) ». Cependant u(z,y) est un réel et « maximiser
un réel » n’a pas de sens. Il fallait ici comprendre « maximiser la fonction y — u(x,y) ».

b) Montrer que : u(z,1) = —In(x).

Démonstration.
On calcule :
uw(z,1) = In(a)—In(z)+ (A —In(1+ (e —1) x 1)
= In(a) —In(z) —In(¥ + o — ¥)
— Inke] — In(a) — Inée]
= —In(x)
u(z,1) = —In(z) -
12. On suppose maintenant que, quand ’événement [T > T — 1] est réalisé, les réels X (1), ..., X(T'—2)
sont connus.
7—1
La stratégie reste donc de choisir X (7—1) et X (7") de fagon & maximiser E < > u(X(t), X(t+ 1))> .
t=T—2

La variable aléatoire 7 prend les deux valeurs T'— 1 et 1" avec les probabilités respectives

Posra([r=T-1]) et Ppory([r=T])
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a) Montrer que :
T—1

Loy ; , w(X(8), X(t+1)) = Tporqw(X(T = 2), X(T = 1)) + L=y u(X(T' = 1), X(T))
t=T—

Démonstration.
Soit w € Q. Deux cas se présentent.

Comme la v.a.r. 7 est & valeurs dans {1,...,T}, deux cas se présentent :
x soit w € [T =T — 1]. Dans ce cas : 1j;_p)(w) = 0.
Deplus:we[r=T-1] & 7(w)=T — 1. Donc, d’une part :

(w)—1 (T—-1)—1
(Z U(X(t),X(Hl))) Lporg(w) = ( > U(X(t)aX(Hl)))Xl

t=T-2 t=T-2
T—2
= 2 u(X(),X(t+1))
t=T—2
= u(X(T-2),X(T-1))
D’autre part :

w(X(T —2), X(T = 1)) Lpzr—q)(w) + w(X(T = 1), X(T)) 17—} (w)

— u(X(T = 2), X(T = 1)) x 1+ (X (T~ WX R0
= wX(T-2),X(T-1))
On en déduit :

7(w)—1
( > U(X(t%X(tJrl))) Lrsro)(w)

= uw(X(T =2), X(T = 1)) U por—yj(w) + w(X(T = 1), X(T)) Ljr—q(w)

x soit w € [T =T]. Dans ce cas : 1j,_(w) = 1.
Deplus:we [r=T] & 7(w)=T. Donc, d'une part :

T(w)—1 _
( 2. w(X(), X(t+ 1))) Ipsroy(w) = ( Tzl u(X(8), X(t + 1))) x1
t=T-2 t=T-2

= wW(XT-2),X(T-1)+uwX(T-1),X(T))
D’autre part :

u(X(T = 2), X(T = 1)) Ljpop_q)(w) + w(X(T = 1), X(T)) Ljp—1}(w)
= u(X(T-2),X(T—-1)x1+uX(T-1),X(T)) x1
= u(X(T—-2),X(T—-1)+uX(T-1),X(T))
On en déduit :

T(w)—1
( 2 U(X(t),X(tJrl))) Lrsro1)(w)

= uw(X(T=2), X(T = 1)) Ljpor—qj(w) + w(X(T = 1), X(T)) L=y (w)
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e Soit w € [r > T —1]. Comme la v.a.r. 7 est a valeurs entiéres :
r>T—-1 = [r<T-1 = [r<T-2
Doncw ¢ [r>T —1]et w¢ [r=T]. Ainsi : Tj;op_y)(w) =0 et Tj—g(w) = 0.
On a donc bien :

T(w)—1
( 2 U(X(t)zX(tJrl))) Iz (w)

0
I

w(X(T —2), X(T = 1)) Lpzr—q)(w) + w(X(T = 1), X(T)) 17— (w)

Finalement, pour tout w € € :
T(w)—1
> uw(X(t), X(t+1)) | Lisrqy(w)

= uw(X(T =2), X(T = 1)) Upor—yj(w) + u(X(T = 1), X(T)) =1y (w)

7—1

Ljor—q t:;J w(X (), X(t+1) = Ljp_gu(X(T —2),X(T = 1)) + L u(X(T - 1), X(T)).

Commentaire

Avec un peu plus d’aisance sur les variables aléatoires indicatrices, on pouvait utiliser le résultat
suivant :
pour tous événements B et C incompatibles, 1gyc =15 + 1¢ (%)

On obtient la rédaction qui suit.
— Tout d’abord : [t > T —1]=[r=T-1U[r =T].
De plus, ces deux événements sont incompatibles. Donc : 1j;>p_1) = Ljr—r_1) + L[jr=1).

— On en déduit les égalités entre variables aléatoires suivantes :

(:; u(X(0), X(t+ 1>>> T

= (t S u(X(t), X (t + 1))) (Lpr=r—1) + Ljr=1y)

T7—1

= (tT—l u(X(t),X(t+1))> n[T_T_qu( > u(X(t),X(H—l))) Ly

t=T-2

(T—1)—1 T
= ( u<X<t>,X<t+1>>)n[TT_u+< ) u<X<t>,X<t+1>>> Loy

t=T-2
(X (T~ 2), X(T D) Loy + ((X(T — 2), X(T — 1)) + u(X(T ~ 1), X(T))) 1y_
= w(X(T =2), X(T = 1)) (Ljp=r—y) + Ury) + u(X (T = 1), X(T)) Lpy

= U(X(T - 2)7 X(T - 1)) ]]'[T>T71} + U(X(T - 1)7 X(T)) ]l[T:T]
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Commentaire \

Démontrons maintenant le résultat (x).
Soit w € Q. Deux cas se présentent :
x siw e BUC, alors 1pyc(w) = 1.

De plus, siw e BUC, alorsw € BOUw € C.

— Siw € B, alors w ¢ C car les événements B et C' sont incompatibles.
Dou 1p(w)=1et 1o(w) =0.
Ainsi : 1p(w) +1o(w) =1+0=1.

— Siw € C, alors w ¢ B car les événements B et C' sont incompatibles.
D'ou 1p(w)=0et 1o(w) = 1.
Ainsi : 1p(w) +1o(w) =0+1=1.

Finalement, si w € BUC, alors : 1 c(w) =1 =1p(w) + Lo(w).

x siw € BUC = BNC, alors 1gyc(w) = 0.

De plus, siw € BNC, alors w € BET w € C. Donc : 1g(w) =0 ET 1g(w) = 0.
Dot : 1puc(w) =0=1p(w) + Lo(w).

Finalement : Vw € Q, 1puc(w) = 1p(w) + Lo(w).

Ainsi : 1gyc =15+ 1¢.

) O
b) Montrer que :
T—1
]l[TZT—l] E[TZT—l] Z ’U,(X(t), X(t + 1))
t=T—2
= E[T}T—l} (U(X(T -2),X(T'-1))- ]l[T>T—1] +u(X(T - 1), X(T)) - ]l[T:T]>
Démonstration. )
Onnote Y = > w(X(),X(t+1)etB=[r>T-1].
t=T—2
D’apres la question 10.c¢)(%it) :
7—1
Eprsr_1 ( > u(X(8), X(t+ 1))) Lsroy = Ep(Y)lp = Ep(Y1p) = Ep(lpY)
t=T—2
T—1
= E[TZT—].] (1[7'27_'—1] Z ’U,(X(t), X(t + 1)))
{=T—2
Ainsi, d’aprés la question 12.a) :
T—1
Eprsr- ( > u(X(8), X(t+ 1))) Ljror-1
t=T—2
= Epory (@(X(T = 2), X(T = 1) - Lppogyy + u(X (T = 1), X(T)) - 1)) -
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¢) Montrer que :

Eprag—1) (Mo (X (T = 2), X(T = 1)) + Ty u(X (T = 1), X(T))
= w(X(T=2), X(T = 1) Loy + 5

Démonstration.
« D’apreés la question 10.¢) (i) :
E[T>T—1] (U(X(T —2),X(T-1)) ]l[T;T—l] +u(X(T - 1), X(T)) ]l[r:T})
= Epor_y (w(X(T—2),X(T - 1)) Lpor_q)) + Epsr_qy (w(X(T = 1), X(T)) Ljy=p))

o Déterminons Ej>p_q (u(X(T —-2),X(T-1)) ]1[T>T,1}).
Tout d’abord, d’aprés la question 10.c¢) (i) :

E[T}T—I] (U(X(T —2),X(T-1)) 1[T>T—l]) = E[T>T—1] (U(X(T -2), X(T - 1))) ]l[TZT—l]

Notons que A = u(X (T —2), X (T — 1)) est un réel (et non une v.a.r. ) et rappelons que
Ljrsr_y) = B(P([r = T —1])). On en déduit, d’aprés la définition donnée au 10.c) :

Eprsro1)(w(X(T = 2), X(T' = 1)) = Epsr_q)(A)

1 1
- m E(A 1[T>T—1]) l[‘r}T—l} + P(m) E()‘]l[rzT—l]) ]l[T>T—1]
= AE(]l >7-1) Lprzro1) + S — E(1 )1
]P)([T > T — 1]) [T>T-1] [r>T—-1] ]P)([’T 2 T — 1]) [T}T—l] [T}T—l]
A A
= WWH[T}T_”+WP£ J;/é *1]) ]]_m

— A (]l[T>T_1] + 1m> — Ax1
= u(X(T—-2),X(T-1))
D’ou :
E[T>T—1] (U(X(T —2),X(T'-1)) ]l[r>T—1}) = w(X(T-2),X(T-1)) ]l[T>T—1]

o Déterminons Ep>r_q) (w(X (T — 1), X(T)) Ljr—1y).
On note p = u(X(T —1),X(T)) € R.
Par définition de E;>7_q (,u ]l[T:T}) et toujours d’aprés 10.c) :
Ersr-1) (0 1pr—)
1

= m]}z (,Uf ]].[TZT] X ]l[TQT*l]) ]]-[T>T71} + WE (,u ]l[.,-:T} X ]1[7_2,11_1}) ]1[7_>T_1]

Or, d’aprés la question 10.b) :
x Lpoq) X Upopoq) = Lp=mpsr—1) = Lp=pycar [r=T|C[r 2T —1].

x Vo) X U=y = L=y X Lpcr1) = Lp=minfr<r—) = 1o = 0.
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Donc : 1
Erzry) (Wlp=n)) = ps 7o E #lr=n) Tisr—
1
= P([r>T — 1)) E (H[T:T}) Lrzr-y
= Pl = T)) Loy
P(fr>T-1]) et
_ Pr=T) L xer—1), x)1
= P([T 2 T_ 1]) ) [T}T—l]
On en déduit : Eprsro1) (Lprsr—1 w(X(T —2), X(T — 1)) + Lo u(X (T — 1), X(T)))
P([r =1T1))
= u(X(T-2),X(T - 1)) Ljpop_y + P > T 1) u(X(T —1),X(T)) ]1[72[:_1]
d) On suppose que X (T — 1) est donné.
(i) Montrer que le meilleur choix pour X (T) est 1.
Démonstration.
Comme [T > T — 1] est réalisé, X (1), ..., X(T — 2) sont connus.
On suppose de plus ici que X (T — 1) est connu.
D’aprés la question 11., si X(1), ..., X(T' — 1) sont connus, alors le meilleur choix pour X (7)

est y*(X(T'—1),T —1).

D’aprés la question 11.a), on en déduit que le meilleur choix pour X (7') est 1.

Commentaire \

Ce résultat est parfaitement logique dans le contexte de la diapause. En effet, on
rappelle que 'objectif est de maximiser le nombre d’ceufs en diapause accumulés a la
fin de la saison.

Si la fin de la saison a lieu & linstant T, alors tous les organismes sauf ceux en
diapause meurent aprés cet instant T'. La meilleure stratégie a cet instant est donc
que tous les ceufs pondus a l'instant (7' — 1) entrent en diapause pour ne pas mourir.
Autrement dit la proportion d’ceufs entrant en diapause a 'instant 7" doit étre égale a

1, ce qui se traduit par : X(T) = 1.
. )0

(ii) Montrer que pour un tel choix w(X (7T — 1), X (7)) = —In(X (T — 1)).

Démonstration.
Si X(T') =1, alors, d’aprés la question 11.b) :

WX(T—1),X(T)) = w(X(T —1),1) = —In(X(T — 1))

Pour X(T) =1, w(X(T - 1),X(T)) = —In(X(T - 1))
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e) Montrer que : Pi.>p_qy([r =T]) =1 - H(T - 1).
Démonstration.
e D’une part, comme [r=T]C [t >T —1]:

P(r>T-1nlr=T)  P(r=
P(fr>T—1)) - P(r>T-1))

Prory([r=T)) =

« D’autre part, par définition de H (question 3.a) :
1-H(T-1) = 1- IP’[@T,H([T =T-1)) = ]P’[@T,l]([T =T-1))

P(r>T—1n[r£T —1])
P([r>T —1])

= Pror_y(r#T-1]) =

B(|r = 7))
B(fr > T - 1))

Finalement : Ppop_y([r =T]) =1 H(T - 1).

On veut maintenant choisir la stratégie optimale & la date T — 2.

f) Montrer qu’on doit choisir pour X (7" — 1) la valeur y*(X (T —2),T —2) € [A(X(T —2)), 1] de telle
sorte que
¢(y) = w(X(T—-2),y) =1 - H(T 1)) In(y)

soit maximal.

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé du début de la question 12., on souhaite choisir le réel X (7" — 1) qui rend maximal

E ( S w(X(8), X(t+ 1))).
t

=T—-2
T—1
e Onmnote Y = > w(X(t),X(t+1)) et B=[r>T—1]. On obtient :
t=T-2
E(Y) = E(Y(1p+13)) (car lp+15=1)

= EY1p)+E(Y1p) (par linéarité de l’espérance)
o Or, comme 7 est & valeurs entiéres :
[r>T—-1] = [tr<T—-1] = [t<T -2

On en déduit que, si 'événement [7 > T — 1] est réalisé, alors I’ensemble d’indices de la somme
7—1
> u(X(t), X(t+ 1)) est vide.

t=T-2

T—1
Ainsi, d’aprés 'énoncé : Y1z = ( >oow(X(t), X(t+ 1))) ls7=— = 0.
t=T—2 -
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e On en déduit :

E<t§ u(X(t),X(tJrl))) = E(Y1p) = E(EB(Y]IB)) (dapres 10.¢) (i)

t=T—

= E(Ep(Y)1s) = E( (S u(X(0), X(t+ 1) %Tu)

Egror 1y (0(X (T = 2), X(T = 1) Loz 1) + u(X(T = 1), X(T)) p17 ) ) (d'apres 12.b))

= E <u(X(T —2), X(T — 1)) Uppap_y) + WX (T - 1), X(T)) ]1[@“]) (dapres 12.¢))

- E(u(X(T —2), X(T = 1) Lppsr_y + (1 — H(T — 1) u(X (T — 1), X(T)) ]1[7->T—1]) (dapres 12.¢))

De 14, par linéarité de 1’espérance :

E( b u(X(t),X(t+1))>
WX (T~ 2, X(T~ D)E (Lag_ ) + (L~ H(T — 1) u(X(T 1), X(T)) E (Lar_y)
= (u(X (T =2, X(T~ 1) + (1~ BT~ 1) u(X(T ~ 1), X(T)) ) E (L127-)

On rappelle que 1.>7_1) = B(P([r > T — 1])).
Donc E (1;>7_1)) = P([7 > T — 1]) est une constante strictement, positive.
Or, si A est un réel strictement positif, maximiser la fonction  — X f(x) est équivalent & maximiser
x — f(x).
7—1

On en déduit que maximiser E ( dooou(X (), X(t+ 1))> est équivalent & maximiser :
t=T—2

WX (T —2), X(T — 1)) + (1 — H(T — 1)) u(X(T — 1), X(T))

On rappelle maintenant que, dans cette partie, on suppose connus X (1), ..., X(T — 2) et que 'on
T—1
cherche a déterminer X (7' — 1) et X (7') maximisant E [ > u(X(t), X(t+1))
t=T—2

Dans cette question, on cherche plus particuliérement a déterminer X (7" — 1).

Or, d’apres la question 12.d)(3), si X(T' — 1) est connu, alors le meilleur choix pour X (7') est 1, peu
importe la valeur de X (T —1).

Pour déterminer le meilleur choix pour X (7' — 1), on fixe donc dés a présent X (7T') = 1.

On en déduit que 'on souhaite maximiser :

wX(T-2),X(T-1))+ (1 - H(T —-1) u(X(T -1),1)
Or, d’apres la question 12.d) (i) : w(X (T —1),1) = —In(X (T — 1)). On souhaite donc maximiser :

wWX(T—-2),X(T-1)-(1-H(T-1)) In(X(T—-1))
T—1
Ainsi, choisir X (7'—1) pour maximiser E [ Y~ u(X(t), X(¢t+ 1)) | revient & maximiser la fonction :
t=T-2
¢:y—u(X(T—-2),y)—(1—H(T —1)) In(y

Finalement, le meilleur choix pour X (7 — 1) est le réel maximisant
la fonction ¢ : y — w(X(T —2),y) — (1 — H(T — 1)) In(y).
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Commentaire \

Rappelons que l'idée générale de ce sujet est de déterminer les réels X (1), X (2), ..., X(T—1),
X(T) pour que E(In(D(7))) soit maximale.

Dans le contexte, on souhaite déterminer la proportion optimale d’ceufs en diapause & chaque
instant t € {1,...,T}.

On pourrait tout d’abord penser & déterminer dans l'ordre le réel X (1) optimal, puis X (2),
..., pour finir par X (7' — 1) et X(7T).

L’énoncé indique cependant qu’il traite de ’étude des deux premiéres étapes de la résolution
du probleme : « On expose dans cette partie les deux premiéres étapes de la méthode de la
programmation dynamique pour résoudre le probléme ». Donc les deux premiéres étapes de
résolution sont en fait ici, non pas la détermination de X (1) puis X (2), mais celle de X(7')
puis X(T' —1).

g) Calculer ¢'(y).

Démonstration.

o(y) = wX(T-2),y)—(1-H(T-1)) In(y)
( In(X(T-2)+In(y) —In(1+(a—1)y)— (1 — H(T —1)) In(y)
( (X(T-2)+H(T-1) In(y) —In(1+ (a—1)y)

= In(a)

= In(a) —In
On en déduit que la fonction ¢ est dérivable sur |0, 1] en tant que somme de fonctions dérivables
sur |0, 1].

o Soit Yy € ]O, 1]

¢/() — H(T_l)_ a—1 _ H(T—l)(l—i-(a—l)y)—(a—l)y
’ Yy 1+ (a-1)y y(1+(a—1)y)
HT-1)+(a—-1)(H(T-1) -1y

y(l—l—(a—l)y)

H(T -1+ (a—)(H(T -1)—1)y
y(1+(a—1)y) =

H(T —1) o1
(a—1)(1—-H(T-1) =

Vy €10,1], ¢/(y) =

h) Construire le tableau de variation de ¢ dans le cas

Démonstration.

o Avec le méme raisonnement qu’a la question 11.a) : y (1 + (a—1) y) > 0. Donc :

Py)20 & HT-1)+(a-1)HT-1)-1)y>0
s (a—-1)(H(T-1)-1)y>-H(T-1)
H(T —1)
(a—1)(H(T —1) —1)

& Yys -

En effet :
x a—1>0, car a > 1.
x 1—H(T —1) >0, car H(T — 1) est une probabilité, donc en particulier H(T — 1) < 1.
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b H(T 1) _ H(T — 1) .
De plus : (a—1)(H(T -1)-1) (a—nu—Hauqnl) '
H(T - 1)

(@ - 1)1 —H(T - 1))

P(y) =20 & y<

H(T -1
o Comme § = ( ) < 1, alors on obtient le tableau de variations suivant :
(a—1)(1-H(T-1))
Y 0 B 1
Signe de ¢'(y) + 0 -
o(B)
Variations de ¢
—0 o(1)

o Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord : lim In(1+ (a«—1)y) = In(1) = 0.
y—0

Deplus: HT —1)>0et liIr(lJ In(y) = —oc.
Y—
On en déduit : lim ¢(y) = —oo.
y—0

x Ensuite :

¢(1) = In(a) —In(X(T —2)) + H(T—H(T) — In(1 + (o — 1) x 1)

— k] — In(X(T - 2)) — k] ]
;) Construire le tableau d:e z;il;t(if)(n(j(;e_jil)ans le cas H(T —1) >
2 ) @00 —HT—1)
Démonstration.
Soit y € ]0,1].

H(T -1) _5
(-1 —-H(T-1) 7
Comme B > 1, avec les mémes calculs qu’en question 12.h), on obtient le tableau de variations
suivant :

On a toujours : ¢'(y) >0 & y <

Yy 0 1

Signe de ¢'(y) +

¢(1)

Variations de ¢

j) Donner la valeur de y*(X (T —2),T — 2).

Démonstration.
Deux cas se présentent :
x si B <1, alors d’aprés la question 12.h), la fonction ¢ atteint son maximum en /3.
H(T -1) H(T -1)
(o~ D1~ H(T - 1)) (a-D(1-HT-1))
x si B = 1, alors d’aprés la question 12.7), la fonction ¢ atteint son maximum en 1.

,,,,,, H(T-1) . -
(—1)(1 — H(T — 1)) > 1, alors y*(X(T —2), T —2) = 1. ;

< 1, alors y*(X(T —2),T — 2) =

Si
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