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DS2 (version B)

Exercice 1 (HEC 2017)
Pour tout n € N*, on note .#,(R) 'ensemble des matrices carrés a n lignes et n colonnes a coefficients
réels et B, 'ensemble des matrices de .#,(R) dont tous les coefficients sont égaux & 0 ou & 1.

1. Exzemple 1. Soit A la matrice de By définie par : A = <(1) (1))

a) Calculer la matrice A2

Démonstration.
A2:<0 1)(0 1>:I2. 0

1 0/\1 O

b) Quelles sont les valeurs propres de A7

Démonstration.

o D’aprés la question 1.a), A2 — I = 0.
On en déduit que le polynéme P(X) = X2 —1 = (X — 1)(X +1) est un polynéme annulateur
de A. Le polynéome P admet donc 1 et —1 comme racines.
Or, le spectre de A est inclus dans I’ensemble des racines de P.

Autrement dit : Sp(4) C {-1,1}.

« Vérifions que 1 est valeur propre de A.

det(A — I) = det ((‘11 _11>> —1-1=0

Ainsi, A — I n’est pas inversible. Donc 1 est valeur propre de A.

o Vérifions que —1 est valeur propre de A.

det(A + I) = det <G 1)) —1-1=0

Donc A + Is n’est pas inversible. Donc —1 est valeur propre de A.

Sp(A) = {~1,1}.

Commentaire \

« Etant en présence d’une matrice de .#5 (R), on privilégie ici I'utilisation du détermi-
nant. Cependant, on peut aussi rédiger a ’aide d’un calcul de rang. Par exemple :

rg(A—i—Ig)—rg(G 1)><2 car Ih = Lo

e Au vu de la premiére question, introduire un polynéme annulateur est un bon
réflexe. Cependant, on peut faire une démonstration directe.
Détaillons la. Soit A € R.

A€ Sp(A) < A — X I non inversible
o det(A—AI) =0

Y 1) =X —1=M\-1)(\+1).

Or : det(A — A]3) = det (< Y
On obtient bien : Sp(A) = {—1,1}.
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c) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
La matrice A est carrée d’ordre 2 et admet 2 valeurs propres distinctes.

Ainsi, la matrice A est diagonalisable.

O
010
2. Fxemple 2. Soit B la matrice de Bs définie par: B= |1 0 0.
0 0 1
On considére les instructions et la sortie Python suivantes :
1 B = np.matrix([[0,1,0], [1,0,0], [0,0,111)
2 P = np-ma-trix([[lglﬁo], [1,_110], [O>O>1]])
3 Q = np.linalg.inv(P)
4 D = np.dot(Q, np.dot(B, P))
In [1]: D
matrix( [ [1., 0., 0.,
Out 1] : [0., —1., 0.,
0., o, 1] ])
a) Déduire les valeurs propres de B de la séquence Python précédente.
Démonstration.
1 0 0 1 1 0
Notons D=0 -1 0)JetP=1|1 -1 0].
0 0 1 0 0 1
D’aprés la séquence Python, P~'BP = D, d'ou B = PDP~%.
Ainsi, B est semblable & une matrice diagonale.
Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont les coefficients diagonaux de D.
Sp(B) - {_17 1} ]

b)

Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de B.

Démonstration.

e Le programme Python précédent nous fournit la diagonalisation de la matrice B :

B=PDP!

0 0 1
de vecteurs propres de B. Plus précisément, pour tout i € [1,3], le ¢ vecteur de F est un
vecteur propre associé au coefficient diagonal d; ;.

e On en déduit :

1 1 0
E_1(B) D Vect (—1) et Ey(B) D Vect (1), (0)
0 0 1

1 1 0
La famille F = (1), (1), (0) constituée des colonnes de la matrice P est une base
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e Ainsi, dim(E_1(B)) > 1 et dim(E;1(B)) > 2.
Or, comme B est diagonalisable :

dim(E_1(B)) + dim(E (B)) = dim(.#1(R)) = 3

On en déduit : dim(E_1(B)) =1 et dim(E;(B)) = 2.

1 1 0
Ainsi : E_1(B) = Vect (—1) et Ey(B)= Vect (1), (0)
0 0 1

Commentaire \

o On aurait aussi pu déterminer ces deux sous-espaces propres « a la main ».

x
« Détaillons la méthode. Soit X = (y) € M31(R).

z

XeFE (B < (

oy
+
ey
S
I
e

T + Yy = 0
= z + vy =0
L 22 =0
x = —y
=
z = 0

Ainsi :

E.(B) = {X= (5) € M51(R) | X € E_1(B)}

z

= {(z)\x:—y ET z =0}
-y
= {(y)lyGR}
0
1 1
- {y-(1)|y€R}:Vect (1)
0 0

-1
La famille ( 1 ) est donc :
0

x génératrice de E_1(B),
x libre car constituée d’un unique vecteur non nul.
C’est donc une base de E_(B).

1 0
« De méme, on démontre : E1(B) = Vect (1), (0)
0 1
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3. a)

b)

Combien existe-t-il de matrices appartenant & B, ?

Démonstration.
Une matrice M de B,, est une matrice de ., (R) dont chaque coefficient vaut soit 0 soit 1.
Une telle matrice est entiérement déterminée par :

x le choix du coefficient mq1 : 2 possibilités.
X ..
% le choix du coefficient my, : 2 possibilités.

x le choix du coefficient moq : 2 possibilités.
x le choix du coefficient ms,, : 2 possibilités.

x le choix du coefficient m,,; : 2 possibilités.
X e
x le choix du coefficient m,,,, : 2 possibilités.

Il y a donc 27" telles matrices.

2

On en déduit : Card(B,,) = 2"".

O

Combien existe-t-il de matrices de B,, dont chaque ligne et chaque colonne comporte exactement
un coefficient égal & 17

Démonstration.
Une matrice M de B, dont chaque ligne et chaque colonne comporte exactement un coefficient
égal & 1 est entiérement déterminée par :

« la position du 1 sur la 1% ligne : n possibilités.
on peut le placer sur n’importe quelle colonne
p p p q

« la position du 1 sur la 2°™€ ligne : n — 1 possibilités.
on peut le placer sur n’importe quelle colonne non déja choisie
J
x la position du 1 sur la 3°™¢ ligne : n — 2 possibilités.
(on peut le placer sur n’importe quelle colonne non déja choisie)

« la position du 1 sur la n®™° ligne : 1 possibilité.
(on peut le placer sur n’importe quelle colonne non déja choisie)

Il existe donc n (n — 1) (n —2)---1 = n! telles matrices.

L’ensemble des matrices de B,, dont chaque ligne et chaque colonne comporte exactement
un coefficient égal a 1 comporte exactement n! éléments.

Commentaire \

o Une matrice de B, dont chaque ligne et chaque colonne comporte exactement un
coefficient égal a 1 peut étre représentée par le n-uplet (ci,...,¢,) ou ¢; € [1,n]
est le numéro de colonne ol se situe le coefficient égal a 1 de la ligne 3.

o Dans cette question, on demande donc de dénombrer ’ensemble des n-uplets d’élé-
ments distincts (il n’y a qu'un 1 sur chaque ligne) de [1,n]. Autrement dit, on
s’intéresse aux n-arrangements de [1,n] ou encore aux permutations de [1,n].

Il y en a exactement n!
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4. Dans cette question, n est un entier supérieur ou égal a 2.
Soit F un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On note :

— id I’endomorphisme identité de E';

— F le noyau de I’endomorphisme (u +id) et G le noyau de ’endomorphisme (u — id) ;
— p la dimension de F et ¢ la dimension de G.

On suppose que u o u = id.

a) Justifier que 'image de (u — id) est incluse dans F'.

Démonstration.
Il s’agit de montrer que Im(u — id) C Ker(u + id) =

Soit y € Im(u — id). Par définition, il existe = € E tel que y = (v — id)(z) = u(x) — x.
Démontrons que y € Ker(u + id).

(u+id)(y) = uly)+y
= wu(u(z) —x)+ (u(z) —x)  (par définition de y)
= wu(u(z)) — wke) + ukr) —x  (par linéarité de u)

= z—z = 0 (car wou=1id)
Donc y € Ker(u +1id) =
Im(u —id) C F .
b) En déduire I'inégalité : p+q > n
Démonstration.
« D’apres la question 4.a), Im(u — id) C Ker(u + id).
Ainsi : dim(Im(u — id)) < dim(Ker(u +id)) =
e D’aprés le théoréme du rang :
dim(F) = dim(Ker(u—id)) + dim(Im(u—id))
I I
n q
dim(Im(u —id)) =n —¢q
o En combinant ces deux résultats, on obtient : n — ¢ < p.
Ainsi, on a bien : p+ ¢ > n. n

On suppose désormais que 1 < p < q.
Soit (f1, fa, ..., fp) une base de F' et (g1, 92, ...,7q) une base de G.

c¢) Justifier que (fi1, f2,..., fp, 91,92, .,9q) est une base de E.

Démonstration.
« On suppose ici que dim(Ker(u +id)) = p > 1. En particulier : Ker(u +id) # {0g}.

Ainsi, —1 est valeur propre de u et F' = Ker(u +id) = E_1(u).
« De méme, dim(Ker(u —id)) = ¢ > 1. En particulier : Ker(u — id) # {0g}.
Ainsi, 1 est valeur propre de u et G = Ker(u — id) = E;(u).
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e On a alors :

x la famille (f1, f2,..., fp) est une base de E_j(u).
En particulier, ¢’est donc une famille libre de F_1(u).

x la famille (g1, g2, ..., gq) est une base de Eq(u).

En particulier, c’est donc une famille libre de E1(u).
La famille F = (f1, f2,..., fp, 91,92,--.,9q) est la concaténation de deux familles libres de
sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes.

Ainsi, F est une famille libre de E.

Commentaire \

L’énoncé demande de « Justifier » que F est une base de G. Cette terminologie est
souvent associée & des démonstrations courtes. Ici, il est aussi possible de démontrer que
F=(f1,f2,---[p,91,92,...,9q) est libre en revenant & la définition. Ce raisonnement
est tout aussi rigoureux mais plus long a mettre en place, ce qui provoque une perte
de temps pénalisante pour la suite. Détaillons cette rédaction.

o Soit (A1y...y Ap, i1, -+, fig) € RPT9. On suppose :

Mofi o+ XNy g+ o+ pgrge = O0p (%)
En appliquant ’endomorphisme u de part et d’autre, on obtient par linéarité :
uMfit AN fot gt g g) = u(0g)
puis A -u(fi)+ ..o+ A ulfp) - ulgr) + .o+ pgulgy) = Op
et “M-fi— =N gt g9 = O0p (xx)
En effet :

x pour tout ¢ € [1,p], fi € F = Ker(u +id). Et ainsi :

(u+id)(fi) = Og
I
u(fi) +1d(fi) = u(fi) + fi
On en déduit : Vi € [1,p], u(f;) = —fi.
x pour tout j € [1,¢], g; € G = Ker(u —id). Et ainsi : (v —id)(g;) = 0g.
On obtient de méme : Vj € [1,q], u(g;) = ;.

« En sommant membre & membre les égalités () et (%), on obtient :

pogr+...+ pggg =0p

Or (g1,...,9q) est une base de G. En particulier, ¢’est une famille libre.
On en déduit : 1 = ... = pg = Or.

« On reporte dans () et on obtient : Ay - fi +...+ X, - f, =0p.
Or (fi1,..., fy) est une base de F'. En particulier, ¢’est une famille libre.
On en déduit : Ay = ... = A, = Og.

e Finalement : A\ = ... =X, =pu1 = ... = ug = 0.

La famille (f1, f2,..., fp, 91,92, --.,9q) est libre.
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o La famille F est une famille libre de F, espace vectoriel de dimension n. Ainsi :
Card(F)=p+¢q < n=dim(E)

Or, d’aprés la question précédente : p + q = n.

On en déduit : p+ g = n.

o En résumé :
x la famille F est libre.
x Card(F) =n = dim(E).

La famille F = (f1, f2,..., fp, 91,92, .- -, gq) est donc une base de E. 0

d) Calculer u(g1 — f1) et u(g1 + f1).

Démonstration.
o Tout d’abord :
ulgr— fi) = wlgr) —  u(fr) (par linéarité de u)

(car g1 € Eq(u)

= 1.1 - (_1)'f1 etf1€E71(u))

= g + fi
« On démontre de méme : u(g; + f1) = u(g1) + u(f1) = g1 — fr.

u(gr—fi) =g+ f1 et ulg+fi) =91 - O

e) Trouver une base de E dans laquelle la matrice de u appartient & B,,.

Démonstration.
On considére #’' la famille :

B =(g1—f1, g+ f1, 92— fo, g2+ foseoos Gp— Fps 9o+ oo Gpt1s Gpt2s---s Gg)

(qui est bien définie car p < q)
« Montrons tout d’abord que %’ est une famille libre.
Soit (A1, ..oy Ap, s oy fpy Vpt1s - - -, Yq) € R™. Supposons :

AMc(gr—=f) (g +fi)+ X (9p— fo) Fitp - (gp+ fp) + Vo1 Gpr1+ -+ 9 = OF
En réordonnant :
(pi=A)-fit o+ (=) fp+ i+ ) - g1+ +(p+ ) Gp+Vp+1-Gpr1+. ..+ 9¢ = OF

Or, d’apreés la question 4.¢), (fi,..., fp,g1,--.,9q) est une base de E.
C’est donc une famille libre. Ainsi :

Vie[l,p], wi—A=0

Vie[lp], pi+X=0

Vielp+1,q), =0
Or, pour tout i € [1,p] :

ni — A = 0 Leel-IL Wi — by = 0 7% =

(par remontées successives)
Ainsi: My =...= 0 =m=...=lp=Ypt1 = ... =Y, = 0.
La famille %’ est libre.
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e On a alors :
% la famille &' est libre.
x Card(#') =n = dim(E).

Ainsi, &’ est une base de E.

o Déterminons la matrice de v dans cette base.
Pour plus de lisibilité, notons : Vi € [1,p], rs = g; — fi et s; = gi + fi.
On démontre, par le méme raisonnement que dans la question précédente :

Vie[1,p], u(gi— fi) =gi+fi et wulgi+fi)=g—fi

La base &' s'écrit alors : B’ = (r1, S1, ..., Ti, Sir---y Tpy Spy Gpt1s ---5 Ggq) €4 :
Vie [1,p], wu(r;)=s;
Vie [1,p], wu(s;))=m;

Vielp+1,q], wulg)=gy;

On en déduit la matrice représentative de u dans la base %’ :

w(ry) w(st) ... w(r) w(s) ... u(rp) u(sp) ulgpr1) .- u(gq)
0 1 0 0 T
1 0 51
0o 1 -
Mat g (u) = 1 0 : : s
0 1 -
10 0 0 5
0 0 1 Gpi1
0 0 1 9q

Dans la base %', la matrice de u appartient a B,,.
Commentaire N

Cette question est difficile car elle demande de prendre beaucoup d’initiatives.
o Il faut tout d’abord se rendre compte que la base F = (fi,..., fp,91,...,9q) ne
convient pas. En effet, comme :

{ Vie[l,p], u(fi)=—fi
Vie[lq], ul(g) =g

la matrice représentative de u dans F contient des —1 (en plus des 0 et des 1).

o L’idée est alors de créer une base sur laquelle u a pour effet d’échanger les éléments
de cette base. Cette idée est guidée par la question précédente dans laquelle on

démontre : u(gr — f1) = g1+ f1 et w(g1+ f1) =91 — f1-
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Commentaire \

Prenons un peu de recul sur le theme développé dans cet exercice.
« Dans cet exercice, on s’intéresse aux endomorphismes involutifs de F, c’est & dire aux
applications s € Z(F) qui vérifient :

sos=1id

(cette égalité démontre que s est bijectif de réciproque s)
Les cas les plus simples de telles applications sont : s = id et s = —id.

o Lors de I’étude de s, on considére généralement les espaces vectoriels suivants :

x F = Ker(s —id) : c’est 'ensemble des vecteurs invariants par s.
En effet, si z € F, alors : (s —id)(x) = 0 et donc s(z) = x.

x G = Ker(s+1d) : c’est 'ensemble des vecteurs changés en leur opposé par s.
En effet, si z € G, alors : (s +id)(z) = 0 et donc s(x) = —x.

(on prend ici les notations classiques - dans l’énoncé, les roles de F' et G sont échangés)

Dés lors, on comprend pourquoi un endomorphisme involutif s € Z(E) est appelé
symeétrie par rapport 4 F' paralléelement a G.

o On peut aussi étudier les symétries dans le cadre de la réduction.
On suppose que F' # {0} et G # {0g}. Alors :

F =Ker(s—id) = Ei(s) et G=ZKer(s+id) =FE_1(s)

On peut démontrer :
E = Ker(s—id) @ Ker(s+1id)

Cette égalité signifie que tout vecteur de E s’écrit de maniére unique sous la forme
d’une somme d’'un vecteur de Ker(s —id) et d’un vecteur de Ker(s + id).
Autrement dit :

Vo € E,3l(y, z) € Ker(s —id) x Ker(s +1id), z =y + =

Considérons alors la famille & = %1 U %_1 obtenue en concaténant une base %; de
Ey(s) = Ker(s — id) et une base Z_1 de E_;1(s) = Ker(s +id).

Cette famille est libre par construction.

De plus, elle est génératrice de E par la décomposition précédente E = F + G (tout
vecteur de F peut s’écrire comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G).

Finalement & est une base de vecteurs propres et s s’écrit dans cette base comme
matrice diagonale dont la diagonale ne contient que des 1 et des —1.

o La notion de symétrie n’est pas au programme de la voie ECE.
Toutefois, on peut faire I’étude de tels endomorphismes avec des outils au programme.
C’est donc un candidat idéal pour faire un sujet de concours.

« Cette notion est trés liée & la notion de projecteurs qui ne sont autres que les endo-
morphismes idempotents de E, c’est a dire les applications p € Z(F) qui vérifient :

pep=p

Ceci n’est pas non plus au programme mais revient réguliérement pour les raisons
citées au-dessus.
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Exercice 2 (Ecricome 2018 voie S)
On considére la suite (uy,)nen définie par :
up =0, uwup=1 et YmeN, upio=1upt1+un
et on note f la fonction définie sur R? par :
Y(z,y) € R?  f(x,y) = 22> — 6xy + 3y* — 6y

1+
2

=

On pose enfin ¢ =
-1
1. Vérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et — sont les solutions de 'équation : 22 — 2 — 1 = 0.

Démonstration.
« Tout d’abord :

5 > 4
done VB > Vi—2 (par croissance de la
- B fonction /- sur [0, 400[)
1 1+2
o V5 , 1+
2 2

3
Finalement : ¢ > 3 > 1.

« Déterminons les racines du polynéme P(X) = X2 — X — 1.
Ce polynéme admet pour discriminant : A = (—=1)2 —4(-1)=1+4=5> 0.
Ainsi, P admet deux racines distinctes :

rL = _(_1)2+ V5 = et r_ = _(_1)2_ V5
Enfin :
1-v56  (1-V5)(1+v5  (1-5 2 1
2 20145 2(14+vB) (1+VH) ¢

2

Ainsi, 'équation 2 — z — 1 = 0 admet deux solutions : ¢ et ——.

10
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Commentaire N

o On pouvait aussi démontrer ce résultat par calcul. Plus précisément :

pP-p—1 = @p-1)-1

_ 1+v5 (1+x/5_1>_1

2 2

= %(1+\/5)%(1+\/5—2)—1
= L (VEED(E-1) -1

1
= ;6-D-1=0

Ainsi, ¢ est solution de I’équation 22 —z — 1 = 0.

\. J

Commentaire \

o« Et:

1\ 1 11

=) —(—=)-1 = S5+--1

12 P 12 P

1

_ 2
= 2 (te-¢)
_ 1 9 _ (car ¢ est solution
Rz (¢*—p—1) =0 dez?—2—-1=0)

1
Ainsi, —— est solution de 2> —2 — 1 =0.

o
2. a) Montrer que f est de classe C2 sur R?.

Démonstration.

La fonction f : R? — R est de classe C% sur R? en tant que fonction polynomiale. O

. . 1 1
b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (¢, + 1) et | ——, or1)
Y ¥

Démonstration.

o La fonction f est de classe C' sur R?. Elle admet donc des dérivées partielles & I'ordre 1.
De plus, pour tout (z,y) € R? :

O(f)(x,y) =62>—6y et Oa(f)(x,y) = —6x+ 6y —6

11
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Commentaire

o Soit (z,y) € R2.

Le couple (z,y) est un point critique de f si et seulement si V(f)(z,y) = 0.4, ). Or :

VN y) =0m,® < {

—6z4+6y—6=0
22 —y=0

=
y=x+1

?—r—-1=0 (en remplacant y par x + 1
y=x+1 dans la premiére équation)

{6x2—6y:0

€=

r=¢ 0U = —
& (d’aprés la question 1.)

y=x+1

On en déduit que f admet pour points critiques : (¢, + 1) et (—é, —% +1).

« Remarquons enfin :

T e S (el L ) B e S
v v p(p+1) plp+1) pp+1)

On en déduit que f admet pour points critiques : (¢, + 1) et (—é, ﬁ)

o La difficulté de cette question réside dans le fait qu’il n’existe pas de méthode générale pour
résoudre I'équation V(f)(z,y) =0 4, (r)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu'une résolution de systéme
d’équations linéaires (que I'on résout aisément a 'aide de la méthode du pivot de Gauss).

« Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc.
Il est par exemple assez fréquent de faire apparaitre une équation du type :

ol 1 : R — R est une fonction bijective. Cela permet alors de conclure : x = y.

o Ici, c’est plus simple puisque y s’exprime comme transformée affine de = (y = x + 1).
En remplagant y par x 4+ 1 dans la premiére équation, on obtient une nouvelle équation qui
ne dépend plus que d’une variable et qui est donc plus simple de résoudre. .

J

12
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¢) Etudier la nature des points critiques de f.

Démonstration.

o La fonction f est de classe C? sur R2.

Elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 2 sur R2.
« Soit (z,y) € R%

Tout d’abord :

« Ensuite :
0% (f)(x,y) = =6 = 85(f)(z,y)
La derniére égalité est obtenue en vertu du théoréme de Schwarz puisque la fonction f est de
classe C? sur 'ouvert R2.
o Enfin :
0% (f)(z,y) = 6

Pour tout (z,y) € R?, 9%,(f)(w,y) = 122, 04(f)(w.y) = 6 = 94 (f)(@.y)
et 9(f)(z,y) = 6.

Commentaire

o Il faut penser a utiliser le théoréme de Schwarz dés que la fonction & deux variables considérée
est de classe C? sur un ouvert U C R2,

o Ici, le calcul de 0% (f)(z,y) et 02, (f)(z,y) est aisé. Il faut alors concevoir le résultat du
théoréme de Schwarz comme une mesure de vérification : en dérivant par rapport a la 1°¢
variable puis par rapport a la 2°™¢, on doit obtenir le méme résultat que dans I’ordre inverse.

« On rappelle que la matrice hessienne de f en un point (x,y) € R? est :

R (f)w,y) 0%(f)(x,y) 122 —6 9r —1
V() (x,y) = z( ):6( )
95, (f)(x,y)  05(f)(x,y) -6 6 -1 1

o Pour conlure quant a la nature de chaque point critique, on cherche & déterminer le signe des

valeurs propres des matrices hessiennes H; = V2(f)(p, ¢ + 1) et Hy = VQ(f)(—é, ﬁ)

Soit A € R. Rappelons tout d’abord que, pour toute matrice H € .#»(R) :

A est une valeur propre de H < H — A\ I n’est pas inversible

& det(H—AI)=0

13
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12¢
o Commencgons par I'étude de H; =

Pour simplifier les calculs, introduisons py =

A
6
det (Hl—)\l> — det <H1—6u I)

= 36 (2 (2(p—|—1),u—|—u)—36
= 36 ((290—1)—(2<p+1)u+u2)
Le polynéme P(X) = (2¢p—1) — (2¢ + 1) X + X2 admet pour discriminant :
A = (—@2p+D))°—4x(2p-1)
= 4p*+4o+1)—(Bp—4)
= 49?2 —4p+5

= 4(P—p—1)+9 = 9 (car ¢ est solution

de x> —x—1=0)
Ainsi, P admet deux racines distinctes :

e+ +VI 20+4
B 2 2

2p+1)—V9 2¢p—2
2 2

=p+2 et po =

Ainsi, V2(f)(p, ¢ + 1) admet pour valeurs propres Ay = 61 = 6 (o +2) > 0 et
A2 =6pus =6(p—1)> 0. La fonction f admet donc un minimum local au point (¢, ¢ + 1).

12 -6
o Continuons par ’étude de Hy = .
—6 6

Pour simplifier les calculs, introduisons p = 2

6
det (Hg—)\l) —  det <H2—6,u I)

= det( _7}2*611 B )
6 6—6u

= 6(2—p) x6(1—p)—(-6)°
= 36 (2 —(Z+Dp+p?)—36
= 36 (- - (Z+Du+?)

Le polynéme Q(X) = (_7? —-1)— (?2 + 1) X + X? admet pour discriminant :

— _ =2 _
A= (CE1)Poax (2o
= (%—4 +1) (8L+4)
= 4%+4 +5
4
= ?(1—#@)4-5
4, _ (car ¢ est solution
N ?(80)4_5_9 dex? —x—1=0)

14
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Commentaire

Ainsi, () admet deux racines distinctes :

(Z+D+V0  Z2+4

2 2 o ¢ H2 2 2 o

Remarquons enfin :

p =

x comine p>1

(par stricte croissance de
’ : . -1
Vapplication x — — sur R )

O
<p>1

alors
ainsi —é +2>1

1
x comme ¢ > 0 alors — <+1> < 0.
2

Ainsi, VZ(f)(—%, ﬁ) admet pour valeurs propres A\ = 61 =6 (% +2)>0et
A=06pus =6 (—é — 1) < 0. La fonction f admet donc un point selle au point (_7}, ﬁ)

L’étude de Hs est analogue a celle faite pour Hy. C’est méme une redite. Il aurait certainement
été préférable de déterminer les valeurs propres de toute matrice :

122 —6
n=(57)

pour tout z € R. On aurait alors trouvé : u; = x + 2 et uo = « — 1. Cela permet de conclure

quant aux valeurs propres de H; et H en considérant respectivement z = ¢ et z = =%

" O
3. Montrer que, pour tout entier n € N : up upy2 — U%_H = (—1)”“.
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou P(n) : up untz —u? 4 = (—1)"*
» Initialisation
o Dune part : (—1)%*1 = (1)1 = —1.
o D’autre part : ugugyo — ugH =upug —ud =0x (0+1)—12=—1.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. tni1 Unys — uZ 5 = (—1)"2).
Unp+1 Un+3 — U%_’_Q = Up+1 (Un+1 + Un+2) - u’%H-Q
= Upiq T Ungl Unga — Up o
B 11 9 (par hypothése
= (ununt2 = (=1)") + tps1 unt2 — up 1o de récurrence)
= —(=1)"" 4 wp U2+ Unt1 Ungr — U (en réordonnant)

= _(_1)n+1 + (Un + Unt1) Unp2 — u?z—i—?

définition
E—— — uj o
( ) + Un42 Un+2 — Uy 1o de la suite (un))

— _(_1)n+1 — (_1)n+2

D’ott P(n +1).

Par principe de récurrence : Vn € N, P(n). 0
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4. a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier

n > 2, elle calcule et renvoie la valeur du terme u,, de la suite (u,)nen.

1 def suite(n)

2 v=20

3 w=1

4 for k in (2, n+1)

6 e e

T e e

8 U= i,

9 return u
Démonstration.

1 def suite(n)

2 v=20

3 w=1

4 for k in (2, n+1)

5 aux = v + w

6 V=W

7 W = aux

s u=w

9 return u

Détaillons les éléments de ce programme.

« Début du programme

Les premiéres lignes servent a initialiser les variables v et w destinées & recevoir respectivement

les valeurs successives des éléments u, et upy1.

x Intialement, v est affectée & la valeur uyg.

I\

<
1]

o

x et w est affectée & la valeur u;.

lwo

=
]

-

o Structure itérative
Les lignes 4 & 7 consistent a mettre a jour les variables v et w.
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

4 for k in (2, n+1)
5 aux = v + w

6 V=

7 W = aux

16
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Pour ce faire, on a introduit une variable auxiliaire aux. Détaillons le principe de cette boucle :

x avant le 1°" tour de boucle :
v contient ug et w contient u;
lors du 1°" tour de boucle (k contient 2) :

aux contient alors ug + w1 = uo, >

aux = v + w
valeur obtenue en sommant les valeurs actuelles de v et w

v contient alors uq,
vV =W .
derniére valeur en date de w

w contient alors us,
W = aux

derniére valeur en date de w

Commentaire

Si on avait réalisé en ligne 7 Iaffectation w = v + w alors, on aurait affecté a la variable
w la somme de u; (derniére valeur en date de v) et u; (derniére valeur en date de w).

x avant le 2°™¢ tour de boucle, d’aprés ce qui précéde :
v contient u; et w contient us

lors du 2™ tour de boucle (k contient 3) :

aux contient alors uq + us = us,
aux = v + w

valeur obtenue en sommant les valeurs actuelles de v et w

v contient alors uso,
vV=uw N
derniére valeur en date de w

w contient alors us,
W = aux

derniére valeur en date de w

X ..

« avant le (n — 1)®™¢ tour de boucle :
v contient u,,_o et w contient u, 1

lors du (n — 1)®™¢ tour de boucle (k contient n) :

aux contient alors uy_9 + Un_1 = Unp,
aux = v + w
valeur obtenue en sommant les valeurs actuelles de v et w
v contient alors u,_1,
V=uw N
derniére valeur en date de w

w contient alors u,,,
W = aux N
derniére valeur en date de w

e Fin du programme
A lissue de cette boucle, la variable w contient la quantité u,. Il n’y a plus qu’a affecter a u,
variable de retour de la fonction, la valeur contenue dans w.

8 u=w

17



ECG4

13 octobre 2022

Mathématiques (version B)

Commentaire

« Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
& cette question. Cependant, écrire correctement la fonction Python démontre la bonne
compréhension et permet certainement d’obtenir tous les points alloués.

« On a démontré dans cette question que si, avant le i®™° tour de boucle :
aux contient u;, v contient u;_1 et w contient u;
alors, & l’issue de ce tour de boucle :
aux contient u;+1, Vv contient u; et w contient u;41

Cette propriété est ce qu’on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la
correction de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a I'issue du dernier tour de
boucle la variable w contient w,,.

o Il est & noter que si on teste la fonction avec une valeur de n strictement inférieure a 2,
alors on n’entre pas dans la boucle (I'instruction 2:n crée une matrice ligne vide). Dans
ce cas, la variable w n’est pas mise & jour et la variable u contient & la fin du programme
u1, soit la valeur initialement affectée a w. Ainsi, la fonction renvoie la bonne valeur aussi
lorsque la variable n prend la valeur 1.

« Pour le calcul informatique du n®™® terme d’une suite (z,) récurrente d’ordre 1 (dont
chaque terme dépend uniquement du précédent), il suffit d’introduire une variable u et de
mettre a jour son contenu a ’aide d’une boucle. La suite (u,) de 1’énoncé est récurrente
d’ordre 2 (chaque terme dépend des deux précédents). Obtenir son n®™¢ terme nécessite
non pas deux mais bien trois variables distinctes (la mise & jour de v écrase la valeur
précédente de v qui est pourtant nécessaire pour définir la nouvelle valeur de w. On fait
donc appel a une variable auxiliaire aux qui permet de stocker en mémoire de I'information.

J

[

b) Justifier qu’il existe des réels A et p, que 'on déterminera, tels que :

—1\"
VneN, u, = " +pu (@)

Démonstration.
La suite (u,) vérifie : Vn € N, upi9 = upi1 + Up.
C’est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

— L’équation caractéristique associée a la suite (uy,) est : 22 =z + 1.

D’aprés la question cette équation admet deux racines distinctes : ¢ et —é.

— On en déduit la formule explicite de (uy) :

1 n
VneN, up =AX " 4+ pu X <—)
12

ol les valeurs A et p sont données par le systéme :

A+ w =0 (valeur de ug)

(5) 1
Ap — —pu =1 (valeur de uy )
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Résolvons-le.

Ly Ly— Ly A+ po=10
<~ 1
)
¥
Remarquons enfin :
1 1+ ¢? 2
—+tp = +e = e (car * = p+1)
¥ 2 ¥
1+/5
_ 2+ +2\[
1+v5
2
4404V 5+45
1+ 5 14+5
B +VE) (1 -5 5-4v5-5  —4y5 B
(1++/5) (1 —+/5) 1-5 —4
O déduit : A L t A 1
n en deault : = — e = A= ——.
V5 a 5
Final t tout n € N A X "+ ><<1>n L 1 <1>n
malement, pour tout n , Up = Y2 )2 —_— =—=p - —F .
@ 5 VB \ ¥
Un+1

¢) En déduire que la suite ( > converge et déterminer sa limite
n>=1

Un

Démonstration.
o D’aprés la question 1. : ¢ > 1. On en déduit :

x " — 400,
n—-+0oo

1 1\"
x —— € ]—1,1] donc : <—> — 0.
¥ P

1 n
En particulier : <—> = o (¢").
¥

1 n
Up ~ —=
n n—-+oo \/5 ()0

1 SOn-i-l
Un+1 5
L=l e
Up — n—rtoo Zg " n—+o0o

e On en déduit :

Un+1

On en conclut que la suite (
Un,

) est convergente, de limite ¢.
n=1
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. n (_1)k
5. On considére pour tout n € N* : 5§, = -
k=1 Uk Uk+1
a) Montrer, sans chercher & calculer de somme, que la série de terme général ———— converge.
Up Un+1
Démonstration.
Remarquons :
5 1\"
X Vn S N, - <2) > 07
LZEAN"
1 1 5 5 ( 1 )n
X — ~ 1 1 == = - D) ’
Up Up41 n—rteo 7 " 75 90n+1 P+l © \@?
" 1\" ST 1
x la série y —5 | est convergente en tant que série géométrique de raison — € | —1,1[.

5 (1\"
Il en est de méme de la série > — <2> .
2N

(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par — # 0)
¥

s v S » - v .
Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série —— est convergente
Up Un+1

Commentaire

L’énoncé est trés clair : il s’agit de déterminer la nature d’une série sans effectuer de
calcul de somme. Cela ne laisse d’autre choix que de mettre en place un critére de
comparaison / équivalence / négligeabilité des séries a termes positifs.

b) En déduire que la suite (S,)n>1 converge.

Démonstration.

o Pour tout n € N, on a :

(="

Up Un+1

[(=1)"] 1 1

N |Unun+1| N ‘Un’|un+1| N Up Un+1

En effet, par une récurrence immeédiate, on peut démontrer : Vn € N, u,, > 0.
(=1)"

Un Un+1

« On en déduit, d’apres la question prédente, que la série > est absolument convergente.

On en déduit que la suite (S,,) des sommes partielles associée a cette série est convergente.

Il est & noter que 'on peut résoudre cette question sans avoir traité la précédente.
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c¢) En utilisant le résultat de la question 3, montrer pour tout n € N* :

Un Un+1
Sni1— S = —n - i
Un+1 Un+2
Démonstration.
Soit n € N*.
WD e (D)
Sp+1— S, = —_— = —
k=1 Uk Uk+1 =1 Uk Uk+1
(_1)n+1
Un+41 Un4-2
2
_ UnUp+42 — Upyq
Unp41 Un4-2
2
_ Unlayz  Unp
Un41 UnF?  UpT Un4-2
u Unp+1
VneN* S, -8, = —— - IF
Un+1 Un+2 O
+o00 (_1)k
d) Montrer : ¢ =1 — _
k=1 Uk Uk+1
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
u Up+1
Vn € N*, Spy1— Sy = —— — 2+

Un+1 Un42

e Soit N € N*. En sommant ces inégalités pour n variant entre 1 et IV, on obtient :

% (Snst — Sn) = JZV: (un _un+1>

n=1 n=1 \Un+1 Un+2

up U
SN+1— 51 L Al (par télescopage)
U2 UN+2

e Or:
x up=1letu=u; +upg=1+0=1,
L (=1)k —1)! 1
xSlzz ( ) :( ) = —— = —1.
=1 Uk Ukt Ul U 1

PR (251 UN+1 UN+1
On en déduit : VN e N*, Sy =851+ — — AN
U2 UN+2 UN+-2

o Par ailleurs :

U 1 1
« —N+L vy . —  (d’apres la question 4.c))
UN+-2 UNt1 N—+oo @
e (-1
x d’aprés la question 5.b), la suite (S,,) est convergente, de limite : >, ———.
k=1 Uk Uk+1
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o Finalement, par passage a la limite dans I’égalité précédente, on obtient :

o (-F 1
k=1 Uk Uk+1 ¥
On remarque enfin que comme ¢? = @+ 1 alors ¢ = 1+ —.
A e, B O (1)
insi, pour tout n € N*, =——=—(p—1)=1—0.
k=1 Uk Uk+1 ¥ O
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Probléme (Ecricome 2018 voie S)

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, .o, P).

Partie 1 — Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu’une variable aléatoire N, & valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

PN =0])#1 et VkeN*, P([N—k])—<a+Z>P([N_k—1])

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

a) Montrer :

bk
VEeN, P(N=k])= g P([N = 0])
Démonstration. N
b
Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k)  ou P(k) : P(IN =k]) = T P([N =0)).

» Initialisation :

b0 1
BN =0) = 1B(N=0) = B(N =0)
D’ou P(0).
» Hérédité : soit k € N.
) . bk+1
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P(IN =k +1]) = (] P([N =0])).

B B b _ (car N wvérifie une relation
PN =k+1]) = (O + k+ 1> PN =) de Panger avec a =0)

b bk (par hypothése de

 k+1 o (N =0]) récurrence)
pk+1

- N =

Doua P(k +1).
bk
Par principe de récurrence : Yk € N, P([NV = k]) = i P([N = 0]). .

+oo
b) Calculer > P([N = k|). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.
k=0
Préciser son espérance et sa variance.

Démonstration.
e Soit n € N.
. n o pk (d’apres la question
kZ::O BN =H) = kZ::O k! PN =) précédente)
n bk
= P(N=0]) > —
=0 k!
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T
Or la série ) — est la série exponentielle de paramétre b. Elle est donc convergente. De plus :
n>0 n.
b
- — —=e
kgo k! n—+oo k=0 k!

On obtient : +Zo° P([N =k]) = P([N = 0]) e’
k=0

o D’aprés I’énoncé, la v.a.r. N est a valeurs dans N. On en déduit que la famille ([N = k] ) beN
forme un systéme complet d’événements. On en déduit :

+o00
> PN =k]) =1
k=0

donc  P(IN=0])e’=1
d’ou P(IN =0]) =e™®

o Ainsi :
x N(Q) C N (d’apres 'énoncé),
x Vk e N, P([N =k]) = I]j e (d’aprés la question précédente).
On en déduit : N — P (b).
Ainsi : E(N)=0b et V(N)=b. .
2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.

a) Montrer :

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vk > 2, P(k) ou P(k) : P(IN =k]) =0.
» Initialisation

BN =2) = (s N = s et —20)
— 0xP(N = 1))
=0
D’ou P(2).

» Hérédité : soit k£ > 2.
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. P([N =k +1]) =0).

—2a
P(IN=k+1]) = <a+k+1>IP’([N:k})
_ (a _ 2a ) <0 @ar hypothese de
k+1 récurrence)
= 0

D’ott P(k +1).

Par principe de récurrence : Vk > 2, P([N = k]) = 0.
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b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.

Démonstration.
e On sait déja :
x N(Q) CN,
x Vk =2, P([N =k]) =
On en déduit : N < B(p), ou : p =P([N = 1)).

Commentaire

« Dans le cours, il est précisé qu'une v.a.r. X qui suit une loi de Bernoulli (de parameétre p)
admet pour ensemble image {0,1}. Ici, N a pour ensemble image N(2) C N mais prend
les valeurs k € [[2, +oo[ avec probabilité nulle. On a alors :

vz € R, P(X = a]) = PV = 2))
(et ces probabilités sont nulles si x € N*)

On considére alors que les v.a.r. discrétes X et N sont toutes deux de méme loi B (p).

o Cette propriété se généralise comme suit.
Soient X et Y deux v.a.r. discrétes. Alors :

X et Y ont méme loi & Vz eR, P([X =2z]) =P([Y =z])

o On insiste sur le fait que la propriété précédente n’est vérifiée que pour les v.a.r. discrétes.
Rappelons que si X est une v.a.r. & densité alors, pour tout x € R : IP’( (X = :n]) =0.

\.

« Il reste & déterminer P([V = 1]). Or :

. d’une part : P([N = 1]) = <a—21“> PN = 0]) = —aP([N = 0)),
x d’autre part : P([N =1]) =1 —P([lV = 0]).
or PN =0) + P(N=1]) = 1
{aIP’ N=0) + P(N=1]) = 0
Lz(—Lz oLy { + P(N=1]) = 1
1—aB(N=1) = —a

Ainsi, comme a # 1 : P([N =1]) = — .
1—a

On en dédui‘c:]\7<—>6<—1 “ )
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3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € |0, 1].

a) Montrer :
Vke[1,n], P(Z=k]) = 1fp X ”_Z“ X P([Z =k — 1))

Démonstration.
Soit k € [1,n].

—k+1
pxn +

x P([Z =k —1])

1—p k

) T S
n—k+1 n! L (1 —p)nhtt

B R R T T B

= (2:::11)! k (Z'—1) FA-p

= 1 nk!)!k,p (1—p)"*

= (:)p’“(l—p)”‘k

= P([Z =k (car Z — B(n,p))
Onobtient:Vk:e[[1,n]],IP>([Z:k;]):1fp><”_]]§+1x]P([Z:k—u). -

b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes,
en fonction de n et p.

Démonstration.
« Tout d’abord, comme Z(2) = [0,n], on a bien : Z(2) C N.
« Ensuite : P([ ( ) U= (1-p)n.
Or, d’aprés Iénoncé, p > 0, donc : P([Z = 0]) # 1.
o Déterminons a < 1 et b € R tels que : Vk € N*, P([Z = k]) = <a + Z) P(Z =k —1)).
Trois cas se présentent :
x si k € [1,n], d’aprés la question précédente :
PZ=H) = 2~ ”_:“ < P([Z = k1))
- 1:}(”;1 —1>P([Z:k—1])
= P, P([Z =k — 1])
1-— k
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On pose alors :

a=——— et b:w:—(n—i-l)a
1—-p 1—p

Ainsi :

- comme p € |0,1][:a < 0. Dou:a<1.

- on a évidemment : b € R.

- d’aprés le calcul précédent :

Vi € [1,n], P([Z = k])

Il
N
s}

+
| o
~_
=
N
Il
5
|
[—
N

x sik=mn+1.

- D’une part : P([Z =n+1]) =0.

- D’autre part :

(a—l—n_l:_l)P([Z:n]) - <a—W>P([Z:n]) =0

Ainsi :

- D’une part : P([Z = k]) = 0.

- D’autre part :
b b
<a+k>P([Z:k—1]): (a—k>><O:0

VkeN*, P([Z=k]) = <a+Z> P([Z =k —1])

Finalement, on a bien :

La v.a.r. Z vérifie donc bien une relation de Panjer de parameétres

a=——L_ etbzi(n—i-l).

1—p 1—p O

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a) Calculer P([N = 1]). En déduire : a +b > 0.

Démonstration.

o Comme la v.a.r. N vérifie la relation de Panjer de paramétres a et b :

PV =1) = (a4 7 ) POV =0)

PN =1]) = (a+b)P(IN =0])

o Comme P est une probabilité :

P(N=1])>0 et P(N =0]) >0

On en déduit : a +b > 0.
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b) Montrer, pour tout entier m > 1 :

SRRV =) = oS (k4 )RV =K) +55 BN = 4)
k=1 k=0 k=0
Démonstration.
Soit m > 1.
UL B & b o (car N vérifie une
kzzzl RE(N =) = kzz:l h (a * k> PN =k—1]) relation de Panger)
— A KP(N=k—1))+b > K- B(N =k 1))
k=1 k=1
= a S EP(N=k—1)+b S P(N =k — 1))
k=1 k=1
= a T:z_ol (k+1)P([N=k])+b 7:2_01 P([N = k]) (par décalage d’indice)
Ym 1 3 kBN = k) = a5 (k+ VBN = k) +b 5> P(IN = k)
k=1 k=0 E=0 O

m

EP(IN = k‘])) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1
Préciser alors la valeur de E(V) en fonction de a et b.

c¢) En déduire que <(1 —a)

Démonstration.

o Soit m € N*. D’aprés la question précédente :

SRB(N=K) = 'S (k+ DE(N = k) +b 'S BN = K]
k=1 k=0 k=0

= WS RPN =) e S BN =K)+b S PN =)
k=0 k=0 k=0
On en déduit :
S ERIN=H)—a ¥ kP(N =) = (a+b) > P(N =)
k=1 k=0 k=0
Or :
m m—1
x d’une part : kZ::l EP([N =k]) = kZ::l EP([N = k]) + mP([N = m)]).
. dautre part : S kPN = K) = 5 kP(N = &)
k=0 k=1
D’ou :
SRRV = K) +mB(N =m]) —a S KRN =K) = (e+b) 5 P(N = 4]
k=1 k=1 k=0
Finalement :
(1-0) & kBN =) = (@+9) S PN =K) - mP(¥ =m]) (9
« Comme mP([N =m]) > 0, on obtient :
(1-a)'S kBN =) < (a+b) 5 PN =K)
k=1 k=0
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+oo
De plus, comme ([N = k]) forme un systéme complet d’événements : Y P([N = k]) = 1.

keN =0
Ainsi :
m—1 +o00
> PN =k]) < > P(N=k])
k=0 k=0
I
1
Comme a + b > 0, on en déduit :
m—1
(a+b) X PN =k)) < a+b
k=0
D’ou : ) .
(L—a) > kP(N=F]) < (a+b) > P(IN=k]) < a+bd
k=1 k=0

La suite ((1 —a) Y, kP([N = k:])> est donc majorée par a + b.
k=1

m>1

Commentaire

On a démontré : )
Vvm>1, (a+b) Y P(IN=k]) < a+b
k=0

Dans cette propriété, la variable m est muette (car portée par le quantificateur V). En posant
r =m — 1, on obtient donc :

r

Vr >0, (a+b) Y PN =k]) < a+b
k=0

NE

Ceci permet bien de conclure que la suite ((1 —a) EP([N = k:])> est majorée par a+b.
m>1

k=1

\.

J

m
La suite <Z EP([N = k‘])) est donc :
k=1 m>1
x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série a termes positifs,

o a+b
x majorée par T2 car 1 —a > 0.

m

On en déduit que la suite (Z EP([N = k])) converge, c’est-a-dire la série Y nP([N = n])
k=1 m>1 nx1

est convergente. Cette série est donc absolument convergente car c¢’est une série a termes po-

sitifs.

Ainsi, la v.a.r. N admet une espérance.

« En reprenant (x), on a :

SRRV =k) = VS B = k) - L B = m)
k=1 k=0
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Or :
+o00

x on a déja montré : Y P([N =k]) =1,
k=0

x comme la série Y, mP([N =m]|) est convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m>1

lim mP([N =m])=0.

m——+00
Ainsi, en passant a la limite quand m tend vers +oo dans ’égalité précédente :

a+b 1

+oo
EP(IN =k|) = 1-— 0
k; (I D=1 X171, %
Finalement : E(N) = ath
l1—-a O

d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et :

(a+b)(a+b+1)
(1—a)

E(N?) =

Démonstration.

« La viar. N admet un moment d’ordre 2 si et seulement si la série Y. n?P([N = n]) est
n=0

absolument convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle
est convergente.

e Soit m € N* :
S EB(N=K) = > RP(N=#)
k=0 k=1
- g (a+ >]P’([ — k1))
— A RP(N=k-1)4b 3 kP(N =k —1))
k=1 k=1
WS R 1PP(N =) b S (k4 1) PN = K])
k=0 k=0
= WS RPN =) +2 S KB(N=K)+a S B(N = K]
k=0 k=0 k=0
S RB(N =K +b S BN = k)
k=0 k=0
— WS BN —H)+ Qa+b) S kPN = K]
k=0 k=0
L oat+h)S PN = k)
k=0
D’ou
S RPN = K)—a S RPN = k) = 2a+b) S kPN = k) +(a+b) S PN = K])
k=0 k=0 k=0 k=0
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Or : . -
>, KPP(N =k]) —a Y K*P(N = k)
k=0 k=0
= T RRN =)+ BN =m]) —a S RP(N = )
k=0 k=0
= (1-a) le::: E2P([N = k]) + m?P([N = m)])
On en déduit :
m—1 m—1 m—1
(1—a) kzz;o 2PN =k]) = (2a + b) kgz;o EP(IN = k]) + (a + b) kzzjo P([N = k]) (%)
— m?P([N =m])
« Or m?>P([N =m]) > 0, donc :
(1-0)'S RPN =H) < (2a+b) S PN =K)+(a+b) > P(N =K)
k=0 k=0 k=0
D’ol1, comme 1 —a >0 :
SRRV = #) < 2P0 pm(w = k) + 20 S By = g
k=0 l—a ;= —a p=o

De plus :

x comme N admet une espérance, la série >, nP([N

n=0
a termes positifs. Ainsi :

n|) est convergente. Elle est de plus

RPN =H) < S RB(N=K) = E(V)
k=0 k=0
x on a déja vu :
m—1 “+00
> P(N=k]) < Y P(N=kK]) =1
k=0 k=0
On en déduit : -
S RPN = k) < 21““’ E(N) + ;‘*b
k=0 —a —a

est donc :
meN*

La suite CZ_: K2P([N = k])>

x croissante, car c’est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs,

2a+ b a+b

1—a’

x majorée par

E(N) +

Elle est donc convergente. On en déduit que la série > n’P([N

n]) est convergente.

n=0

La v.a.r. N admet donc un moment d’ordre 2.
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« Soit m € N*. En reprenant (%) :

m—1 2a+bm71 CL+b m—1
E2P([N =k]) = EP([N = k])+
kX::O [ } l1-a kX::O [ ] l—a ;= —a

m? B(IN = m])

Or, comme Y. m2P([N = m]) est une série convergente, son terme général tend vers 0, i.e. :
m2=0
lim m?P([N =m]) =0.
m—r—+00

On en déduit :

v o) = 2ty atb 1
k=0

0
1—a %

1—a = a

2a+b a+b a+bd
X +
1—a l—-a 1-a

a+b 2a +b
= X +1
1—a 1—a

2 1-— 1
Ainsi s E(V?) = &Fb 2etbr(-a)  (atblatb+])

l-a l-a B (1—a)? 0
e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(IV) en fonction de a et b.
Démonstration.
o D’aprés la question précédente, la v.a.r. N admet un moment d’ordre 2.
On en déduit que N admet une variance.
o Par formule de Koenig-Huygens :
V(N) = E(N?) - (B(V))’
~ (a+b)(a+b+1)  [(a+b)?
B (1—a)? l1—a
a+b
= — E+1)— B
T ap (a+B+1)— (a+5))
~a+b
- (1-a)?
a+b
V(N) =

f) Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.

Démonstration.
On procéde par double implication.

(<) Supposons que N suit une loi de Poisson.
Alors, par propriété de la loi de Poisson : E(N) = V(N).
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(=) Supposons : E(N) = V(N).
On aimerait montrer : a = 0 et b > 0, pour pouvoir appliquer le résultat de la question 1..

« Tout d’abord, d’apreés les questions 4.c) et 4.e) :

E(N)=V(N) < ?fzz(fjj)?
o (@+b)(l—a)=a+b (car:1—a#0)
o (a+b)(1—a)—(a+b) =0
& (a+b)f—a—X)=0
& ala+b)=0
< a=00U0 a+b=0

« Raisonnons par I’aburde pour montrer : a = 0.
Supposons : a + b = 0. Alors, d’aprés 4.a) :

P(IN =1]) = (a+b)P(IN=0]) =0
Ainsi, par récurrence immeédiate : Vk € N*, P([N = k]) = 0.
On en déduit :
+oo
x d'une part : > P([N = k]) =1 (car la famille ([N = k] )

k=0
d’événements)

kN forme un systéme complet

S B(N = K) = PN = 0]) (car : ¥k € N¥, BN = k]) = 0).

x d’autre part :
k=0

Ainsi : P([N =0]) = 1. Absurde! (d’aprés ’énonceé)
On en déduit : a = 0.

o Montrons alors : b > 0.
x D’aprés ce qui précéde : a = 0.
% D’aprés la question 4.a) : a +b > 0.
De plus, d’aprés le raisonnement par I’absurde précédent : a +b # 0. Ainsi : a+b > 0.
On en déduit : b > 0.

e On sait alors : a =0¢et b > 0.
On en déduit, d’aprés la question 1., que N suit une loi de Poisson (de paramétre b).

Finalement, E(N) = V(N) si et seulement si la v.a.r. N suit une loi de Poisson.
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Partie 2 — Fonction génératrice

On notera dans la suite :

ol N est une variable aléatoire & valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel x de U'intervalle [0, 1], la série >  p, 2™ est convergente.
n=0

Démonstration.
Soit z € [0, 1]. Deux cas se présentent.

o Si z =1, alors on étudie la nature de la série Y p,.
777777 n=>0

forme un systéme complet d’événements. On en déduit que la série
—+00
P

La famille ([N =k]),_y

> P([N = n]) converge et :
n=0 k=0

([N =Fk]) =1

Ainsi, la série Y p, converge.
n=>0
CSizefo]

Par propriété de P : VE € N, 0 < pp, < 1.
On obtient :

x Yk €N, 0 < pa* < 2F (car : 2% > 0),

x la série Y a" est la série géométrique de raison x € | — 1, 1. Elle est donc convergente.
n=0

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > p, 2™ est convergente.
n=0

Finalement, pour tout = € [0, 1], la série ) p,z™ est convergente.
n=0 O

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+o0o +o0o
vz €[0,1], G(z) = kgopkxk = kgo]P’([N:k])xk

b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On
a

~ —(a+b)
pose : o = —

On note enfin f la fonction définie par :

Vr e [0,1], f(z)=po(1—ax)®
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6. Montrer, pour tout k € N :
vee[0,1], fP(z) = K xpp(1—ax)*F

Démonstration.
« La fonction g : z — (1 —az)® est de classe C* sur [0, 1], car elle est la composée g = ha o h; de :
x hi:z—1—ax qui:
- est de classe C* sur [0, 1],

- vérifie : h1([0,1]) C ]0,+o0[. En effet, pour tout x € [0,1] :

1
l—az>0 & 1>ax & —>x (cara>0)
a

. . . 1
Or, comme a < 1, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[ : — > 1.
a

1
Ainsi: 0<z<1l<~.Dou:1—ax>0.
a

x hg:x — x® qui est de classe C* sur |0, +00| en tant que fonction puissance.

On en déduit que la fonction fp est de classe C* sur [0, 1].
Commentaire \

On peut aussi écrire fy sous la forme :

forwes :
Tz _—
0 po (1—ax)~@
a+b o , i ..
o Comme o = — < 0, cette écriture a 'avantage de présenter fy comme l'inverse
a

d’une puissance positive.

« Pour démontrer que la fonction fy est de classe C* sur [0, 1], on aurait alors insisté
sur le fait qu’elle est I'inverse de la fonction z — (1 —axz)™® qui est de classe C™
sur [0, 1] et qui ne s’annule pas sur cette intervalle.

Cependant, il aurait bien fallu démontrer que la fonction  — (1 —ax)™ est de
classe C* sur [0, 1] par composition.

« Démontrons par récurrence : Vk € N, P(k) o P(k):Vz € [0,1], fF)(2) = k! xpp (1—az)**.
» Initialisation
Soit x € [0, 1].
« Dune part : fO(z) = f(z) = po (1 —ax)™
0 = pox (1 —ax)®

x D’autre part : 0! X po (1 —ax)
D’ou P(0).

» Hérédité : soit £k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1)
(i.e. Yo € [0,1], fEHD(2) = (k4 1)! X ppyq (1 — ax)>EHD),
Soit x € [0, 1]. Par hypothése de récurrence :

fP@) = K xpp (1—ax)**
Comme fy est de classe C* sur [0,1], la fonction f*) est dérivable sur [0, 1], et :

FED(@) = K xppx (—a) (a—k) (1 —az)* k1

— kl(—a) (—a Z b_ k> P(IN = &]) (1 — az)>—(k+D)

= Kl (a+b+ak)P(N = k])
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Or :
(kF4+D)!'xppyr = (K+1D)!xP(N=Fk+1))

— (k+1)! (a+ kL) P(IN = H])

= (k+1)x k! <a+ki1>P([N:k])

= kla(k+1)+b) P(IN = k])

= Kl(a+b+ak)P(N = &])

On en déduit :
FED (@) = (k4 1)! X prgy (1 — @) ®FD

Doua P(k +1).

Par principe de récurrence : Vx € [0, 1], ) () = k! x pp (1 —ax)*F, .

7. Soit x € [0, 1].
a) Pour tout entier n € N, montrer :
n x
fl@) = 3 pea® + (n+1)posa / (1—at)* "z —t)" dt
= 0

k=0
Démonstration.
Soit n € N.
D’aprés la question précédente, la fonction f est de classe C*° sur [0, 1]. En particulier, elle est

de classe C"*1 sur [0, z].
Ainsi, par formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n entre 0 et x, on obtient :

n (k‘) xT _ t n
fa) = 32 Lk [P EZ0E o a
k=0 k! 0 n:
Or, d’aprés la question précédente :
VEeN, f®@) = kp (1—ax)

On en déduit :

n a—k T _\n
fla) = & P e [T O e s (1= a0t g
k=0 K 0 n:

Ainsi:Vn €N, f(z) = > pea® + (n+ 1) pas1 / (1—at)®™ "L (z —t)" dt.
k=0 0
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Commentaire \

« Dans ce sujet tiré de la voie S, on attendait dans cette question 'utilisation de la
formule de Taylor avec reste intégral. Ce résultat est bien au programme d’ECS,
mais pas dans celui I’ECE. Pour 'adapter & la voie E, il aurait donc fallu admettre
le résultat de cette question.

o La formule de Taylor avec reste intégral peut s’énoncer comme suit.
Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I. Soit a € I.
Alors, pour tout n € N :

0 k) (g z p(n+1)
vrel, fl) = 31 ()(;c—a)’f+/ f;!(t)(x—t)”dt

« Cerésultat peut se démontrer par récurrence en posant : Vn € N, P(n)  ou  P(n):

n ) (q z  r(n+1)
Veel, f(z) = kzof k'( ) (x—a)k—i-/ fn!<t)(x—t)”dt

Pour démontrer 'hérédité, on procéde par intégration par parties (IPP) :

u(t) = fOHO@) W) = FI(

V) = @m0t ) = s

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur I.

—t
b) Vérifier, pour tout ¢ € [0, ] : *

P ; < 1. Puis montrer, pour tout n € N :
—a

0 < / (1—at)*™ Nz —t)"dt < / (1—at)> ! dt
0 0

Démonstration.
Soit n € N.

e Soit ¢ c [O,ZL']

x—t (car, comme t € [0,z] C [0,1] :

<1 —t<1— .
1—at < vt at 1—at >0, daprés 6.)

& z—1<(1—-a)t

z—1
=3 <t (car1—a>0)
1-a
LN . , . ”, 2 . 2 B 1
La derniére inégalité est vérifiée car, comme z € [0, 1] : 1 <0<t
—a
Ainsi, par équivalence, la premiére aussi.
P x—t
On en déduit : Vt € [0, z], T az <L
—a
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e Soit ¢ S [07.’17]

(1 — at)afnfl (1‘ _ t)" — (1 _ at)afl (1 _ at)fn (a: o t)"
= (1—at)*! M
(I—at)n
x—t\"
— 1—at a—1
( at) <1 - at)
Or, d’aprés la question précédente :
0< 27t <1
1—at
t\" :
donc o< [ £ < 1n (par croissance de
S \l-at) 7 x e 2™ sur [0, +oo])

x—t
1—at

don  0<(1—at)>? < ) <(A—at)* ! (ear:(1—at)*1>0)
ainsi 0K (1—at) >t (z-t)"<(1—at)*!

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < x) :

0 < / (1—at)*™ 1 (z—t)" dt < / (1—at)* ! dt
0 0

vneNo0 < [a-ap i @oord < [ 0-anttar
0 0

¢) En déduire :
G(x) = po(1—ax)”

En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier : G'(1) = E(N).

Démonstration.

« Soit n € N. D’aprés la question précédente :

0 g/ (1—at)®" (z— 0" dt </ (1—at)* dt
0 0

Ainsi, comme (n+ 1) ppy1 >0 :

0 < (n+1)pusa / (1—at)® ™ (50" dt < (n+1)poss / (1—at)* dt
0 0

De plus :
x lim 0=0,

n—-+o0o

x lim (n+ )ppt1 = 0, car (n + 1)ppy1 est terme général de la série Y np, qui est
n—-+oo n=0

convergente (car N admet une espérance d’aprés 4.c)).

x
Dou: lim (n+1)pp+1 / (1—at)*tdt=0.
o 0

n—+

Par théoréme d’encadrement :

lim (n+1)pn+1/ (1—at)®" ' (x =" dt = 0.
0

n—-+0o
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e De plus, d’aprés la question 7.a) :
flx) = e+ (n+1) ppa / (1—at)>™" L (@—t)"dt (%)
= 0

k=0

Or, d’aprés la question 5., la série Y p,x™ est convergente et :
n=0

—+00
S pua” — 3 prat = G(x)
k=0 n—+00 ko

Ainsi, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans (x), on obtient :

f(z) = G(z) +0

On obtient bien : G(z) = f(z) = po (1 — ax)*.

o Par définition de G : N n
G(1) = Y pe 1¥ = Y P(IN =k))
k=0 k=0

Or, la famille ([N = k])

keN forme un systéme complet d’événements.

On en déduit : G(1) = 1.
e Deplus: G(1) =po (1 —a x 1)*. Ainsi :

po(1—a)® =1

1

On en déduit : pg = W
—a

« Soit z € [0, 1].
G'(x) = po(—a)a(l—ax)*™

Ainsi :
G'(1) = —aapy(l—a)* !

- = () a0

= (a+b) (1-a)x1#

_a+b
- 1l-a
b
D’apres 4.c) : G'(1) = ;li—a = E(N). .
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Partie 3 — formule de récursivité

On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4. de la Partie 1.
On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 siN=0
S = N
X, siN2>1
k=1
Autrement dit :
N(w)
VweQ, Sw)=0si Nw)=0 et S(w)= > Xg(w) sinon
k=1

Commentaire \

On rappelle qu'une v.a.r. est un application. Pour cette raison, une définition plus rigoureuse
de la v.a.r. S serait :

0 si N(w) =0

S:iwr ¢ Nw)
> Xp(w) siN(w)>1
k=1

8. Calculer P([S = 0]) lorsque a € ]0,1[ a 'aide de la Partie 2.

Démonstration.

+ La famille ([N = i]);en forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

« Tout d’abord, par définition de la v.a.r. S : [N =0] C [S =0]. D’ou :
[S=0]N[N=0] = [N =0]

On en déduit :

1

P(S=0/N[N=0]) = P(N=0]) = py = A—an

d’apres 7.c), car a € ]0,1]
o De plus, soit ¢ € N*, toujours par définition de S :

[S=0]N[N=1i = Lﬁlxkzo}m[zv:i] - [z Xk:O}H[N:z‘]

Les v.a.r. X}, sont a valeurs dans N, donc : [Z Xk = O] = [Xr=0].

Ainsi :
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On en déduit :

k=1
_ ! _ 4y (carlesv.a.r. Xy, ..., X; sont
= F ((,ﬁl Xk = 0]>> X PNV =1i]) indépendantes de N )
- : - B (car les v.a.r. Xy, ..., X; sont
N (kHI P([Xk = OD) < PN =1]) mutuellement indépendantes)
_ PN _ (car les v.a.r. X1, ..., X; ont
= (B(X1 = 0))' BN =) feorlee

« On en déduit :
—+o0

P(S=0)) = po+ ;Pi T

0, & ;
= poxg+ ), Pi Tp
i=1

400 ,7
= Y. pi7
=0
= G(xo)

Or, comme a € |0, 1], d’aprés la question 7.c) :

Glan) = m (1-am)® = ¢ L (1 —am)®

1—a)”

Finalement : P([S = 0]) = (11 a%) , ot xp = P([ X7 = 0]).
—a

9. a) Calculer P([S = 0]) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.

Démonstration.
On peut ré-itérer le raisonnement de la question précédente.

o La famille ([N = i]);jen forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(S=0)) = gm[s — 0] N[N =)

= P([SzO}ﬂ[NzO])—FiP([S:O]ﬂ[N:z])
o Tout d’abord :
Ay -\
P([SzO]ﬂ[NzO])z]P’([NzO])—a = e
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e De plus : .
[S=0]N[N=i] = <k01 [Xk:0]>ﬂ[N:z']

On en déduit, avec les mémes arguments qu’en question précédente :

On note toujours zg = P([X; = 0]). On obtient :

P([S=0]N[N =1]) = z} X e = (Afno)i e

7! 7!

P(S=0]) = e ++§Oj° (o) e

=
—+o00 T [
— e—A<1+Z ( "0)>
i=1 (3
_ too ()\1’0)1
= A 3 T
i=0 U
(Azo)" »
P (car go - est une série
exponentielle de parameétre A xg)
— e—)\+)\l‘0

Finalement : P([S = 0]) = e=(17%0)A o0 25 = P([X; = 0]).

O
b) On considére la fonction Python suivante, ot n est un paramétre dont dépend la loi commune
des X}, :

1 def simuX(n)

2 y=0;

3 for i in (n)

4 if rd.random() < 1/2 :

5 y=y+1

6 return y

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simuX ? Préciser ses paramétres.

Commentaire

L’énoncé s’autorise ici une confusion entre « loi » et « v.a.r. ». On parle en effet de
simulation d’une v.a.r. et non d’une loi de probabilité.
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Démonstration.

1
La fonction simuX simule une v.a.r. de loi B (n, 2).

1
On reconnait en effet une fonction du cours qui permet de simuler une v.a.r. X de loi B (n, 5)

Pour se remémorer & quoi correspondent les étapes de cette fonction, on rappelle qu’on peut
écrire la v.a.r. X sous la forme :

n
X=Xz
i=1

1
ou £, ..., Zy sont des v.a.r. indépendantes et de méme loi B (2)
La fonction proposée ne consiste donc en rien d’autre que coder une somme.
Détaillons maintenant cette fonction.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simuX,
x elle prend en paramétre la variable n,

x elle admet pour variable de sortie la variable y.

1 def simuX(n)

6 return y

On initialise ensuite la variable y & 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder
une somme puisque 0 est I’élément neutre de 'opérateur de sommation)

2 y=0

o Structure itérative
Les lignes 3 a 5 consistent & mettre a jour la variable y pour qu’elle contienne une simulation
n
de la v.a.r. X = > Z;. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).
i=1

3 for i in (n)

Au i®™€ tour de boucle, on souhaite ajouter a la variable y une simulation de la v.a.r. Z;.

1
Or Z; suit une loi B (2) Elle prend donc :

1
x la valeur 0 avec probabilité 2

1
x la valeur 1 avec probabilité 3

Pour mettre & jour la variable y, on souhaite donc :

1
x ajouter 0 (c’est-a-dire ne pas mettre a jour y) avec probabilité 5

1
x ajouter 1 avec probabilité 5

C’est ce que permettent les instructions suivantes :

if rd.random() < 1/2 :
y=y+1

[T
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Détaillons la simulation de Z;.
L’instruction rd.random() renvoie un réel u choisit aléatoirement dans [0, 1].
Plus formellement, il s’agit de simuler une v.a.r. U telle que : U < U(]0, 1]).

\ ]
\ 1
1

2
Deux cas se présentent :

1
x siu < 5 alors la v.a.r. Z prend la valeur 1 (on incrémente alors la variable y de 1).

Ce cas se produit avec la probabilité :

p(fpev<t]) = e (fr<l]) = L = piz-n)

1
x sl u > X alors la v.a.r. Z prend la valeur 0 (on ne met pas a jour la variable y).

Ce cas se produit avec la probabilité :
1 1 1

« Fin de la fonction

A Vissue de cette boucle, la variable y contient bien une simulation de Y Z; = X.
i=1

1
La fonction simuX simule donc bien une v.a.r. de loi B (n, >

Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé
la réponse a cette question. Cependant, founir la bonne réponse démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir la majorité
des points alloués & cette question.

O

¢) On rappelle qu’en Python l'instruction nr.poisson(lambda, 1) (du module numpy.random,
abrégé en nr) renvoie une réalisation d’une loi de Poisson de paramétre lambda.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre A, et que la loi des variables X}, est celle
simulée & la question précédente par la fonction simuX.
Recopier et compléter la fonction Python suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

def simulS(lambda, n)
N = nr.poisson(lambda, 1)

return s

N e jor e W N =

L’énoncé s’autorise ici une confusion entre « loi » et « événement ». On parle en effet
de réalisation d’'un événement et non d’une loi de probabilité.
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Démonstration.
On propose le script suivant.

1 def simulS(lambda, n)

2 N = nr.poisson(lambda, 1)
3 s =0

4 if N >=1

5 for k in ()

6 s = s + simuX(n)
7 return s

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simulS,
x elle prend en paramétre les variables lambda et n,

x elle admet pour variable de sortie la variable s.

1 def simulS(lambda, n)

On simule ensuite la v.a.r. N qui suit, d’aprés I’énoncé, la loi P (\), et on stocke le résultat
dans une variable N.

2 N = nr.poisson(lambda, 1)

On souhaite qu’a l'issue de ce programme, la variable s contienne une simulation de la v.a.r.
S qui:
x soit prend la valeur 0,

N
x soit prend la valeur d’une simulation de la somme de v.a.r. > Xj.
k=1

On initialise donc ensuite la variable s & 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite
coder une somme puisque 0 est ’élément neutre de 'opérateur de sommation)

3 s =0

« Structure itérative

La variable s contiendra une simulation de la v.a.r. S. Pour la mettre & jour, deux cas se
présentent donc :

% soit N = 0, alors la variable s doit prendre la valeur 0.

Comme c’est déja le cas avec l'initialisation choisie précédement, aucune mise a jour de s
n’est nécessaire dans ce cas.

N
x soit N > 1, alors la variable s doit contenir une simulation de la v.a.r. > Xj.

”””” k=1
Insistons sur le fait que le dernier terme de la somme est bien Xy et non Xn. En effet, a ce

stade du programme, la v.a.r. N a déja été simulée et la valeur qu’elle a prise a été stockée
dans la variable N. On se place donc dans le cas ou l’événement [N = N| est réalisé.
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Pour effectuer cette disjonction de cas, on utilise une structure conditionnelle :

4 if N>=1 :

Les lignes 5 & 6 consistent a mettre a jour la variable s pour qu’elle contienne une simulation

N
de la v.a.r. Y. Xj. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).
k=1

for k in 6]
s = s + simuX(n)

o o

On rappelle en effet que les v.a.r. X} suivent toutes la méme loi, simulée par la fonction simuX
de la question précédente.

« Fin de la fonction
A Vissue de cette boucle, la variable s contient donc bien une simulation de la v.a.r. S. ]

10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général ou N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :
Wk eN, p,=P(N =k])

et on notera également :
Vk €N, gy =P([X1=k])

n

On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S,, = > Xj, en convenant qu’on a
k=1

So = 0. Enfin, on admet le résultat suivant :

Vn € N, Vk € N*, i <a+bkj> G P([Sn=k—j]) = <a+ni1> P([Snt1 = k])

Soit k € N*.

a) Montrer :
+oo
vje[0,k], P(S=k—j]) = 20 pnP([Sn =k — j])
Démonstration.
Soit j € [0, k].

« La famille ( [N = n] )n cyy forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(S=k—j]) = f:zwv:nmszk—m

« Pour tout n € N, déterminons [N = n| N [S = k — j]. Deux cas se présentent :

x sin =0, alors :

[N=0|Nn[S=k—j] = [N=0Nn[0=k—j] (par définition de S)
= [N=0]N[So=k—j] (par définition de Sy)
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[N=n|N[S=k—-j] = [Nzn]ﬂ[%Xi:k—j] (par définition de S)

— [N=n]n [f; Xi:k—j]
=1
= [N=n|N[S, =k —j] (par définition de Sy,)
On en déduit :
P(S=k—i) = % BN =nln S, =k )

T . (car, par lemme des coalitions, les
N EO PNV = nl) P([Sn =k = 3]) v.a.r. S, et N sont indépendantes)

Finalement : Vj € [0,k], P([S =k —j]) = ipn P([S, =k — j]).

b) Montrer :

3 (a2 ) PUS =k -0 =  pur Bl = )
j=0 n=0

Démonstration.

« Soit j € [0, k]. D’aprés la question précédente :

(a4 ) as=k-s) = (a+ ) & pup(S, =)

_ Zi‘;pn <a—|—bkj> 4 B((Sn =k — j))
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b
« Pour tout j € [0, k], les séries > pn (a + l:) q; P([Sn = k — j]) sont convergentes. Ainsi
n=>0
leur somme finie (pour j variant de 0 & k) l’est aussi. On obtient de plus :

> (o5 ) pis = k-0

J

7=0 n=0
+o00 k bj
= > | X a+k>QjP([Sn—k‘—j])
n=0 \j=0
+o0o k b]
= Sn(x (o+22)arp0s. = k)
n=0 7=0
_ it b - (d’apres le résultat
a nZ::O b (a * n—+ 1> P([Shr1 = k) admis par l’énoncé)

(car N vérifie une relation de

“+o0
- nZ::O Pot1 P([Sni1 = K]) Panger de paramétres a et b)

5 (H’,j) GPIS =k—j]) = % pust P([Sus1 = k)
7=0 n=0

O
c¢) Justifier :
+o00
P([S = k‘]) = ZO Pn+1 P([Sn+1 = k])
Démonstration.
o La famille ([N = n] )n cy forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :
+oo
P([S =k]) = ZIO P([N =n]N[S = k)
Avec le méme raisonnement qu’en question 10.a), on obtient :
“+o00
PUS = K) = 3 pu P(Sy =)
e Or:
[So=k] = 0=k = @ (carkeN¥)
Donc : P([Sp = k]) = P(@) = 0.
e On en déduit :
+oo
PUS=H) = 3 pu P(Sy =)
+oo
= > Pn+1 P([Sny1 =k]) (par décalage d’indice)
n=0
+o00
P([S =k]) = 20 Prt1 P([Sny1 = K]) =
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d) En déduire finalement :
RS =) = ;= 3 (e ) B0s =)
= = a —_— . — —
1-— aqo j=1 ]’C QJ J
Démonstration.

D’aprés la question 10.b) :

k bi ] 400

> (ot ) aB0S=k-4) = & praP(Suer =)
Jj= n=

D’aprés la question 10.c¢) :

P(S = K]) = %anﬂ P([Sus1 = K]
On en déduit :
k bj )
BUS=H) = 3 (a+ )25 =k-1)

B a+b><0
- k

_ (DY s —

Jooris =k=o)+ 3 (a+ ) RS = k=)
k bj ]
can P = k) + X (a+ 50 ) F(s = ki)

(-am) B(S=4) = % (a+22) gyP(Is = ki)

Or, comme ¢ € [0,1] : 1 —agp > 0 (démontré en question 6.).

J
D’ou :

On obtient : P([S = k]) = . —1aq0 zk:l <a+ b;) g P([S =k —j]).
j=
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