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DS2 (version B) /168

Exercice 1 (HEC 2017) /33

Pour tout n € N*, on note .#,(R) 'ensemble des matrices carrés a n lignes et n colonnes & coefficients
réels et By, I’ensemble des matrices de .#,(R) dont tous les coefficients sont égaux & 0 ou a 1.

1. Exemple 1. Soit A la matrice de By définie par : A = (? é)

a) Calculer la matrice A?.
-1lpt:A2=1,
b) Quelles sont les valeurs propres de A7

- 1pt:Sp(A4) c {-1,1}
-1pt:1eSpA)
-1pt:—1€Sp(A)

¢) La matrice A est-elle diagonalisable ?

-1 pt

2. FExemple 2. Soit B la matrice de Bs définie par : B = (

O = O
S O =
— O O

).

On considére les instructions et la sortie Python suivantes :

1 B = np.matrix([[0,1,0], [1,0,0], [0,0,1]11)
2 P = np.matrix([[1,1,0], [1,-1,0], [0,0,1]11)
3 Q = np.linalg.inv(P)
4 D = np.dot(Q, np.dot(B, P))
In [1]: D
matrix( [ [1., 0., 0.,
Out [1] : [0, —1., 0],

a) Déduire les valeurs propres de B de la séquence Python précédente.

1 0 0
- 1pt: Bsemblablea D=0 -1 0
0 0 1

-1pt:Sp(B)={-1,1}
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b) Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de B.

1 1 0
-1pt: E_1(B) D Vect (—1) et E,(B) D Vect (1), (0)
0 0 1

-1 pt:dim(E_1(B)) > 1 et dim(E1(B)) > 2
-1 pt:dim(EF_1(B)) =1 et dim(E;(B)) =2 (car B diagonalisable)

3. a) Combien existe-t-il de matrices appartenant a By, ?
- 2 pts : Card(B,) = 2"

b) Combien existe-t-il de matrices de B,, dont chaque ligne et chaque colonne comporte exactement
un coefficient égal a 17

- 2 pts : n!

4. Dans cette question, n est un entier supérieur ou égal a 2.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On note :

— id I’endomorphisme identité de E';

— F le noyau de I'endomorphisme (u +id) et G le noyau de ’endomorphisme (u — id) ;
— p la dimension de F et ¢ la dimension de G.

On suppose que u o u = id.

a) Justifier que 'image de (u — id) est incluse dans F'.
- 2 pts
b) En déduire l'inégalité : p+ ¢ > n.
- 1 pt : dim(Im(u — id)) < dim(Ker(u +id)) = p
- 1 pt : dim(Im(u — id)) = n — p par théoréme du rang
-1lpt:p+g=n

On suppose désormais que 1 < p < q.
Soit (f1, fa2,..., fp) une base de F' et (g1, g2,...,g,) une base de G.
¢) Justifier que (f1, fo,..., fps 91,92,-..,9q) est une base de E.

- 1 pt: —1et 1 valeurs propres de u (et F'=E_;(u) et G = Ej(u))
- 1 pt: (fi,...,fp) libre car base de E_;(u) (idem pour (gi,...,9,)

- 1 pt : F libre car concaténation de familles libres associées a des valeurs propres
distinctes.

-1 pt: Card(F) =p+¢g<n=dim(E)
- 1 pt : Card(F) = dim(E), donc F base de E (car libre)

d) Calculer u(gy — f1) et u(g1 + f1).

-1pt:u(gr—fi)=g1+ N
-1pt:u(gi+fi)=91— N
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e) Trouver une base de E dans laquelle la matrice de u appartient & B,.

-3pts: B =(g1 — fuon+ fi,- 90 — fpr Gp + fpy Gpt1, -5 gg) libre
-1 pt: % base de E

u(ry) u(s1) ... ow(r) w(s) oo ulrp) ulsp) ulgps1) .- ul(gg)
0 1 0 0 1
1 0 s
0o 1 v
3 . _ 1 0 : : )
- 3 pts : Matgy (u) = : : s;
0 1 v
10 0 0 sp
0 0 1 Gpi1
0 0 1 9q

Exercice 2 /37

On considére la suite (uy,)nen définie par :
ug =0, up=1 et YMeEN, upio=1upt1+uy
et on note f la fonction définie sur R? par :
Y(z,y) € R%,  f(x,y) = 22> — 6xy + 33> — 6y

1+
2

=

On pose enfin ¢ =

-1
1. Veérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et — sont les solutions de 'équation : 22 — 2 — 1 = 0.
2

-1pt:5>4doncp>1
-1pt:ysolutionde 22 —x—-1=0

-1pt: _7} solution de 72 —x — 1 = 0 (quel que soit la longueur du calcul)

2. a) Montrer que f est de classe C? sur R2.

- 1 pt : f est polynomiale

1 1
b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (¢, + 1) et <—, +1>
Y $

- 1 pt : f est de classe C! sur 'ouvert R? (0 si ouvert n’est pas mentionné)
- 1 pt : 9i(f)(z,y) = 62° — 6y et Oi(f)(z,y) = 6z +6y —6

- 3 pts : résolution V(f)(x,y) = (0,0) (1 pt pour faire apparaitre 2> — 2 — 1 =0, 1 pt
z =@ 0U :)::—é et 1 pt: —é—i—l: L

p+1
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¢) Etudier la nature des points critiques de f.
2z -1
S1pt: Ny =6 (¥ )

- 4 pts : étude de Hy = V2(f)(p, 0+ 1) —G(QW 1)

— 1pt:det(H —A)=6 (M- 2p+1)A+2¢p—1)
—1pt: A=4¢>—4p+5=4(*—p—-1)+9=9

— 1pt:Sp(Hi)={p+2,¢—-1}
—1pt:p+2<0et p—1>0dont f admet un minimum

=1 _
- 2 pts : étude de Hy = V(/)(~ L. ;i) = 6<2“{ 11)

L’étude est la méme car _7} est aussi solution de 22—z —1=0
— 1pt:Sp(Hz) = {5 +2, 5 —1}
— 1pt: _7}+2>0et _7}—1<0 dont f admet un point selle

3. Montrer que, pour tout entier n € N : upuy, 19 — U?,H_l = (—1)"*+
- 1 pt : initialisation
- 2 pts : hérédité

4. a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier
n > 2, elle calcule et renvoie la valeur du terme u,, de la suite (u)nen.

1 def suite(n)

2 v=20

3 w=1

4 for k in (2, n+1)
5 e e e

6 e e

T e e e

8 U= .....o0....

9 return u

- 4 pts : 1 pt pour chaque ligne (ligne 5 / ligne 6 / ligne 7 / ligne 9)

aux = v + w

o 1N o o

b) Justifier qu’il existe des réels A et u, que 'on déterminera, tels que :
—1\"
VneN, wu,=Ap"+p ()
2
Etude suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique 22 —z —1 =0
—1\"
-lptiuy, ="+ pu ()
2

A+ I =0
-1pt: —1

P Ago+p<>:1
12

- 1 pt : résolution du systéme (\ = <p2(P+1 et p=-—N)
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Un+1
Un

¢) En déduire que la suite ( > converge et déterminer sa limite.
n=>1

-1pt:p>1doncy” — Hooet (_1271 — Odoncu, ~ A¢"etu,;1 ~ At
n—-+o0o ¥ n—-+oo n——+oo n——+oo

Un+1
-1 pt: Zntl o
un n—-+oo

n —1)k

5. On considére pour tout n € N* : S, = > (=1) .
k=1 UkUk+1

1
a) Montrer, sans chercher & calculer de somme, que la série de terme général ——— converge.
Up Un+1
1 1 1\"
-1pt:iugunyr ~ A "e"tdone ——  ~ o <2>
n——+oo un un+1 n——+oo (p (p

1
- 2 pts : critére d’équivalence avec ) ¢" pour ¢ = — € |0, 1]
P

b) En déduire que la suite (S,)n>1 converge.

(=1)*
-1pt: —_—
P Z UEUk+1

absolument convergente a I’aide de la question précédente

c¢) En utilisant le résultat de la question 3, montrer pour tout n € N* :

Un, Un+1
Sn—i—l - Sy = -

Un4-1 Un+2

(-1

Un41 Un4-2

-1pt:Sy1—Sp=

-1pt: (=) =wpupgo —ul

+o0 (_1)1c
d) Montrer : p =1 — -
k=1 UkUk+1
N
- 1 pt : sommation télescopique }  (Spt1— Sp) = Sn41 — 51 =L — % =1- Zﬁ—i;
n=1
- . ainsi — — _Un+41 _1
1 pt : ainsi (comme S; 1) alors Sy iz Nt ¥
(-
1
-1pt: =¢—1donc kzzjljl—go
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Probléme (Ecricome 2018 voie S) /98

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, .o, P).

Partie 1 — Variables vérifiant une relation de Panjer /48

On dit qu’une variable aléatoire N, & valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

PN =0])#1 et VkeN*, P([N—k])—<a+Z>P([N_k—1])

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

a) Montrer :
bk

VkeN, P(N=kK)=

PN = 0])

- 1 pt : initialisation
- 2 pts : hérédité
+oo
b) Calculer >  P([N = k]). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

k=0
Préciser son espérance et sa variance.

+o0o
- 2pts: > P([N =k]) =P([N =0]) e® (dont 1 pt pour justification convergence)
k=0
2 pts : P([N =0]) = e" (dont 1 pt pour ([N = k])reny SCE)
-1pt: N—P(b)
1pt:EN)=V(N)=5b

2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.

a) Montrer :

- 1 pt : initialisation
- 2 pts : hérédité

b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.
- 1 pt : N suit une loi B(p) ou p=P([N =1])

; 2pts:]P>([N=1]):—1fa

3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € |0, 1].

a) Montrer :

— 1
P n—k-+ <P

vkelLnl, B(Z=H) =10 x

(Z=k-1)

- 2 pts
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b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes,
en fonction de n et p.

1pt: Z(Q) CNet P([Z=0]) #1

- 3 pts : cas k € [1,n] (dont 1 pt pour a:—li, 1 pt pour b:% (n+1))
-p -p
-1lpt:cask=n+1

- 1pt:casken+2,+o0]

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a) Calculer P([N = 1]). En déduire : a + b > 0.

-1pt:P(N=1])=(a+b)P(N =0])
-1lpt:a+b>0

b) Montrer, pour tout entier m > 1 :

S RPN =) = a5 (k4 DP(N =)+ b5 PN = k]
k=1 k=0 k=0

- 2 pts : 1 pt pour utilisation relation de Panjer, 1 pt pour décalage d’indice

m
¢) En déduire que <(1 —a) EP([N = k‘])) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1

Préciser alors la valeur de E(V) en fonction de a et b.

S1pt:(l—a) Yg KP(N = k) = (a+0) T:;: P(IN = ) - mP([N = m])
-1pt:(1—a) mil EP(IN =Fk]) < (a+b) mil P([N = k])
k=1 k=0
Cipt: S BN =) < 1
k=0

m—1
-1pt:(1—a) EP(IN=k]) < a+b (car a+b>0)
k=1

-1pt: (Z EP(IN = k])) converge (par théoréme de limite monotone)
k=1

m=1

- 1 pt : N admet une espérance (convergence absolue)
-1pt: lim mP(N=m]) =0

m——+00

a+b
- lpt:E(n)zl_a

d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et :

(a+0b)(a+b+1)

E(N?) = =0
- 1 pt : convergence absolue
_ 2pts: (1-a) T:é: RPN =k) =  (2a+b) Zg KP(IN = &]) + (a + b) 7:;_: P([N = K))
— m?P([N =m])
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m=1 2a + b M=l a+b m=l

“lpt: N RP(N=H) < T X RPON =KD+ {7 3 (N =)
m=1 2 b b

S1pt: Y RB(N=H) < T E(N) 4+ 0T
k=0 1—a 1—a

- 1 pt : N admet un moment d’ordre 2 (théoréme de la limite monotone)

(a+b)(a+b+1)

2 pts : E(N?) = e

e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(NV) en fonction de a et b.

- 1 pt : N admet une variance
a+b
(1—a)?

f) Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.

-1pt:V(N)=

-1pt: (<)

-4 pts: (=) (1 pt pour : E(N)=V(N) < a=0 0U a+b=0, 2 pts pour a =0 (par
I’absurde), 1 pt pour b > 0)

Partie 2 — Fonction génératrice /20

On notera dans la suite :
Vk €N, pp=P(N =k
ol N est une variable aléatoire & valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel x de U'intervalle [0, 1], la série >  p, 2™ est convergente.
n=0

-1lpt:casx=1
- 3 pts : cas z € [0,1] (critére de comparaison des SATP)

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+oo +o0o
vz €[0,1], G(z) = kgopkxk = kgop([zv:k])xk

b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On
a

~ —(a+b)
pose : o = —

On note enfin f la fonction définie par :
Vr e [0,1], f(z)=po(1—ax)®
6. Montrer, pour tout k € N :
ve e [0,1], fP(z) = K xpp(1—ax)*F

- 2 pts : fp de classe C*™ sur [0,1] (dont 1 pt pour démontrer h([0,1]) C 0, +o0])
- 1 pt : initialisation
- 3 pts : hérédité
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7. Soit z € [0, 1].

a) Pour tout entier n € N, montrer :

flz) = i pez® + (n4 1) ppia /x (1—at)*™ Lz —t)" dt
k=0 0

- 0 pt : hors programme

—t
b) Veérifier, pour tout ¢ € [0, z] : x

1 " < 1. Puis montrer, pour tout n € N :
—a

0 < / (1—at)* Nz —t)" dt < / (1—at)> ! dt
0 0

1—at
-1pt:0 < (1—at)*™™t(z—t)" < (1—-at)* !

- 1 pt : croissance de l’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant

- 2 pts:

X

¢) En déduire :
G(z) = po(1l—ax)®

En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier : G'(1) = E(N).

2pts: lim (n+1)pp / (1—at)*™™ t(xz—t)"dt = 0
n——+0o0o 0

-1pt: f(z) =G(z) (d’apreés 5.)
-1pt:G(1)=1

1
“1pt:ipy= ——
Pt : po 1—a)e
b

-lpt:G’(l):(lli_a:IE(N)

Partie 3 — formule de récursivité /30

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4. de la Partie 1.
On considére alors la variable aléatoire .S définie par :

0 siN=0
S = N
X, siN2>1
k=1
Autrement dit :
N(w)
Vwe D, Sw)=0 si Nw)=0 et S(w) = Xk(w) sinon
k=1

8. Calculer P([S = 0]) lorsque a € ]0, 1] a l'aide de la Partie 2.
-1 pt: FPT sur le SCE ([N =i])ien
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e [ 50 < ) o

2 pts : P([S = 0]N[N =i]) = p; 2}, ot 79 = P([X; = 0]) (1 pt pour indépendance mutuelle,
1 pt pour les X; ont méme loi)

2 pts : P([S = 0]) = G(=o)
1 pt : B((S = 0]) = <1_‘“”°>

1—a

9. a) Calculer P([S = 0]) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.

-1pt:P([S=0N[N=0])=e?

_1pt:P(S=0N[N=1)= (A‘ZOV e

- 2 pts : P([S = 0]) = e (770X ot 29 = P([X; = 0])

b) On considére la fonction Python suivante, ot n est un paramétre dont dépend la loi commune

des X}, :
1 def simuX(n)
2 y =0,
3 for i in (n)
4 if rd.random() < 1/2 :
5 y=y+1
6 return y

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses paramétres.
1
- 2 pts : il s’agit de la loi B <n, 2>

¢) On rappelle qu’en Python l'instruction nr.poisson(lambda, 1) (du module numpy.random,
abrégé en nr) renvoie une réalisation d’une loi de Poisson de paramétre lambda.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre A, et que la loi des variables X} est celle
simulée & la question précédente par la fonction simulX.
Recopier et compléter la fonction Python suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

def simulS(lambda, n)
N = nr.poisson(lambda, 1)

[ S (= N V1 B [N UV S

return s

- 4 pts : 1 pt pour initialisation s, 1 pt pour structure conditionnelle, 2 pts pour
boucle for

3 s =0

4 if N >=1 :

5 for k in (N)

6 s = s + simuX(n)

10
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10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général ou N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :

VkeN, pp=P(N =k)

et on notera également :
VkeN, q=P([X1=k])

n

On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S,, = > X, en convenant qu’on a
k=1

So = 0. Enfin, on admet le résultat suivant :

k bi
VneN, Yke N*, > (a+ ‘]> ¢GPS =k—j]) = <a+ ) P([Sps1 = k])
=0 k n + 1
Soit k € N*.
a) Montrer :

vie [0k, P(S=k-j]) = ipnw[sn:k—j])

- 1 pt : FPT sur le SCE ([N = n|)en

-1pt:[N=0N[S=k—j]=[N=0]N[Sy=k—j

-1pt: [N=n|Nn[S=k—j]=[N=n]N[S,=k—j]
b) Montrer :

5 <+b,j) GPIS =k—j]) = 5 pusr P(Sus1 = )
7=0 n=0

- 3 pts
¢) Justifier :

+00

PSS =k]) = 2 pnta P([Sny1 = K])

n=0
+00
- 2 pts : 1 pt pour P([S=k]) = > pn P([S, = k]), 1 pt pour décalage d’indice
n=0

d) En déduire finalement :

j=0
Spt:(-am) POS=H) = ¥ (a+ 7)o Bs =k )
-1pt:P(S=k) = l—la,qo JXZ <a—|—bk‘7> ¢ P([S=k—j]) (car 1 —agqp > 0)

11



