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DS1 (version B)

Exercice 1 (HEC 2019)

0

1. Dans cette question, on considére les matrices C' = (1) € Mi(R), L=(1 2 -1) € #:1(R) et
2

le produit matriciel M = CL.
a) (i) Calculer M et M?2.

Démonstration.

0 0 0
o Tout d’abord : M = [1|(1 2 —-1) = |1 -1].
2 -2

0
2
4
0 0 O
M=11 2 -1
2 4 =2
Si on note C7, Cy et C3 les colonnes de M, on remarque :

0120, 02:20 et 03:—0

La matrice M est donc obtenue par concaténation de copies, & coefficients multiplicatifs
pres, de la colonne C'. L’objectif de ’énoncé est I'étude des propriétés de telles matrices.

\.

e Ensuite: M2 = MxM = CLxCL

= OCx(LC)xL (par associativité)

_ ‘ (car comme L € #13(R) et
= (LO)-OxL C e M51(R), LC est un réel)
= 0-M = 04r)

N = O

En effet : LC = (1 2 —1)<) = 1x0+2x1—-1x2=2-2=0.

Ainsi : M? = 0,z (m)-

Commentaire

Evidemment, on peut aussi effectuer le calcul de M? directement :

00 0\/0 0 O 000
M? = (12 <11 2 =1] = [0 0 0
2 4 —2J\2 4 -2 000

Un tel calcul permet assurément d’obtenir tous les points de la question mais n’est pas
dans l’esprit de la construction trés particuliére de la matrice M. Il s’agit ici de faire
apparaitre sur un exemple simple de petite taille (manipulation d’une matrice ligne et
d’une matrice colonne a 3 éléments), des propriétés qu'on généralisera a des matrices de

tailles quelconques. -
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(ii) Déterminer le rang de M.

Démonstration.

0 0 O 0 0 0
rg 1 2 -1 = rg 11,12],-1
2 4 =2 2 4 -2

(iit) La matrice M est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
« D’aprés la question 1.a)(i), le polynéme Q(X) = X? est un polynéme annulateur de la
matrice M. Ainsi :
Sp(M) C {racines de Q} = {0}

Le réel 0 est la seule valeur propre possible de M.

« D’aprés la question précédente : rg(M) =1 # 3 = dim (451 (R)).

Ainsi, la matrice M n’est pas inversible et 0 est la seule valeur propre de M.

« Notons £ la base canonique de R3. Considérons I'endomorphisme f € Z(R?) dont la
représentation dans la base % est M. Par le théoréme du rang :

dim (R?) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
3 dim (Eo(f)) rg(f)
dim (#51(R)) = dim (Eo(M)) + rg(M)

Ainsi : dim (Eo(M)) = dim (#31(R)) —1g(M) =3 —-1=2.

Comme dim (Ep(M)) = 2 # 3 = dim (.#5,1(R)), la matrice M n’est pas diagonalisable.

Commentaire

e On a démontré que la matrice M possédait une unique valeur propre. Dans ce cas, il est
classique de procéder par ’absurde pour démontrer que M n’est pas diagonalisable.

« Supposons que M est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P € .#5(R) et une matrice diagonale D € .#5(R)
dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M telles que PDP~!.
Or 0 est la seule valeur propre de M. Ainsi D = 0 4, (r) et :

M =PDP™' = P0 4@ P =0 4m

Absurde ! O
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Commentaire

o Il était aussi possible de déterminer le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 0.

X
Soit X = (y) € M31(R).

z

X e E[)(M) — MX = O,///?’(R)
00 O T 0
= 1 2 -1 yl =10
2 4 =2 z 0
0 =0
—= z 4+ 2y — 2z =0
2z 4+ 4y — 2z =0

L3<~L3*2L2 0 0
= z + 2y — z =0
0 0

r = =2y + z

Finalement on obtient 'expression de Fy(M) suivante :

z

—2y+z -2 1
= {( y )I(y,Z)GRQ}Z{y-<(1))+z-((1l>l(y7Z)€R2}
-2 1
= Vect 11,10
()0

« Il faut s’habituer & déterminer les ensembles E\(M) par lecture de la matrice M — A I3.

€T
Ici, on a A = 0. On cherche donc les vecteurs X = (y) de Eo(M) c’est-a-dire les vecteurs

Eg(M) = {X€s:(R) | MX =0 4r®)} = {(y) | 2= -2y + 2}

z

tels que : M X =04, (). Or:

00 O x
1 2 -1 Y = z-Ci+y-Co+2z-Cs
2 4 -2 z 0 0 0
= - (1] +y- (2] +z-|-1
2 4 -2

0

Pour obtenir le vecteur (0) 4 'aide de cette combinaison linéaire, plusieurs choix sont
0

possibles. Plus précisément :

x si I'on choisit y = 0, il suffit de prendre z = z pour obtenir le vecteur nul.
En prenant (par exemple) z = 1, on obtient : x = 1.

x si ’on choisit z = 0, il suffit de prendre x = —2y pour obtenir le vecteur nul.
En prenant (par exemple) y = 1, on obtient : y = —2.

-2 1
On obtient ainsi : Ey(M) D Vect ( 1 ), (O)

0 1
Et Iégalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension.




ECG4 24 septembre 2022
Mathématiques

0 1 0 0
b) Soit P = (1 0 0) . Justifier que la matrice P est inversible et calculer le produit P (1) .
0 -2 1 2

Démonstration.
o Tout d’abord :

—
(o5}
—~
Y
N—
I
—
o
~
O = O
[l\,)OH
_= o O
\—/
&
Iz
e~
N
—
o
~
O O =
[L)»—xo
_ O O

Ly Ly+2Ls 100
= rg 010 =3
0 0 1

On en conclut que la matrice P est inversible.

) -6 - )

o Ensuite :

Démonstration.

a
« Notons Q = ( b) ot (z,y, z,u,v,w,a,b,c) € R?. Remarquons tout d’abord :
C
1
tQ 2 —
-1

JE) =) )

o Pour obtenir le vecteur (O) a l'aide de cette combinaison linéaire, plusieurs choix sont pos-

N e 8
[SEESTS

[SERSIIE
SIS IS
o o Q

0
sibles. Plus précisément :

x pour obtenir : x +2u —a =1, on peut prendre x =1 et u =a = 0.

x pour obtenir : y +2v —b =0, on peut prendre y =2 et v=—-1et b=0.

x pour obtenir : z+ 2w — ¢ =0, on peut prendre z = -1l et w=1et c=1.
1 0 0 1 2 -1

On construit ainsi la matrice '\Q = 2 -1 0| etdonc@Q=[0 -1 1 |].
-1 1 1 0 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure et & coefficients diagonaux tous non nuls.
Elle est donc inversible.

1 2 -1 1 1
La matrice QQ = (O -1 1 ) est inversible et vérifie tQ( 2 ) = (O) .
0 0 1 -1 0
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Commentaire

« Remarquons tout d’abord, par propriété de ’application transposée :

1 1
Rl2]=10] & (1 2 -1)Q@=(1 0 0
-1 0

L’introduction de la transposée a donc pour but ici de faire apparaitre un calcul sur des
lignes plutét que sur des colonnes. Si on travaille directement sur I’égalité de droite, on
obtient, avec les notations précédentes :

12 -1)Q =1-(zy 2)+2-(u v wy—1-(a b ¢

On obtient évidemment les mémes équations que précdemment.

o On retiendra qu’en multipliant @ € .#Z3(R) a droite (resp. gauche) par une matrice colonne
(resp. ligne), on obtient une combinaison linéaire des colonnes (resp. lignes) de la matrice
@. On peut retenir I'idée développée dans le paragraphe par la forme :

LAC

qui signifie qu’avec une multiplication a gauche, on effectue une opération sur les (L)ignes,
tandis qu’avec une multiplication & droite, on effectue une multiplication sur les (C)olonnes.

o D’autres choix étaients possibles pour la matrice (. Par exemple, on pouvait choisir :

1 -1 1 I =10
Q=10 1 0 ouencore @=10 1 1
0 1 1 0o 1 2

Il est & noter qu’il ne suffit pas de résoudre les contraintes issues des équations pour exhiber
une matrice () satisfaisante. Il est précisé dans I’énoncé que ) est une matrice inversible.
Cela explique la direction prise par la résolution proposée initialement : les choix effectués
permettent de construire une matrice qui est visiblement inversible (triangulaire supérieure

et a coefficients diagonaux tous non nuls).
O

J

d) Pour une telle matrice @, calculer le produit P M Q.

Démonstration.

PMQ = P(CL)Q

= (PO)(LQ)
1

= o] o0 0
0

(d’apres les calculs effectués
en 1.b) et en 1.c))

—_

= Fi1

Il
oo
coo
o oo

Ainsi : PM Q = E171. [l
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2. La fonction Python suivante permet de multiplier la i€ ligne L; d’une matrice A par une réel
sans modifier ses autres lignes, c’est-a-dire de lui appliquer l'opération élémentaire L; < a L; (ou
a#0).

(Pour lezxplication des fonctions et instances Python, on pourra se reporter a l'annezxe en fin de
sugjet)

1 def multilig(a, i, A)

2 [n, p] = A.shape

3 B = np.copy(A)

4 for j in p)

5 B[i, j]l = a * B[i,j]
6 return B

Commentaire

e Le code de ce programme est plutét simple & comprendre :
x on crée une copie de la matrice A que l'on stocke dans la variable B,

x on met & jour la i®™€ ligne de B en modifiant un par un les éléments de cette ligne a 1'aide
de la boucle for.

e Pour étre plus proche de l'opération élémentaire L; < a L;, on pouvait opter pour une
présentation ne nécissitant pas I'utilisation de la boucle for :

def multilig(a, i, A)
[n, p] = A.shape
B = np.copy(A)
B[i, :] = a * B[i, :]
return B

Jov s W o =

L’appel B[i, :] permet d’accéder a la i®™® ligne de B. On peut modifier cette ligne en lui
assignant une matrice ligne de méme taille, ce qu’on fait ici.

\.

a) Donner le code Python de deux fonctions adlig (d’arguments b, i, j, A) et echlig (d’arguments
i, j, A) permettant d’effectuer respectivement les autres opérations sur les lignes d’une matrice :

Li<—Li+bLj(i§£j) et LiHLj(i#j)

Démonstration.

« On s’inspire de la fonction donnée pour créer adlig :

1 def adlig(b, i, j, 1)

2 [n, p] = A.shape

3 B = np.copy(4)

4 for k in (p)

5 B[i, k] = B[i, k] + b * B[j, k]
6 return B

Commentaire

On note que la variable j est ici une variable d’entrée du programme (on 'utilise
pour désigner la ligne ajoutée dans I'opération élémentaire Li <— L; +bL; (i # j)).
Cela oblige a renommer la variable d’itération du programme multilig.
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« La fonction echlig est créée suivant le méme principe :

def echlig(i, j, A)

[n, p] = A.shape

B = np.copy(4)

for k in (p)
aux = B[i, k]
B[i, k) = B[j, kI
B[j, k] = aux

return B

Commentaire \

o On a introduit ici une variable auxiliaire appelée aux. Le but de cette variable est de ne pas
perdre d’information lors de I’échange des valeurs des deux coefficients de la méme colonne.
Plus précisément :

0 1N o jor ks W N e

x l'instruction de la ligne 5 permet de stocker la valeur de B[i, k].
x en ligne 6, on écrase la valeur du coefficient Bli, k| en lui affectant la valeur B[j, k.

x enfin, en ligne 7, on affecte a B[i, k] la valeur de aux, c’est-a-dire la valeur initiale
(et pas la nouvelle valeur) du coefficient B[, k].

e On pouvait aussi tirer parti du fait que 'on travaille sur une copie B de la matrice A
d’entrée (jamais modifiée) pour ne pas introduire de variable auxiliaire aux.

1 def echlig(i, j, A)
2 [n, p] = A.shape
3 B = np.copy(A)
4 for k in (p)
5 B[i, k] = A[j, k]
6 B[j, k] = A[i, k]
7 return B
k ey

b) Expliquer pourquoi la fonction multligmat suivante retourne le méme résultat B que la fonction
multlig.

1 def multiligmat(a, i, A)
2 [n, p] = A.shape

3 D = np.eye(n)

4 D[i, i] = a

5 B = np.dot(D, A)

6 return B
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Démonstration.
Nommons A, B, i, a, n et p les éléments codés par les variables du programme correspondantes.

« L’instruction en ligne 3 : D = np.eye(n) permet de créer la matrice identité I,,.
(le nom eye provient d’un jeu sur les sonorités : on crée a l’aide de cette instruction la matrice
identité qui en anglais se dit « identity matriz » qu’il faut lire eye-dentity matriz)

« L’instruction en ligne 4 : D[i, il = a permet de remplacer le coefficient D;; par la valeur a.
On crée ainsi une matrice D diagonale carrée d’ordre n dont :
x le 19 coefficient diagonal est la valeur a,
x les autres coefficients diagonaux ont tous la méme valeur 1.

o L’instruction en ligne 5 : B = np.dot(D, A permet de stocker, dans la variable B, le résultat
de la multiplication D x A. Détaillons ce calcul.

Soit (i, 7) € [1,n] x [1,p]. Par la formule de multiplication matricielle, on a :
n

Bi’,j = Z Di’,k X Ak,j = Dz",z" X Ai’,j (CG,T Di’,k =0si k 75 i,)
k=1

Deux cas se présentent alors :

Les autres lignes de B sont des copies des lignes correspondantes de la matrice A.

On en conclut que la fonction multiligmat permet de calculer la
matrice obtenue en appliquant & A I'opération élémentaire L; < a L;.
Cela correspond bien au calcul effectué par la fonction multilig.

Commentaire \

« La matrice D € .#,(R) décrite dans cette question est une matrice de dilatation.
L’opération élémentaire L; < a L; (resp. C; < a C;) se traduit par la multiplication
matricielle & gauche (resp. a droite) de la matrice initiale A par la matrice D.

1 00
o Illustrons de point par un exemple simple. Considérons D = |0 1 0]. Alors :
0 0 3
1 00 0 0 O 0 0 0
DM = 010 1 2 —-1)] = 1 2 -1
0 0 5 2 4 =2 10 20 -10
(on multiplie la 3°™ ligne par 5)
00 O 1 00 00 O
et MD = 1 2 -1 010 =1{1 2 =5
2 4 =2 0 0 5 2 4 -10
(on multiplie la 3™ colonne par 5)
\ 7 D
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3. Dans cette question, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M une matrice de .4, (R) de rang
1. Pour tout couple (i, j) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients sont

nuls sauf celui situé a l'intersection de sa i°™° ligne et de sa j°™° colonne, et qui vaut 1.

a1
a) (i) Justifier I'existence d’une matrice colonne non nulle C' = | : | € .4, 1(R) et d’'une matrice
Cn
ligne non nulle Ly = (¢, ... 4,) € A1 ,(R) telles que M = C L.
Démonstration.
« Remarquons tout d’abord :
c1 1 c1ly ... c1lp— c1ly,
co b coly ... colp_q coly,
CL = : : : :
Cno1t1 cn_1ls ... cp_1ln_1 cCn_1ty
cn 1 cnly ... cepln1 cnln
c1 c1 C1 C1
C2 Co C2 C2
= |4 : Uy : con lpa : 0| = (LC ... £,0)
Cn—1 Cn—1 Cn—1 Cn—1
Cn, Cn Cp, Cn

Il s’agit donc de démontrer que toute matrice de rang 1 apparait comme concaténation de
colonnes colinéaires & une matrice colonne C non nulle.
Ce résultat se montre en deux étapes.

« Tout d’abord, comme la matrice M est de rang 1 elle est forcément non nulle (si c’était le
cas, elle serait de rang 0). Ainsi, M admet (au moins) une colonne non nulle. On note C
la premiére colonne non nulle de M.

o Démontrons maintenant que toutes les colonnes de M sont colinéaires a C'.
On procéde par I'absurde.

Supposons que le matrice M posséde une colonne non colinéaire a C.
Notons k € [1,n] I'indice de cette colonne. Alors :

rg(M) = 1g (Cl(M)77Cn(M))

(car C' et Cx(M) sont

>
> 1g(Cyp(M),C) des colonnes de M)

La famille (C'/r€ (M), C) est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.
On en déduit :
rg(M) > rg (Cr(M),C) =2

Absurde!

Ainsi, toute colonne de M est colinéaire a C

« Il existe donc un n-uplet (¢1,...,¢,) € R" tel que :
M= (nC ... 4,0)

Notons que ce n-uplet est forcément différent du n-uplet (0,...,0) (si c’était le cas, la
matrice M serait nulle).

Ainsi, si M € #,(R) est de rang 1, il existe un matrice colonne C' € ., 1(R) et
une matrice ligne non nulle L € .# ,(R) telles que : M = C L. O
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(ii) Calculer la matrice M C et en déduire une valeur propre de M.

Démonstration.

MxC = (CL)yxC

= Cx(LC) (par associativité)

(car comme L € M1 3(R) et
C e #51(R), LC est un réel)

Comme C # 0 4 | (r), le vecteur C' est un vecteur propre de M associé

n
a la valeur propre ) /; ¢;.
i=1 O

n
(iit) Montrer que si le réel > ¢; ¢; est différent de 0, alors la matrice M est diagonalisable.
i=1

Démonstration.
o Par définition :
rg(M) =1 # n = dim (#,1(R))

En effet, il est précisé dans I’énoncé : n > 2.

On en déduit que M n’est pas inversible. Ainsi, le réel 0 est valeur propre de M.

« Notons Z la base canonique de R". Considérons ’endomorphisme f € Z(R") dont la
représentation dans la base # est M. Par le théoréme du rang :

dim (R") = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
n dim (Eo(f)) rg(f)
dim (#,1(R)) = dim (Eo(M)) + rg(M)

Ainsi : dim (Eo(M)) = dim (4,1 (R)) —rg(M) =n — 1.

n
« Notons a = > ¢; l;. On suppose « non nul.
i=1
D’apreés la question précédente, o est valeur propre de M. On en déduit : dim (Ea(M )) > 1.
Ainsi :
dim (Eo(M)) 4+ dim (Eo(M)) > (n—1)+1>n
E,

Et comme on a forcément : dim (Eo(M)) + dim (E,(M)) < n = dim (#,,1(R)), on en
conclut :

dim (Eo(M)) + dim (Eo(M)) =n

Ainsi, si o # 0, la matrice M posséde deux valeurs propres distinctes 0 et «.

Comme : dim (Ep(M)) + dim (E4(M)) = dim (#,1(R)), la matrice M est diagonalisaple.

10
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b) (i) A 'aide de I'égalité M = C L, établir I'existence de deux matrices inversibles P et Q telles
que PMQ = FEy;.

Démonstration.

« D’aprés un calcul analogue & celui fait en 8.a)(3) :| . [(1 0 ... 0) = Eq;.

0

« Pour résoudre la question, il suffit donc de trouver deux matrices inversibles P et Q) de
My, (R) telles que :

1
0
PC = |. et LQ = (10 0)
0
En effet, si c’est le cas, on a :
PMQ@ = P(CL)Q
= (PC)(LQ) (par associativité)
1
0
= @ o ..o 0) = B
0

o Il reste & démontrer I'existence des matrices P et (). Remarquons dans un premier temps :

1 1
0 1 N 1

pPC=|. & P71 | =C < La premiére colonne de P~ est le vecteur C'
0 0

Il s’agit donc de construire une matrice inversible dont la premiére colonne est C.
La premiére colonne étant fixée, il reste a choisir les suivantes.

« Construisons une telle matrice. Deux cas se présentent :

x si ¢y # 0, on pose :

C1 0 0
(&) 1

: 0
C2 0 0 1

Cette matrice est bien inversible car elle est triangulaire inférieure et de coefficients
diagonaux tous non nuls.

11
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x sic; = 0, on note iy 'indice du premier coefficient non nul du vecteur C. On pose alors :

0O 0 ... 0 1 0 ... 0
1 0
0o . 0
pl_ |0 1
Cig 0 O
' 1
S .0
cp, 0 .o oo o oo 001
Démontrons que cette matrice est inversible :
1 0 ... 0 a0 L 0
0 :
1
I
: : : 1
0
: : : : . .0
0O ... 0 ¢ O ... 0 1

La réduite obtenue est triangulaire inférieure et a coefficients diagonaux tous non nuls.
Elle est donc inversible et il en est de méme de la matrice initiale P~

o Il reste alors a construire ). Remarquons :

(1) (1) La premiére colonne
=00 o Q=] e (@=L e (@) Q)"
6 O est le vecteur 'L

On construit alors t(Q)_l par la méthode ayant permis la construction de P~

On a bien démontré I'existence de deux matrices inversibles P et @ telles que P M Q) :ﬂEl’l'

Commentaire

Pour construire P~!, on peut aussi faire appel au théoréme dit de la base incompléte qui stipule :

Toute famille libre d’un espace vectoriel £ de dimension finie n peut
étre complétée en une base de

Ici, comme le vecteur C' est non nul, la famille (C') est une famille libre de ., 1 (R).

On peut donc compléter cette famille en une base de ., 1(R). Autrement dit, il existe des
vecteurs colonnes Csy, ..., tels que la famille (C, Cy,..., Cn) est une base de ., 1(R).

On peut alors construire la matrice P~! par concaténation de ces vecteurs :

Pl =(Cc c ... )

Cette matrice est bien inversible. En effet :

rg ((C Cy ... Cn)) = 1g (C’,Cg,...,Cn) =n (car (C,C’g,...,Cn) est une famille libre)

12
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(1) En déduire que pour tout couple (4,7) € [1,n]?, il existe deux matrices inversibles P; et Q;
telles que P, M Q; = Ej; ;.

Démonstration.
Soit (i,7) € [1,n]?. On raisonne comme précédemment.

o Remarquons tout d’abord que E; ; peut s’obtenir comme produit :

x de la matrice colonne contenant uniquement des 0 sauf en ligne ¢ ou il contient un 1.

x de la matrice ligne contenant uniquement des 0 sauf en colonne j ot il contient un 1.

e Pour résoudre la question, il suffit donc de trouver deux matrices inversibles P et Q) de
My (R) telles que :

I
_

P,C et LQj=(0 ...010 ..0)

0
« Pour un raisonnement analogue & celui de la question précédente, il suffit alors de trouver :

x une matrice Pfl inversible dont la ™€ colonne est C.

x une matrice t(Qj)_l dont la 5™ colonne est ‘L.

On obtient ces deux matrices par une construction similaire a la précédente.

Ainsi, pour tout couple (i, j) € [1,n]?, il existe deux matrices inversibles P; et Q; telles
que PZMQ] = Ei,j- O

13
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Exercice 2

Soit (un)nen+ une suite réelle positive. On définit la suite (v, )nen+ par :

vneN* v, = (n+1)

1. On suppose que 'on dispose d’une fonction Python d’en-téte def suite_u(n) qui prend en argu-
ment un entier n de N* et qui renvoie la valeur de u,,.
En déduire une fonction Python d’en-téte def suite_v(n) qui prend en argument un entier n de
N* et qui renvoie la valeur de v,,.

Démonstration.

def suite_v(n)
v=20
for k in (n)
v=v+ (k+1) *x suite_u(k + 1)
=1/ (m*x (n+ 1)) *xv
return v

1 S S o N N

Détaillons les éléments de ce programme.

« Début du programme
Conformément a 1’énoncé, on commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme suite_u,
x elle prend en paramétre la variable n,

x elle admet pour variable de sortie la variable v.

1 def suite_v(n)

return v

[

On initialise ensuite la variable v a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une
somme puisque 0 est I’élément neutre de l'opérateur de sommation).

2 v=20

« Structure itérative

n
Les lignes 3 & 4 consistent & mettre a jour la variable v pour qu’elle contienne la quantité > kuy.
k=1
Pour cela, on utilise une structure conditionnelle (boucle for) :

for k in (n)
v=v+ (k +1) * suite_u(k + 1)

> W

o Fin du programme

n
A lissue de cette boucle, la variable v contient la quantité >  kwug. On met donc & jour une
k=1

derniére fois cette variable pour qu’elle contienne la quantité v, = ( 1) Z kuy :

=1/ @*x @+ 1)) *xv

Jon

14
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2. On suppose dans cette question uniquement que la suite (u,)pen+ est décroissante.

Mathématiques

a) Justifier que la suite (uy)nen+ converge.

Démonstration.
La suite (u,) est :
x décroissante,

termes positifs d’aprés ’énoncé).

(car &
Ain

0

2

x minorée par

la suite (uy) converge vers une limite ¢ telle que : £ > 0.

)

si

te ci-dessous, & l'aide des fonctions

, OIl represen

b) Pour différentes suites (uy)nen+ décroissantes

[EI—

suite_u et suite_v, les premiers termes des suites (u,),en+ avec le symbole X et ceux de la

suite (vp)nen+ avec le symbole @.

A la vue des graphes suivants, quelles conjectures peut-on faire sur la monotonie, la convergence

et la valeur de la limite de la suite (v, )pen+ en fonction de celle de la suite (uy)pen+ ?

P
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Démonstration.

« Sur tous les graphes présentés, la suite (v,) (dont les premiers termes sont représentés par les
symboles @) semble étre :

x décroissante,
x convergente.

« En notant L la limite de la suite (vy,), il semble qu’on obtienne les correspondances suivantes :

l L

1°T graphe 1 1
2

2¢me graphe 0 0
3¢me graphe 2 1
4°me graphe 4 2

l
Il semble donc qu’on ait : L = 5

N

On conjecture alors que la suite (vy,) est décroissante, convergente de limite L vérifiant : LE:]
u n+1 3n+1
¢) Montrer, pour tout n de N* : v,, > 2" et  wy, < 22n 1 1) Up, + 12n+ 1) Up41-
Démonstration.
e Soit n € N*,

x Comme la suite (uy) est décroissante, par récurrence immédiate : Vk € [1,n], up = uy,.
On en déduit : Vk € [1,n], kug > ku, (car k > 0).
Ainsi, en sommant les inégalités précédentes :

SNookup = > kuy
k=1

k=1
1
Enfin, comme —— > 0 :
nn+1)
_ ¥ k SN k
U = U
w1 ot T )

I
Un

x Or :

1 n n n n n
L S = Un Sk = U n(n+T) U
n(n+1) = n(n+1) /= nn+T) 2 2

u
Finalement : Vn € N*, v, > 7”

16
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e Soit n € N*,
x Tout d’abord :

2n
o= 2n(2:b Ty X e

1 n 2n
T @nt D) (El hukt 2 k“’“)

1 1 n 2n
N 2n(2n + 1) (n(n +1) n(n+1) 121 Fuug + k:§+1 kuk)

1 2n
T m@n+1) (”(” Fhwt 2 kukz) (par définition de v,,)

2n
2n

T2 (gntrll) o 2n(2:L 1) k:%l s (%)

x De plus, comme la suite (u,) est décroissante, par récurrence immédiate :
Vk € [n+1,2n], up < tpy1

D'ou : Vk € [n+1,2n], kur < kupy1.
Ainsi, en sommant les inégalités précédentes :

2n 2n
Yo okup <)) kupg
1

On en déduit, comme m =>0:

1 2n 1 2n
—_— kup < ku
Sn@n 1) 2 S B ) 2y,
x Or:
1 2n Un i1 2n
- hup = —omdl k
2n@n 1) p2 T Wt D)
Unt1 (2n—(n+X)+X)(2n+ (n+1))
2n(2n + 1) 2
Upt+1 2 (3n+ 1) 3n+1
= = Un+1
4w (2n+1) 4(2n+1)

17
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Commentaire

x On en déduit, en utilisant 1’égalité (x) :

1 1 2n
n—+ S ku

YT et D) T et D) o2

n+1 n n+1
v u
22n+1) " 4@n+1) "

n+1 3n+1
v u
22n+1) " 4@n+1) "

Vn € N*, vy, <

« Pour minorer / majorer une somme, il est trés classique de commencer par minorer / majorer son
terme général.

C’est pourquoi on pense ici a exploiter dés le départ la décroissance de la suite (u,) pour minorer
(pour la 1%¢ inégalité) / majorer (pour la 279° inégalité) le terme général k uy.
On retiendra la technique suivante pour encadrer une somme :

1) encadrement du terme général,
2) encadrement de la somme en sommant les encadrements précédents.

o Cette technique sur I’encadrement de somme doit rappeler celle sur I’encadrement d’intégrales :
1) encadrement de l'intégrande,

2) encadrement de I'intégrale en utilisant la croissance de l'intégrale.

L O]
. 1
d) Montrer, pour tout n de N*: (n+2)v,41 = nvp+ups1  puis  Upp1—0, = — (Upgy1—20p41)-
n
Démonstration.
. SOlt n e N*
1 n+1
(n+2)vpy1 = (p4+72) S kuyg
(n+1) (n+BF1) =1
1 n
= kup+(n+1)u
w1 (B bt 0 )
1 n 1
= U + U
n+1 kzzzl k n+1
1 n I
= n—- Uk + U
n (n + 1) kgl k n+1
= N, + Up=1 (par définition de vy,)
Vn € N* (n+42) vpq1 = nop + Upt
. SOlt n e N*
(Nn+2)Upy1 =NUp +Upp1 S NURE1 + 2Upt1 = RO, + Upt
& (Vg1 — V) = Upy1 — 241
1
<~ Un4l — Up = E (Un—‘rl - 2vn+1)
. 1
Vn € N* vpi1 — v = n (Unt1 — 2Vng1) O

18
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e) Démontrer toutes les conjectures faites a la question 2.b).

Démonstration.
« Montrons que la suite (v,) est décroissante.
Soit n € N*. D’aprés la question précédente :

1
Un+1 — Un = E (Un—‘rl - 2”n+1)

1 .
Or — > 0, donc vp41 — v, est du signe de up4+1 — 2Up41-

n
De plus :
Un+1
Unp+1 — 2Un—l—l <0 & Un+1 < 2Un+1 = 9 < Un+1
La derniére inégalité est vraie d’apres la question 2.c¢). Ppar équivalence, la premiére inégalité
aussi.

Ainsi : upy1 — 2vp41 < 0. On en déduit : v,11 — v, < 0.

La suite (vy,) est donc bien décroissante.

« Montrons que la suite (v,) converge.
D’aprés ’énoncé : Vk € N*, up > 0. On en déduit :

n
> kug = 0
k=1

1
Comme —— > 0, on en déduit :
n(n+1)

1 n
pm 3 kug > 0
Py IO

On obtient alors que la suite (vy,) est :
x décroissante,

x minorée par 0.

Ainsi, la suite (vy,) converge vers un réel L tel que : L > 0.

14

e« Montrons : L = —.

2
U
« D’aprés la question 2.¢) : Vn € N*, v, > —

|

En passant a la limite quand n — +o00 dans l'inégalité précédente, on obtient : L >

x Toujours d’aprés la question 2.c¢) :

n+1 3n+1
Vn € N* < ——— -
mERL S oo Ty T i@n 1) (+)
n+1 n 1 n+1 1
-Deplus: — 2~ — = Onendéduit : — = 5 =
P SR 1) e 2x 2 4 NS00 i 4
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3 1
- De méme : nt

A(2n+1) noiee dx2m 8

1
3 = § On en déduit : 3n +

3

—_ — .
4(2n+1) notc 8

- Enfin, la suite (vgy,) est une suite extraite de (v,). On en déduit que la suite (ve,) converge

— L.

et : vop
n—400

Finalement, par passage a la limite quand n — +oo dans I'inégalité (%), on obtient :

1

L<
4

3 1 3
L+§€ s L—nggf =

1 3
L < -L+-V7
4 +8

4

Ainsi : L <

N~

l
Finalement, on a bien : L = 5"

3. On suppose dans cette question uniquement que la série > w,, converge.

N
a) Montrer : VN € N*, Y~ v, =

n=1

n=1
N

Z U — N’UN.
k=1

Indication : on pourra penser a effectuer une interversion de sommes.

Démonstration.
Soit N € N*,

o Tout d’abord :

M=
=
s

Il

3
Il
_
3
Il
_

e Soit n € N*. On remarque :

Soit k € [1, N]. On en déduit :

N 1

Zonn D)

(ke 2 )
kuy,
n=~k n(n+1)
R T
nn+1) n n+l
N 1 1
50
n=*k n n+1
1 1 ;
= LN+ (par télescopage)
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e Ainsi :

(par définition de vy )

k=1 N+1
DRSS
= Uk — kuk
k=1 N+1 35
> L5
= uk—N k:uk
k=1 N(N +1) =2
N
= > ur—Nuy
k=1
N N
VN eN* Y v, = > up— Noy
n=1 k=1

Commentaire

effectuer dans la démonstration précédente).
On procéde alors comme suit.

C’est une égalité classique, et donc & connaitre.

o On utilise dans cette question la formule d’interversion suivante :

név:l <kZZ:1 Uk’n) N kzg <n§:k um)

On peut retenir cette formule en considérant I’encadrement 1 < k < n < N (comme

x On supprime la variable n de 'encadrement : 1 <k <-< N
N
On doit donc considérer une somme : »
k=1
x On considére alors ’encadrement immédiat de n : k <n < N
N
On doit donc considérer une somme : Y
n=~k
N n N N
On retrouve alors la formule : ) <Z ukn> = Yo Ukm = Y (Z ukn>
n=1 \k=1 1<k<n<N k=1 \n=k
o On utilise dans cette question 1’égalité :
1 1 1
VneN*, ——— =~ —
nn+1) n n+1
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b) En déduire que la série > v, converge.
n=>1

Démonstration.
e Soit N € N*.

x On a déja montré en question 2.e) : vy = 0.
Dot : Nuy = 0.

x On en déduit :

M=

N N
vp= Y ur— Noy < D uy
k=1 k=1

n=1

N
x Or lasérie > w, est une série & termes positifs. La suite <Z uk> est donc croissante.
k=1 NeN*

n>1
+00
Cette série est de plus convergente, de somme Y ug. On en déduit :
k=1
N 400
YN EN, Y up < Y w
k=1 k=1
N +o00
Finalement, par transitivité : VN € N*, > v, < > wy.
n=1 k=1
N
o Ainsi, la suite [ > vy, est :
n=1 NeN*
x croissante, car Yy, v, est une série a termes positifs,
n>1
“+o00
x majorée par » uj.
k=1
N
La suite | > v, est donc convergente.
n=1 NeN*

On en déduit que la série Y vy, est convergente.
n>1

O

¢) Montrer ensuite que N vy tend vers une limite finie lorsque 'entier N tend vers +oo, puis en
raisonnant par l’absurde, montrer que cette limite est nulle.

Démonstration.
N N
« D’aprés la question 8.a) : VN € N*, Noy = > vy, — > ug.
n=1 k=1
Or :
x la série Z uy est convergente,
n>1

x la série > v, est convergente, d’aprés la question précédente.
n>1

On en déduit que la suite (N vy)yen+ converge vers une limite .
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e Montrons : £y = 0. On procéde par I'absurde.
Supposons : £y # 0.
14
Comme nv, — ¥getfy+#0,onen déduit : nv, ~ £y Dou:v, ~ 20
n—+4o00o

n—-+oo n—+oco T '

On obtient alors :
x Vn € N*, v, > 0,

Lo
X Up ~ —,
n—+oco N

1
x la série > — est une série de Riemann d’exposant 1 (12). Elle est donc divergente.

n=1 n

14 . .
Il en est de méme de la série > =2 (on ne change pas la nature d’une série en multipliant

n=>1
son terme général par un réel non nul).

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série > v, est divergente.
n=1
Ceci est absurde, d’aprés la question précédente.

Finalement : lim Noy =¥y =0.

N—+4o00
+oo 400
d) En déduire : Y vy, = > up.
n=1 =1
Démonstration.
D’aprés la question 3.a) :
N N
VNGN*, Zvn: Zuk_N'UN
n=1 k=1
Or:
“+00
x la série Y v, est convergente, de somme » vy,
n>1 n=1
+o0
x la série > w, est convergente, de somme » wug,
n>1 k=1

x la suite (N vy)yen+ converge vers 0.

+o00

k=1

400
Par passage a la limite quand N — 400 dans I’égalité précédente : > v, = > ug.

4. On considére dans cette question une variable aléatoire Y & valeurs dans N*.

a) Justifier qu’il existe une variable aléatoire Z, & valeurs dans N*, telle que :

1 n
1) i T =)

n(n

VneN*, P(Z=n]) =

Démonstration.
On commence par considérer les notations suivantes :

x pour tout k& € N*, on note : ux, = P([Y = k]),
x pour tout n € N*, on note :
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Pour démontrer qu’il existe une v.a.r. Z telle que Z(2) C N* et : ¥n € N*, P([Z =n]) = vy, il
suffit de montrer que la suite (v,)pen+ définit une loi de probabilité.

o Montrons : Vn € N* v, > 0.
Comme Y est une v.a.r. , alors : Vk € N*, uy > 0.

Avec la méme démonstration qu’en question 2.e), on en déduit : Vn € N*, v, > 0.

« Montrons que la série ) v, converge et : > v, = 1.
n>1

x La famille ([Y = k])gen+ forme un systéme complet d’événements.

+o0
On en déduit que la série > wu, converge et : > wug = 1.
n>1 k=1

x De plus, on a bien, pour tout n € N* :

v, = (n—|—1) Zkuk

On est donc bien de la cadre de la question 3..

D’aprés la question 8.b), on obtient que la série Y v, est convergente.
n>1

De plus, d’aprés la question 3.d) :

Yy = D oup =1
n=1 k=1
—+o0
You, =1
n=1

Finalement, la suite (v, )pen+ définit bien une loi de probabilité.

Commentaire

Cette question est une application des résultats démontrés précédemment. La difficulté
consiste donc a expliquer que 1’on se place bien ici dans le cadre de ’énoncé pour pouvoir
utiliser les résultats voulus.

b) On suppose dans cette question que Y admet une espérance, notée E(Y").

Montrer : P([Z =n]) ~ E(Y)

n—-+oo n2

. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?

Démonstration.

e La v.a.r. Y admet une espérance.
On en déduit que la série > nP([Y = n]) est convergente et :

n=1
+o0
3 KB(Y = H) = E(Y)

« Montrons : E(Y) # 0 (pour que I’équivalent proposé par I’énoncé soit bien défini).

x Tout d’abord : Y (Q2) C N*. Il existe donc ng € N* tel que : P([Y = ng]) # 0.
Or : P([Y = ng]) = 0. On en déduit : P([Y = ng]) > 0.
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x De plus, comme la série > nP([Y = n]) est une série a termes positifs :
n>1

fk@([hk]) > npP([Y =ng)) > 0

E(Y)

Ainsi : E(Y) # 0 (et méme : E(Y) > 0).

« On obtient :

P(Z=n]) = (n1+ 5 ; B(Y = &)
nos oo n(nl—|—1)E(Y) (car B(Y) #0)
S e EO)
Finalement : P((Z =n]) ~ Eg).

« La v.arxr. Z admet une espérance si et seulement si la série > nP([Z = n]) est absolument

n>1
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
. OI' :
E(Y E(Y
 nB(Z=n) ~ nxo2)_EQ)
n—-+oo mn n

E(Y
x Vn € N¥, ( ) > 0,
n
1
x la série > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>2). Elle est donc divergente.

n>1 n
) E(Y
Il en est de méme de la série > (
n=1 n
son terme général par un réel non nul).

(on ne change pas la nature d’une série en multipliant

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série Y nP([Z = n]) est divergente.
n>1

On en déduit que la v.a.r. Z n’admet pas d’espérance.

O
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Probléme

On note f: R — R 'application définie par :

o siz#0
frx—
1 siz=0
Etude de fonction
1. a) Montrer que f est continue sur R.
Démonstration.
« La fonction f est continue sur |0, +o00| car elle est le quotient f = h ou :
2
x f1 1@ — x est continue sur ]0, +o00[ car polynomiale.
X f2 cr—ef—1:
— est continue sur |0, +ool,
— NE S’ANNULE PAS sur |0, 4-00].
« Par un raisonnement analogue, la fonction f est continue sur | — oo, 0.

On en conclut que f est continue sur | — oo, 0[ U ]0, +oo.
o De plus, la fonction f est continue en 0. En effet :

x d’une part :
x

x
~ —:1
eT—1 220 Zz

x d’autre part : f(0) = 1.
Ainsi, on obtient bien : lir% f(z) = f(0).
T

On en conclut que f est continue sur R.

b) Justifier que f est de classe C! sur | — oo, 0] et sur ]0, +o0l, et calculer f'(x)
pour tout z € | — 00, 0[ U ]0, +o0.

Démonstration.

« Par un raisonnement similaire & celui de la question précédente (on remplace « continue » par
« de classe C' »), on obtient que f est de classe C! sur | — oo, 0[ U ]0, 4+o00].

e Soit z € | — 00,0[ U 0, 400].
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On admettra pour la suite que f'(0) = —% et que f est de classe C' sur R.
2. a) Etudier les variations de I'application u : R — R, définie par :
urxr— (1—xz)e® —1
Démonstration.

o La fonction u est dérivable sur R en tant que produit et somme de fonctions dérivables sur R.
e Soit x € R :

' (z) = —xe”
Comme e* > 0, u/(z) est du signe de —z.
On en déduit le tableau de variations suivant :

x —00 0 +00

Signe de u/(z) + -

Variations de u

« Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord : u(0) = (1-0)e’ -1 = 1-1 = 0.

x Ensuite, pour tout x € R :

ulz) = (1—xz)e =1 = e —ze® -1
Or, par croissances comparées : lim ze* = 0.
T—r—00
D’ou, comme lim e*=0: lim wu(x)=—1.
T—r—00 T—r+00
x Enfin: lim 1—2x=—-00 et lim e* = 4o0.
T—>+00 T—>+00
Ainsi @ lim u(x) = —oo. O

r—r-+00

b) Montrer : Vz € R, f'(z) <O0.

Démonstration. (@)
u(z
o Remarquons tout d’abord : Vo € R*, f/(z) = ———.
q f(z) @ — 1)
« D’apreés la question précédente, la fonction u est croissante sur | — oo, 0] et décroissante sur

10, +o00]. Elle admet donc un maximum en 0. On en déduit, pour tout z € R :

u(z) < u(0)=0

Ve € R, u(x) <0

« Ainsi, pour tout z € R* :

En effet : (e* — 1)? > 0 et u(x) < 0 sur R*.

1
« Enfin, f/(0) = -5 < 0 d’aprés I’énoncé.

Finalement : Vx € R, f'(x) < 0.

27



ECG4
Mathématiques

24 septembre 2022

¢) Déterminer les limites de f en —oo et en +o0.
Dresser le tableau de variations de f.

Démonstration.
e Comme lim e*=0,alors: lim e*—1=-—1.
T—r—00 T—r—00
De plus: lim x = —o0.
Tr—r—00
On en déduit : lim f(z) = +oo.
T—r—00

o Ensuite : . .

() = ~ =

e’ —1 2o+ €%

. i x
Or, par croissances comparées : — — 0.
et x—+oo

Ainsi : lim f(z) =0.

T—+00

o Avec la question 2.b), on obtient le tableau de variations suivant :

T —00 0

Signe de f’(z) — -

Variations de f

d) Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

Démonstration.

« Tout d’abord, déterminons I'équation de la tangente a Cy en 0.
Il s’agit de la droite d’équation :

« On obtient le graphe suivant :
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Commentaire .

e On s’efforcera de traiter les questions de tracé de courbe.
En effet, ce type de question consiste uniquement a faire apparaitre sur un graphique toutes
les informations qu’on a recueillies dans les questions précédentes.

« Il est indispensable de faire apparaitre les tangentes horizontales. Si on a déterminé d’autres
tangentes ou des points d’inflexions auparavant, on doit également les faire apparaitre.

o On rappelle qu'un tracé de courbe s’effectue toujours de la fagon suivante :
1) placer le ou les points principaux de la courbe représentative de f (ici seulement le point
(0, £(0))).
2) placer les tangentes a la courbe (ici la tangente a Cy en le point précédent).
3) tracer la courbe Cy en prenant en compte le sens de variations de f et les limites de f.

Insistons sur le fait qu’a proximité du point (O, f (O)), tangente et courbe représentative de

f doivent apparaitre comme confondues.
[]
\ v

Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N 1w,y = f(up).

3. Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté «, que ’on calculera.

Démonstration.
Soit € R. Deux cas se présentent.

e Sixz € R* alors :

& =1 (car x #0)

e Siz =0, alors: f(0) =1.

On en déduit que 0 n’est pas un point fixe de f.

La fonction f admet pour unique point fixe a = In(2).

4. a) Etablir : Vo € [0, +00], €** —27e” — 1 > 0.

Démonstration.

« Considérons la fonction g : & — e?* — 2ze® — 1.
La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
Soit x € R.
gd(z) = 2" (" —1—x)
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Déterminons le signe de ¢'(x).
x Comme e* > 0, ¢'(z) est du signe de e* — 1 — z.

x Or la fonction h : z — €* est convexe sur R.
On en déduit que sa courbe représentative Cp, se situe au-dessus de ses tangentes, notamment
celle au point d’abscisse 0. Or cette tangente est la droite d’équation :

y = h0)+h(0)(z-0)

= 4z = 1+2
Ainsi : Ve € R, e* > 1+ z. Do :

e"—1—2 =0

‘ On en déduit : Vo € R, ¢'(z) > 0. ‘

« La fonction g est donc croissante. Ainsi, pour tout z € Ry :

‘ Finalement, pour tout z € R, e?* —2ze® —1> 0. ‘

O
b) Montrer : Var €]0, +oo[, f'(z) +; = %
Démonstration.
Soit x € ]0, +o0l.
1 (I1—-z)e*—=1 1
/ i S A R
f(x)+2 (ev —1)2 s
_ 2(l—@)e” —24 (" — 1)
- 2(e* —1)2
26" 216" — 246X — 27+ 1
- 2(ez _ 1)2
B e?® —2re® — 1
N 2(e* —1)2
1 e2® — pe® — 1
W 0 ! 5 T ooz _1\2 -

30



ECG4
Mathématiques

24 septembre 2022

¢) Montrer : Vx € [0, 400, —= < f'(z) <0.

Démonstration.
Soit x € [0,400].
« Tout d’abord, d’apreés la question 2.a) :

fll@) <0

1
« Démontrons : —5 < f'(z). Deux cas se présentent :

x si @ # 0, alors, d’aprés la question précédente :

1 e —2ze" —1
2 2(er —1)2

1
Comme 2 (e” — 1)2 > 0, on en déduit que f'(x) + 5 est du signe de g(x).

Or, d’apres la question 2.a) : g(z) = 0. On en déduit :

1
x six =0, alors :
1 1
/ 0 - _ 2 _ =
FO) =t > -
. 1
Finalement : Vz € [0, 4o00[, f/(z) > 3
, . 1 /
On en déduit : Vo € [0, +o00], —3 < fl(z) <0

. 1
d) Etablir : Vn € N, |up+1 — af < B |un, — .

Démonstration.
o D’aprés les questions précédentes :
x f est dérivable sur [0, +oo,
1
x Vo € [0,+OO[, ‘f/(l‘” < 5

En effet, d’aprés la question précédente, pour tout = € [0, +o0] :

1
1 1
d < fllr) < 5
onc 5 f(z) 5
. 1
c’est-a-dire |f'(z)] < 5

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :

V(z,y) € [0,+00%, |f(y) — f(2)] < 5 |y— =l
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o Soit n € N. On souhaite appliquer cette inégalité & y = u,, et x = a.
Pour cela, vérifions que ces deux termes appartiennent a U'intervalle [0, +oo].
x D’aprés le tableau de variations de la question 2.¢), [0, +00o[ est un intervalle stable de f.
De plus : ug=12>0.
Ainsi, par récurrence immédiate : Vn € N, u,, € [0, +o00].

x D’apres la question 8. : a = In(2) € [0, +o0].

Soit n € N.
En appliquant donc l'inégalité précédente & y = u,, € [0,400] et x = o € [0, +00], on obtient :
1
Flu) — F(@)] < 5w — o
Or :

x f(up) = up41, par définition de la suite (uy,),

f
x f(a) = a, car « est un point fixe de f.

1
On en déduit : Vn € N, |up41 — o < B lup, —

Commentaire \

« La démonstration par récurrence de la propriété : Vn € N, wu,, € [0, +oo[, n’était pas
au coeur de cette question et la simple mention de cette récurrence suffisait sans doute
& obtenir la totalité des points alloués & cette question.

« La rédaction de cette derniére aurait été la suivante.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n) ou  P(n) : u, € [0,400].

» Initialisation :
D’apreés I'énoncé : ug = 1 € [0, +o00].
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. up41 € [0, +00[).
x Par hypothése de récurrence : u, € [0, +o0[.

x Ainsi, d’aprés le tableau de variations de la question 2.¢) : f(u,) € [0, 1].
Or : [0,1] C [0, +o0].
On en déduit : upt1 = f(uy) € [0, 400l

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, u,, € [0,400].

\ Ji=
. 1
5. En déduire : Vn € N |u, —a < 2—n(l — ).
Démonstration. 1
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot  P(n):|uy, — o] < on (1—a).

» Initialisation :
1
x D’une part, d’aprés la question 3. : 20 (1-a)=1-1n(2).
x D’autre part, comme ug =1 :
lup—a] = |1—a] = [1-In(2)] = 1—-1In(2)

En effet : 1 —In(2) > 0.
D’ou P(0).
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» Hérédité : soit n € N. )
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. |up+1 — o < S (1—a)).

D’aprés la question 2.d) :
1
[Un+1 —af < ) |un, — af

Or, par hypothése de récurrence :

L1 a)

|Un—04|<27

En combinant ces deux résultats, on obtient :

1 1 1
[unt1 —af < 5’% al < 5 % 27(1—04) = W(l—a)
D’ou P(n+1).
o ) 1
Par principe de récurrence : Vn € N, |u, — a| < o (1—a). 0
6. Conclure que la suite (uy,)nen converge vers .
Démonstration.
1
« D’aprés la question précédente : Vn € N, |u, —al < on (1 — ). Ainsi :
1 1
Vn € N, —Q—n(l—a) < |up —af < 2—”(1—a)
e Or:
x —i(l—a)—>00ar 1 — Ocar 2" — 400
2n 2" n—+o0 ’
1
Ainsi, par théoréme d’encadrement : |u, —a| — 0. Ceci équivaut a : u, —a — 0.
n—+oo n—+o00
On en déduit que la suite (uy,) est convergente de limite a. =

7. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche le plus petit n € N tel que |ty — a| < 1079,

Démonstration.
1 n=20
2 u=1
3 while (u - np.log(2)) >= 10**(-9)
4 u=u/ (np.exp(uw) - 1)
5 n=n+1
6 (n)

Détaillons les éléments de ce programme.
« Début du programme
La variable n est initialisée a 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (u,), est initialisée a vy = 1.

o=
c

Il
-
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« Structure itérative
Les lignes 3 & 5 consistent a déterminer le plus petit entier n tel que |u, — a| < 1072, On doit
donc calculer les valeurs successives de la suite (u,) jusqu’a ce que |u, — a| < 1079, Autrement
dit, on doit calculer ces valeurs successives tant que |u, — a| > 107°. Pour cela, on met en place
une structure itérative (while) :

3 while (u - np.log(2)) >= 10**x(-9)

9

Tant que |u, —a| > 1077, on calcule u,+1 et on stocke toujours cette valeur dans la variable u :

4 u=u/ (np.exp(u) - 1)

n r's & jour en conséquen vari n :on ajou ur signaler qu’on ulé 1.
On met alors a jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signale ‘on a calculé w4

5 n=n-+1

o Fin du programme
A P’issue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que |l — af <1079,
On affiche alors enfin la valeur de la variable n.

7 (n)

Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, proposer un programme Python correct démontre
la bonne compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité

des points alloués a cette question.
On procédera de méme dans les autres questions Python.

\ J

O

8. Si on ne connaissait pas la valeur de «, comment aurait-on pu déterminer un entier n tel que
[ty — | < 1072 ? Ecrire I'appel correspondant en Python.

Démonstration.

o On souhaite exhiber N € N tel que :
lu, —a| < 107°
Or, d’aprés la question 5., pour tout n € N :
1
lun —al < 27(1—04)
Comme « > 0, on obtient : 1 —a < 1. D’ou :

1 1
VneN, |u,—al < 27(1—@) < o0

1
o Il suffit alors de trouver N € N tel que : oN <1079,
Si c’est le cas, on obtient alors par transitivité :

1

-9
v < 10

luy —al <
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« Déterminons alors un entier N vérifiant : Q—N <1077,
Soit n € N. )
-9
o < 10
nos 9 (par stricte décroissance de la
< 2 > 10 fonction inverse sur ]0,+o0o[)
(par stricte croissance de la
>
 nin@2) > 91n(10) fonction In sur ]0, +o00)
9 In(10
& n = lnn((Q)) (car In(2) > 0)
L’entier N = 9 In(10) convient.
In(2)

On obtient 'entier cherché par I’appel : np.ceil(9 * np.log(10) / np.log(2)).

Commentaire

Si on ne connait pas « et qu’on souhaite en calculer une approximation a 10~2 prés, on
pourra alors procéder comme suit.

1 N = np.ceil(9 * np.log(10) / np.log(2))
2 u=1

3 for i in Ny

4 u=u/ (unp.exp(u) - 1)

5 (u)

\.

Etude d’une fonction définie par une intégrale
On note G : R — R l'application définie par :

G:xw— f(t) dt.

X
9. Montrer que G est de classe C! sur R et, pour tout z € R :

z(3—¢€") .
Ga)={ -1 %770
1 six = 0.

Démonstration.

« La fonction f est continue sur R. Elle admet donc une primitive F' de classe C!' sur R.

e Soit x € R. On remarque :
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La fonction H : x + F(27) est de classe C! sur R car elle est la composée H = F o h ot :
x h:x—2x est:

- de classe C! sur R,

- telle que : h(R) C R.

« F est de classe C! sur R.

La fonction G est de classe C sur R en tant que somme de fonctions de classe C' sur R.

e Soit z e R :
G@) = (Fohy(z)-F()
= (F'oh)(z) x h(z)— F'(x)
= F'(h(z)) x 2 - F'(2)
= 2F'(2z) — F'(x)
= 2f(2z) — f(x) (car F est une primitive de f)

Deux cas se présentent alors :

x si x € R*, alors :

7777777 G'(x) = 2f(2z)— f(x)
4z x
e2r _ 1 N et —1

dr —x (e + 1)

x si x =0, alors :

10. a) Montrer : Vz € [0, +o0], 0 < G(z) < zf(z).
En déduire la limite de G en +o00.

Démonstration.
« Soit x € [0, +o0.
x Soit t € [z, 2z]. Alors :

(par décroissance de f

donc flx) = f(t) = f(22) sur [0, 4+o00[)

De plus, d’aprés le tableau de variations de la question 2.c) : f(t) > 0.
Ainsi, pour tout t € [z, 2x] :
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x Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (x < 2z, car x > 0) :

2x 2z 2x
/ 0dt < f@t)dt < f(z) dt

T
I I I

0 G(x) f(@)2r —2) = xf(z)

Commentaire \

On retiendra que l’encadrement / la minoration / la majoration d’une intégrale
s’effectue souvent de la facon suivante :
1) encadrement / minoration / majoration de son intégrande,

2) utilisation de la croissance de lintégrale (pour peu que les bornes soient dans
l'ordre croissant).

\. J

e On a I’équivalent suivant :

x? x?
et —1 z-+00 €%
2
Or, par croissances comparées : lim — = 0. On en déduit : lim z f(x) =0.
z—+oo e¥ —+00

On obtient alors :

x lim 0=0,
T——+00
x xll}l}_loo x f(z) =0.

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim G(x) = 0.
T——+00

b) Montrer : Vz € | — 00,0], G(z) < z f(z).
En déduire la limite de G en —o0.

Démonstration.
o Soit x €] — 00, 0].
x Soit t € [2z, z]. Alors :

2r <t < «x

o 103 s T

x Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (2x < x, car x < 0) :

f@)yd > f(z) dt
2z 2z
I I
2x 2x

[ rwa | f@)a

x x
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On en déduit :
2

/ Tiwa < [ fw)

G(x) f(@)2r —2) = xf(2)
Vo €] —00,0], G(z) <z f(z)
« D’apreés la question 2.¢) : IEIPOO f(z) = +00. On en déduit ;pEEnoo z f(z) = —o0.
Ainsi, par théoréme de comparaison : xli}r_noo G(z) = —o0.

11. Dresser le tableau de variations de G. On n’essaiera pas de calculer G(In 3).

Démonstration.

« D’apreés la question 9 :
z (3 —e")

G x— e —1

1 sizx=0

six#0

Déterminons, pour tout x € R*, le signe de G'(z).
Soit z € R*.

« Etudions le signe de (3 — e%).
3—e* >0 & 3>ef
(par stricte croissance de la

fonction In sur |0, +o0])

«x Etudions le signe de e** — 1.

2T _1>0 & e>1

(par stricte croissance de la
fonction In sur |0, +o0])

On obtient le tableau de signes suivant :

x —00 0 In(3) +oo
Signe de x - 0 + +
Signe de 3 — e” + + 0 -
Signe de e?* — 1 - 0 + +
Signe de G'(z) + + 0 -
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« On obtient enfin le tableau de variations suivant.

x —00 In(3) +oo
Signe de G'(z) + 0 -
G(In(3))
Variations de G /
0 0
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