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DS1 (version B) /147

Exercice 1 /42

0
1. Dans cette question, on considére les matrices C' = (1) € Mi(R), L=(1 2 -1) € #:(R) et
2
le produit matriciel M = CL.

a) (i) Calculer M et M?2.

00 O
-lpt: M=(1 2 -1
2 4 =2

-1pt: M?= 0. ()

(it) Déterminer le rang de M.
-1pt:rg(M)=1

(ii1) La matrice M est-elle diagonalisable ?
- 1 pt: Sp(M) c {0}
- 1 pt : 0 est valeur propre de M

- 1 pt : théoréme du rang

- 1 pt : conclure M non diagonalisable

0 1 0 0
b) Soit P = (1 0 0) . Justifier que la matrice P est inversible et calculer le produit P (1) .
0 2

-1pt:rg(P)=3

wef)

1
¢) Trouver une matrice inversible Q dont la transposée ‘@ vérifie : tQ( 2 ) = (
—1

1
0].
0

1 1
- 2 pts : pour tout matrice () qui vérifie tQ( 2) = (0) (par exemple @ =

-1 0
1 2 -1
0 -1 1)
0 0 1
- 1 pt : vérification () inversible

d) Pour une telle matrice @, calculer le produit P M Q.
-1 pt : PMQ:El’l
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2. La fonction Python suivante permet de multiplier la i€ ligne L; d’une matrice A par une réel
sans modifier ses autres lignes, c’est-a-dire de lui appliquer l'opération élémentaire L; < a L; (ou
a#0).

(Pour lezxplication des fonctions et instances Python, on pourra se reporter a l'annezxe en fin de
sugjet)

1 def multilig(a, i, A)

2 [n, p] = A.shape

3 B = np.copy(4)

4 for j in (P)

5 B[i, j] = a * B[i,]j]
6 return B

a) Donner le code Python de deux fonctions adlig (d’arguments b, i, j, A) et echlig (d’arguments
i, j, A) permettant d’effectuer respectivement les autres opérations sur les lignes d’une matrice :

- 3 pts : fonction adlig (1 pt pour structure de fonction, 1 pt pour initialisation, 1
pt pour boucle for)

1 def adlig(b, i, j, 1)

2 [n, p] = A.shape

3 B = np.copy(A)

4 for k in (p) :

5 B[i, k] = B[i, k] + b * B[j, k]
6 return B

- 3 pts : fonction echlig (2 pts pour utilisation d’une variable auxiliaire, 1 pt pour
le reste)

def echlig(i, j, A)

[n, p] = A.shape

B = np.copy(4)

for k in (p)
aux = B[i, k]
B[i, k) = B[j, k]
B[j, k] = aux

return B

o N e v N =

b) Expliquer pourquoi la fonction multligmat suivante retourne le méme résultat B que la fonction
multlig.

1 def multiligmat(a, i, A)
2 [n, p] = A.shape

3 D = np.eye(n)

4 D[i, i] = a

5 B = np.dot(D, A)

6 return B

- 4 pts (dont 2 pour une tentative pertinente)
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3. Dans cette question, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M une matrice de .4, (R) de rang
1. Pour tout couple (i, j) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients sont

nuls sauf celui situé a l'intersection de sa i°™° ligne et de sa j°™° colonne, et qui vaut 1.

&1
a) (i) Justifier I'existence d’une matrice colonne non nulle C' = [ : | € .4, 1(R) et d’'une matrice
Cn
ligne non nulle Ly = (I; ... l,) € #1n(R) telles que M = CL.

- 4 pts dont 2 pour toute tentative pertinente

(it) Calculer la matrice M C et en déduire une valeur propre de M.

-2pts: MC = <Z EicZ-) -C
i=1

-1 pt : C 7& 0(///%1(]1{)

n
(i1i) Montrer que si le réel Y ¢;[; est différent de 0, alors la matrice M est diagonalisable.
i=1

1pt:0e€Sp(M) car rg(M) =1
1 pt : dim (EO(M)) =n — 1 par théoréme du rang
- 2 pts : dim (Eo(M)) + dim (Eo(M)) =n (1 pt par inégalité)

b) (i) A l'aide de 'égalité M = C L, établir I'existence de deux matrices inversibles P et Q telles
que PMQ = Fy;.

- 5 pts dont 2 pour toute tentative pertinente

(#1) En déduire que pour tout couple (i, ) € [1,n]?, il existe deux matrices inversibles P; et Q;
telles que P, M Q; = Ej; ;.

- 2 pts : décomposition E;; en produit d’'une matrice colonne par matrice ligne
bien choisies

- 1 pt : reste
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Exercice 2 /43

Soit (un)nen+ une suite réelle positive. On définit la suite (v, )nen+ par :

1 n
Yk

Vn e N*, v, =
"ol +1) o

1. On suppose que 'on dispose d’une fonction Python d’en-téte def suite_u(n) qui prend en argu-
ment un entier n de N* et qui renvoie la valeur de u,,.
En déduire une fonction Python d’en-téte def suite_v(n) qui prend en argument un entier n de
N* et qui renvoie la valeur de v,,.

- 4 pts (1 pt pour structure fonction, 1 pt pour initialisation, 1 pt pour boucle for, 1
pt pour derniére mise a jour de v)

1 def suite_v(n)

2 v=20

3 for k in (n) :

a v=v+ (k+ 1) * suite_u(k + 1)
5 v=>00/ (@x*x (m+ 1)) *xv

6 return v

2. On suppose dans cette question uniquement que la suite (uy,),en+ est décroissante.

a) Justifier que la suite (uy)nen+ converge.
-1pt

b) Pour différentes suites (uy)nen+ décroissantes, on représente ci-dessous, a l'aide des fonctions
suite_u et suite_v, les premiers termes des suites (u,)nen+ avec le symbole X et ceux de la
suite (vp)nen+ avec le symbole @.

A la vue des graphes suivants, quelles conjectures peut-on faire sur la monotonie, la convergence
et la valeur de la limite de la suite (v, )nen+ en fonction de celle de la suite (uy)pen+ ?

sl T 0.5 o
;< : 0.45 |
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b ; 035 1
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P : 03
8 1 A O O O O '
N S S S S S '
Vo R X% e e :
A 0151 :
B U U R ;
P T SRR SRS U SN T YUY S-S oL ; ;
e 3% SRR U SR - U VU S SO SR SO
A
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Cas ol : Vn € N*, u,, = e!/" Casou:Vn e N* u, =e™"
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(R S s R S S B I B O N ST ST S IO S
e St SRR SRR EESSE EELI SRR T N Y.
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: X ® ; 1 : : :
o R R S S T S S [ [ S S S
6 1
Cas ou : Vn € N*, u, = 3n+1 Cas ou : Vn € N*, u, =44 5(0.2)"
n_
- 3 pts : 1 pt pour (v,) décroissante, 1 pt pour (v,) convergente, 1 pt pour lirJrrl Uy =
n—-+0oo
1 I
3 i e
Up, n+1 3n+1
Montrer, pour tout n de N* : v,, > — et 19, < ) Uyt 1.
°) P nZ S Sont ) " aen 1)
- 1pt:Vke[l,n], up > uy
1 n L
-1pt:v, > U
PO D) &
1 n
-1pt: ku, =
P
n+1 1 2n
-2pts:o —_— vyt ————— ku
PEs s = o on+ ) ™ 2n2n 1 1) k:%l ’“
1 2n 1 2n
-1pt: —m—— kup < ———— ku
i 2n(2n +1) k:zn:—i—l “ S on(2n + 1) k::%:ﬂ n+1
1 2n 3n+1
-1lpt: ———— ktupy1 = ——— u
P nen 1) k:%l " Y en 1 1)
1
d) Montrer, pour tout n de N*: (n+2)v,41 = nvp+ups1  puis  Upp1—vn = — (Upgy1—20p41)-
n

-1pt: (n+2)v,p1 =novy+ Uptr
-1pt:og—v, = E(UWH»l — 2Up41)
e) Démontrer toutes les conjectures faites a la question 2.b).

- 1 pt : (v,) décroissante (utilisation 2.d) et 2.c))
-1pt:VneN5 v, >0

- 1 pt : (v,) converge

1
-3pts: lim v,== lim wu, (1 ptpour >, 2 pts pour )

n——+o0o 2 n—+4oo
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3. On suppose dans cette question uniquement que la série > wu, converge.
n=>1

N N
a) Montrer : VN € N*, " v, = > up — Non.
n=1 k=1

Indication : on pourra penser 4 effectuer une interversion de sommes.

N n N N
-lpt: ) Z > 2
n=1 k=1 k=1 n=k
2pts: S | Lo b (4 pe DES, 1 pt gél )
- S : _— = - — our our télescopage
p 2 nnt1) N1 pt p » L Pt p pag
N
-1pt:VNeN Y v, =) up—Noy
n=1 k=1
b) En déduire que la série > v, converge.
n=>1
N N
-1pt: > v, <> u
n=1 k=1
_l’_
-1pt: > v, <D ug
=1 k=1

N
-1pt: (Z vn> croissante

n=1
¢) Montrer ensuite que N vy tend vers une limite finie lorsque 'entier N tend vers +oo, puis en
raisonnant par l’absurde, montrer que cette limite est nulle.

- 1 pt : (Novy) converge
¢
-1pt:v, ~ 0
n—+oco M
- 2 pt: > v, diverge par critére d’équivalence des SATP (1 pt pour positivité, 1 pt

pour divergence série harmonique)
+oo +oo
d) En déduire : > v, = > up.
oo -
-1pt

4. On considére dans cette question une variable aléatoire Y a valeurs dans N*.

a) Justifier qu’il existe une variable aléatoire Z, & valeurs dans N*, telle que :

VneN*, P(Z=n]) = (n1+ ) é P([Y = k])

-1pt:VneN 0,20

“+o0o
-1pt:> u, convergeet > wup=1
k=1

+oo
-1pt:> v, convergeet > v,=1

n=1
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b) On suppose dans cette question que Y admet une espérance, notée E(Y).

E
Montrer : P([Z =n]) ~ % La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?
n——+oo n

-1pt:E(Y)>0

-1pt:P([Z=n]) ~ E(Y)

n—+oo n2
- 1 pt : convergence absolue

- 2 pts : critére d’équivalence des SATP (1 pt pour positivité, 1 pt pour reste)

Probléme /62

On note f: R — R 'application définie par :

- six#0
fix— e -
1 siz=0
Etude de fonction /15
1. a) Montrer que f est continue sur R.
- 1 pt : continuité sur | — co,0[ et sur ]0, 00|

- 1 pt : continuité en 0

b) Justifier que f est de classe C! sur | — 0o, 0] et sur ]0, +oc, et calculer f/(x)
pour tout z €] — oo, 0[ U ]0, 4o00].

(1—x)e*—1

- 1pt:VeeR fl(x) = o -1

1
On admettra pour la suite que f'(0) = —3 et que f est de classe C! sur R.

2. a) Etudier les variations de I’application u : R — R, définie par :
urr—(l—x)e” -1

- 1 pt : u dérivable sur R et Vz € R, v/(z) = —ze” (0 s’il n’est pas fait mention de la
dérivabilité de u)

- 1 pt : variations de u

x —00 0 +00

Signe de u/(z) + -

Variations de u
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b) Montrer : Vx € R, f/(x) < 0.
-1pt:VzreR, ulz) <0
-1pt:VezeR fl(x) <0
1
- 1pt:f’(0)z—§<0

¢) Déterminer les limites de f en —oo et en +o00.

Dresser le tableau de variations de f.

-1pt: lim f(x)=+o0
T—r—00
-1pt: lim f(x)=0

r——+00

-1pt: TV

T

Signe de f'(z)

Variations de f

d) Tracer l'allure de la courbe représentative de f.

- 4 pts : 1 pt pour tangente en 0, 2 pts pour cohérence courbe, 1 pt propreté
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Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f /25

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N : w,p1 = f(up).

3.

Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté «, que ’on calculera.

- 1 pt : 0 n’est pas solution

- 1 pt : @ =1n(2) seule solution sur R*

. a) Etablir : Vo € [0, +00], e** — 2z¢® — 1 > 0.

-1pt:g:z+ e®® —2ze®— 1 dérivable sur R et : Vz € R, ¢'(x) = 2e” (e — 1 — x)
-2pts:VreR, e’ > 1+ (1 pt pour convexité, 1 pt pour tangente en 0)

b) Montrer : Vx € ]0,+oo|, f'(x)+ 9= %

-1pt
1
¢) Montrer : Va € [0, +00], —3 S f'(z) <0.
- 1 pt:Vzel0,+oof, f/(z) <0

1
- 1pt:f/(0)>—§

1
-1 pt:Vee]0,+oof, f(z) > 5

B 1
d) Etablir : Vn € N, |up41 — o] < §’u" —al.

- 5 pts : IAF (2 pts hypothéses, 1 pt IAF, 2 pts (u,,a) € [0, +00[?)

! (1-a).

En déduire : Yn € N, |u, — o] < on

- 1 pt : initialisation
- 2 pts : hérédité

Conclure que la suite (uy)nen converge vers a.

-1pt
Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche le plus petit n € N tel que |u, —a| < 1072,
- 4 pts : 1 pt initialisation, 2 pts boucle while, 1 pt disp

1 n=20

2 u=1

s while (u - np.log(2)) >= 10**(-9)

a u=u/ (up.exp(w) - 1)

5 n=n-+1

6 (n)

Si on ne connaissait pas la valeur de «, comment aurait-on pu déterminer un entier n tel que
lu,, — o] < 10727 Ecrire Pappel correspondant en Python.

9 In(10)

-3 pts: 2 pts N =
prs = 2 P8 M(z)

-‘, 1 pt np.ceil(9 * np.log(10) / np.log(2))
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Etude d’une fonction définie par une intégrale /15
On note G : R — R l'application définie par :
G:z— f(t) dt.
xX
9. Montrer que G est de classe C! sur R et, pour tout z € R :
z(3—e")
Gl(l’) _ e?x _

1 siz=0

six#0

- 1 pt : f continue sur R donc admet une primitive I’ de classe C' sur R
-1pt: G(z)=F(2z)— F(x)
- 1 pt : G de classe C! sur R
S 1pt: G'(a) = 2(20) - f(a)
z(3 —e”)
-1pt: Gz e -1

1 siz=0

sixz#0

10. a) Montrer : Vz € [0, +o00[, 0 < G(x) < zf(x).

En déduire la limite de G' en +o00.

-1pt:Veex,2z], 0< f(t) < f(z)

-2pts: 0<G(z) <z f(z) (dont 1 pt pour = < 2z car x > 0)
-1pt: lim G(z)=0

r—r+00
b) Montrer : Vo € | — 00,0], G(z) < zf(x).
En déduire la limite de G' en —oo.
- 1 pt: Ve e 2z,2], f(t) > f(x)
- 2 pts : G(z) <z f(z) (dont 1 pt pour 2z < z car = < 0)
-1pt: lim G(z)= -0

T—r+00

11. Dresser le tableau de variations de G. On n’essaiera pas de calculer G(ln(3)).

- 2 pts
x —00 In(3) “+oo
Signe de G'(z) + 0 -
G(In(3))
Variations de GG / \
—00 0

10



