ECG4 24 septembre 2022
Mathématiques

DS1 (version A)

Exercice 1

On désigne par id I'endomorphisme identité de R3 et par I la matrice identité de .#3(R).
On note & = (e1, e, e3) la base canonique de R? et on considére ’'endomorphisme f de R? dont la

-5 2 =2
matrice dans la base B est : A = (—2 0 —1) .
6 -3 2

1. a) Calculer (A + I)2.
b) En déduire que A est inversible et déterminer A~1.
2. Onnote F ={X € #3:(R) | AX = -X}.
a) Résoudre I'équation AX = —X d’inconnue X € .45, (R).

b) En déduire que F est un sous-espace vectoriel de .#51(R) et déterminer une base de F'.

1 0 1
3. Onnote P=|0 1 —1].

-2 1 =2

a) Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.

-1 0 =2
b) Montrer que P~'AP = T ou T est la matrice triangulaire supérieure 7' = ( 0 -1 1) .
0 0 -1

¢) Démontrer : Vn € N, P~1A"P = T".

4. a) Exhiber une matrice N € .#3(R) telle que T s’écrit T'= —1 + N.
b) Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.

¢) Soit n € N. Déterminer 7™ a l’aide de la formule du binéme de Newton.
Le résultat devra faire apparaitre 7™ comme combinaison linéaire de I et de V.

d) Soit n € N. Exprimer enfin 7" comme combinaison linéaire de I et de 7.
5. a) Expliquer pourquoi l'on a : Vn € N, A" = (=1)""! (n—1)I +nA).

b) Vérifier que la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1.
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Exercice 2

1 1
1. Quelle est la nature des séries et —7
ngg n—+ 1 ngo (n + 1)2

B n 1
2. Ecrire une fonction Python qui prend en paramétre un entier n et renvoie S, = Y

=0 (k+1)%
1
somme partielle d’ordre n de la série —_—.
go (TL + 1)2

3. On note (ap)nen une suite de réels strictement positifs, décroissante et de limite nulle.
Pour tout entier naturel n, on pose :

2n & 2n+1 i n i
up = 3 (=D%k, va= 3 (=1)%ak, sn= 3 (=1)ak
k=0 k=0 k=0

a) Montrer que la suite (u,) est décroissante, et que la suite (v,) est croissante.

b) Montrer, pour tout n de N : v, < uy,.
En déduire que la suite (u,) admet une limite s et que la suite (v,) admet la méme limite s.

¢) En déduire que la suite (s,) converge vers s.

4. Montrer que la série . (—1)"a, est convergente.

n=0
(1" & (D)
5. Montrer que la série est convergente. On note sa somme.
ns0 1+ 1 k=0 k+1

6. a) Etablir, pour tout réel ¢ positif et pour tout n de N*, I'égalité :

=l 1)k 1 nn "
— t _ (=
]}::0( ) 1+t (=1) 1+t

b) En déduire, pour tout n de N* :

= In(2) — (=1)" t
> G = @) >/0 -

¢) Démontrer, pour tout n € N* :

—~

/1 tm 1
dt| <

s too (—1)k
d) En déduire la valeur de ) .
k=0 k+1
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Exercice 3

Soit p € 10, 1[. On note ¢ = 1 — p. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N*.

1. Dans cette question (et dans cette question seulement), on suppose que la v.a.r. X suit une loi
géométrique de paramétre p.
Montrer : Vk € N, P([X > k]) = ¢~.

2. On suppose maintenant que X est une v.a.r. quelconque qui vérifie : Vk € N, P([X > k]) = ¢*.
a) Démontrer, pour tout k € N :

P(IX = K]) = B(IX >k — 1]) = P([X > k])
b) Démontrer que la variable aléatoire X suit alors la loi G (p).

3. Conclure.

Probléme

On note f: R — R P'application définie par :

six#0

eI_

1 sizx=0

fix—

Etude de fonction
1. a) Montrer que f est continue sur R.

b) Justifier que f est de classe C! sur | — 0o, 0| et sur |0, +-o0], et calculer f'(x)
pour tout z €] — 0o, 0[ U ]0, +o0.

1
On admettra pour la suite que f'(0) = —5 et que f est de classe C! sur R.

2. a) Etudier les variations de Iapplication u : R — R, définie par :
urx— (1—xz)e® —1

b) Montrer : Vz € R, f'(x) <O0.

c¢) Déterminer les limites de f en —oo et en +o0.
Dresser le tableau de variations de f.

d) Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N 1w,y = f(up).

3. Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté «, que 'on calculera.

4. a) Etablir : Vo € [0, +00[, ** — 2re® — 1 > 0.
1 e —2ze" -1
b) Montrer : Vx € ]0,+oo|, f'(x)+ 5= %

¢) Montrer : Vx € [0, +o00[, —= < f'(z) <0.
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d) Etablir : Vn € N, |up41 — af < ilun —al.

L.

En déduire : Vn € N, |u, — o] < on
Conclure que la suite (uy)nen converge vers .

Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche le plus petit n € N tel que |u,, —a| < 1077,

Si on ne connaissait pas la valeur de «, comment aurait-on pu déterminer un entier n tel que
lu,, — af < 10727 Ecrire appel correspondant en Python.

Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note G : R — R l'application définie par :

10.

11.

G:z— f(t) dt.

x

Montrer que G est de classe C' sur R et, pour tout z € R :
3 _ AT
M siz#0
G'(z) = e*r —1
1 siz =0

a) Montrer : Vz € [0,400], 0 < G(z) < zf(x).
En déduire la limite de G' en +o0.
b) Montrer : Vz € | — 00,0], G(x) < zf(z).

En déduire la limite de G en —oo.

Dresser le tableau de variations de G. On n’essaiera pas de calculer G(1In(3)).




