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DS7 (version A)

Exercice 1 (EML 2017)

On note E = Ry[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal 4 2 et B = (1, X, X?)
la base canonique de E. Pour tout polynéme P de E, on note indifféremment P ou P(X).

Pour tout (o, 3,7) € R3, la dérivée P’ du polynéme P = o+ X +vX? est le polynéme P’ = 3+2vX,
et la dérivée seconde P” de P est le polynome P’ = 2.

On note, pour tout polynéme P de F :

a(P)=P—XP, bP)=P—P, cP)=2XP—(X2-1)P

Par exemple : a(X?) = X? — X(2X) = — X2
Enfin, on note f =boa—aob.

Commentaire

L’énoncé prend partie de noter indifféeremment P et P(X), ce qui permet d’alléger les notations.
En contrepartie, ce choix peut amener & des confusions sur les objets manipulés. Afin d’éviter ces
confusions, on évitera, dans ce corrigé, d’utiliser ’abus de notation autorisé par I’énoncé.

Partie I : Etude de a

1. Montrer que a est un endomorphisme de F.

Démonstration.

o Montrons que a est une application linéaire.

Soit (Pp, P2) € E? et (A1, \2) € R

(aM-Pi+Xa-P))(X) = (M-Pit+daP)(X) =X (M- P+ e B)(X)
= M -P(X)+ X P(X)— X()\1 P/(X )-i—Ag-Pé(X))
= AM-PI(X)+ A Py(X) — A - XP{(X) = Ay - XPY(X)
= M- (PiI(X) = XP{(X)) + A2 - (P2(X) — XPy(X))

= A (a(P)(X) + A2+ (a(P))(X)
= (M -a(P) + A2 - a(P))(X)
Et ainsi : a(A1 - P+ A2+ P2) = A1-a(P1) + A2 - a(P2).

« Montrons que a(E) C E. Autrement dit, montrons que pour tout P € E, a(P) € E.
Soit P € E. Alors il existe (a, 3,7) € R? tels que P(X) = a + 8X + vX?2. Donc :

(a(P))(X) = P(X)-XP(X)
= a+BX +9X% - X(8+2vX)
= X2+

Ainsi, a(P) est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2 : a(P) € E.

On en déduit que a est un endomorphisme de FE. 0
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2. a) Montrer que la matrice A de a dans la base & de E est A = (

o O =
o o o
|OO
—_

v

Démonstration.
Pour éviter les confusions, on notera & = (P, P1, P») la base canonique de Ro[X] :

P(X)=1, P(X)=X, PR(X)=X"
e (a(P))(X)=Py(X)— X x Pj(X)=1—-0=1= Py(X). On en déduit :

a(Pp))=1-Py+0-P,+0- P,
1
Et ainsi : Matg(a(FPp)) = [ 0].
0
. (a(Py)) = Pi(X) — X x P/(X) = X — X = 0. On en déduit :
G(P1)=O~P0+O-P1+O-P2
0
Ainsi : Matg(a(P1)) = {0].
0

e (a(P2))(X) = Py(X) — X x Py(X) = X2 —2X2 = —X2 = —Py(X). On en déduit :

G(PQ):O‘PO+O‘P1—1‘P2

-1

0
Ainsi : Matg(a(P)) = ( 0 )

On en conclut : A = Matg(a) = (

S O =
[en R en Rl an)
|OO
—_
v
O

b) Déterminer le rang de la matrice A.

Démonstration.

3. L’endomorphisme a est-il bijectif ? Déterminer Ker(a) et Im(a).

Démonstration.

« Tout d’abord : dim(Im(a)) = rg(a) = rg(4) = 2 < 3 = dim(FE).
Donc Im(a) # E. Ainsi I'endomorphisme a n’est pas surjectif.

On en déduit que 'endomorphisme a n’est pas bijectif.




ECE2 5 Février 2022
Mathématiques (version A)

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim(Ker(a)) + rg(a)
3 2

D’ou : dim(Ker(a)) = 1.

D’aprés la question précédente : a(P;) = 0. Ainsi P; € Ker(a).
La famille (P;) est donc une famille :

x libre, car elle est constituée uniquement d’un vecteur non nul,
x telle que : Card((P1)) = 1 = dim(Ker(a)).

On en déduit que (Py) est une base de Ker(a).

Ker(a) = Vect (P)

o Par caractérisation de 'image d’une application linéaire :
Im(a) = Vect (a(Fy), a(Py), a(Py)) = Vect (Py, 0, —Py) = Vect (Py, P2)

Ainsi la famille (P, Py) est :

x génératrice de Im(a),

x telle que : Card ((P, P2)) = 2 = dim (Im(a)).
C’est donc une base de Im(a).

Im(a) = Vect (P, P»)

Commentaire

o On peut aussi utiliser le spectre de A pour déterminer si a est bijectif.
Détaillons cette méthode.

La matrice A est diagonale. Ainsi, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
D’ou : Sp(4) = {—1,0,1}. Or, comme A est la matrice représentative de 1’endomor-
phisme a dans la base £ :

Sp(a) = Sp(4) = {-1,0,1}

Le réel 0 étant valeur propre de a, 'endomorphisme a n’est pas bijectif.

« Il est possible de déterminer Ker(a) par le calcul. Détaillons cette méthode.

Soit P € E. Il existe donc (z,y,2) € R3 tel que P=x-Py+y- P, + 2 - P».

X
Ainsi Matgz(P) = [y | et :
z
x 0 x = 0
PeKer(a) & a(P)=0pg & Aly|=[0]| & 0 =0
z 0 - Zz = 0
Donc :
Ker(a) = {z-Py+y-Pi+z2-PoeE|x=0etz=0}
= {y-PlyeR}

= Vect (P)

\.

On admet, pour la suite de ’exercice, que b et ¢ sont des endomorphismes de E.
On note B et C' les matrices, dans la base & de E, de b et ¢ respectivement.
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Partie II : Etude de b
4. Montrer que b est bijectif et que, pour tout @ de E, on a : b~1(Q) = Q + Q' + Q".

Démonstration.

« Notons g : E — E I’endomorphisme de E défini par g: Q — Q + Q' + Q".
Il s’agit de démontrer que b est bijective, de réciproque g. Pour ce faire, on démontre :

bog=idg et gob=idg

e Soit P e E.
(bog)(P) = b(9(P))
— b(P+P +P"
= b(P)+b(P')+b(P") (par linéarité de b)
= (P-P)+ (P -P")+(P"-P")
— P _ P///
_ p (P" = 0g car P est un

polynome de degré au plus 2)

On en déduit : bo g = idg.
De méme :
(gob)(P) = g(P-P)
= (P—P)+(P-P)+(P-P)
— P_P/+PI_P//+P1/_P/1/:P_P/l/:P

Les applications g et b sont bijectives et réciproques 'une de l'autre.
On en déduit notamment : VQ € E, b™1(Q) = g(Q) = Q + Q' + Q".

Commentaire

« Rigoureusement, tant que l'on n’a pas démontré que b est bijective, on ne peut utiliser la
notation b—!. C’est pourquoi on introduit 'application ¢ en début de démonstration.

e L’énoncé fournit explicitement I’endomorphisme ¢g. Dans ce cas, pour démontrer que b est
bijectif et que b~! = g, il suffit de vérifier les égalités :

bog=idg et gob=idg

« L’espace vectoriel E étant de dimension finie, il est méme possible de ne démontrer qu’'une des
deux égalités précédentes. Plus précisément, si b et g sont des endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie F :

. b et g sont bijectives
bog=id ’
°g =g = { bl=g et gt=b
(la propriété réciproque est évidemment vérifiée)
o On peut énoncer un résultat similaire dans l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
Plus précisément, si A et B sont des matrices de ., (R) :

A et B sont inversibles,

AB =1, = {A—lzB et Bl=4
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5. a) Montrer que b admet une valeur propre et une seule et déterminer celle-ci.

Démonstration.

o Comme B est la matrice représentative de b dans la base 4 :

Sp(b) = Sp(B)

On commence donc par déterminer cette matrice B.

<« (b(P0))(X) = Py(X) — B)(X) = 1 = Py(X). On en déduit :

b(Py)=1-Py+0-P+0-P

1
Et ainsi : Matg(b(Fp)) = (0 .
0

)

« (b(P1))(X) = P(X) = P{(X) = X —1=—Py(X) + Pi(X). On en déduit :

b

-1
1
0

« (b(P2))(X) = Py(X) — Py(X) = X2 —2X = —2 P{(X) + Py(X). On en déduit :

—~

P)=—-1-P+1-P+0-P,

Et ainsi : Mat»(b(Py))

b(P)=0-Py—2-P+1-P,

0
Et ainsi : Matg(b(P)) = (—2).
1

1 -1 0
On en déduit : B = Matg(b) = (O 1 2).
0

o La matrice B est triangulaire supérieure.
Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux et Sp(B) = {1}.

On en déduit : Sp(b) = Sp(B) = {1}.

b) L’endomorphisme b est-il diagonalisable ?

Démonstration.

Montrons par ’absurde que b n’est pas diagonalisable.

Supposons que b est diagonalisable, alors B = Matp(b) l'est aussi.
Il existe donc

x une matrice P € .#3(R) inversible,

x une matrice D € .#3(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de
B,

telles que B = PDP~!. Or Sp(B) = {1}. Donc :
B = pPppP ! = pip~! = pp7t = T

Absurde!

On en déduit que b n’est pas diagonalisable.
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Commentaire \

o Il faut prendre le réflexe de penser & un raisonnement par ’absurde lorsque le résultat a
démontrer est formulé sous forme de négation (et pas d’affirmation comme c’est le cas
en général). A titre d’illustration, il faut penser a ce type de raisonnement pour :

x montrer qu’une suite N'est PAS majorée,

x montrer qu’'une matrice admettant une seule valeur propre N’est PAS diagonalisable.

Partie III ;: Etude de c

01 0
6. Montrer : C = 0 2.
1 0

Démonstration.

o (e(P))(X) = 2X x Py(X) — (X2 — 1) x P)(X) = 2X = 0- By(X) + 2 PL(X) + 0 Py(X)

0
Ainsi : Matg(c(Py)) = ( )

0
o ((P))(X)=2X xPy(X) = (X2 —1)x Py(X)=2X=0-Py(X) +2- Pi(X) +0- P(X)
0
2.
()

On en déduit : C = Matg(c) = (

X
2|.
e ((P)(X)=2X x P(X) = (X2 - 1) x P{(X) = X2+ 1=1-Py(X) +0- P (X) + 1-Py(X)
Ainsi : Matg(c(Py)) = ((1) .
- x

Ainsi : Matz(c(P2))

o v o
[ g

=R R=
N~
|

7. L’endomorphisme ¢ est-il bijectif?

Démonstration.

0 10 L3« Ly — Ly 0 1
rg(c) = 1g(C) = rg|[2 0 2 = rg| |2 0
010 00

) B 2
On en déduit dim(Im(c)) =rg(c) = 2 # 3 = dim(E).
Donc : Im(c) # E, ce qui implique que I"'endomorphisme ¢ n’est pas surjectif.

0
2
0

Ainsi ’endomorphisme ¢ n’est pas bijectif.
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8. a) Déterminer une matrice R, carrée d’ordre trois, inversible, dont les coefficients de la premiére
ligne sont tous égaux & 1, et une matrice D, carrée d’ordre trois, diagonale, a coefficients diago-
) ) ) )

naux dans l'ordre croissant, telles que C = RDR™.

Démonstration.

o Déterminons les valeurs propres de C.
Soit A € R.

-2 1 0
rg(C — \13) = rg 2 —-) 2
0 1 =X
Iy o Ly 2 =X 2
0 1 =X
Ly < 2Ly + ALy 2 —A 2
= rg | |0 2—-7%2 2\
0 1 -
Ly < L3 2 =A 2
= rg 0 1 —-A
0 2—-X2 2X
L3« Ly — (2 X)Ly 2 =2 2
= rg 0 1 =X
0 0 q)
ol g(A) = 2X + A2 = A2) = A2+ (2= A2)) = A(4 — A2) = A2 — A)(2+ ).

On en déduit :

A valeur propre de C' < (C — A I3) non inversible

& 2=0001=0 0U g(A\)=0

& AM2-N)(2+N)

=0

S A=00U0 A=2 00U A= -2

Ainsi : Sp(C) = {-2,0,2}.

o Déterminons Fy(C'), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre 0.

Soit X € .31 (R). Alors il existe (x,y,z) € R? tel que : X =

XeEC) & CX = 0///3,1(R)

T
Y-
z

0

Y
& 2x + 2z

Y

«{, "I
x

Il
\
N

I
o

5 Février 2022
(version A)



ECE2 5 Février 2022

Mathématiques (version A)

On obtient alors :

EyC) = {(;) € M1(R)|y=0et x=—2}

_ {(BZ) |2€R} = {z- (Bl) |2 € R}
z 1
1 1
Vect (O) = Vect (0)
1 1

« Déterminons E»(C), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre 2.

x
Soit X = (y) € M3.1(R)

z

X € Ex(C) — (C-203) X = 0,251 (R)

-2 1 0 T 0
— 2 -2 2 |[y] =10
0 1 -2 z 0
-2z + y = 0
= 2 — 2y + 2z = 0
y — 2z =0
Ly Ly+ Ly —2r + y =0
= -y 4+ 2z =0
y — 2z =0
L3 < L3+ Lo -9
{ T + vy 0
y = 2z
Lie =L {—29@ = —2z
<~
y = 2z
x = =z
y = 2z

On obtient alors :

Ey(C) = {(y) € M1(R) | x=zety=2z}

— {(222) | ze R} = {z(é) | z € R}
z 1
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« Déterminons E_(C), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre —2.

Soit X = (

xT

)
z

) € M31(R)

X e ELQ(C)

On obtient alors :

o En résumé :
x C € %3(R)
x C admet 3 valeurs propres distinctes : —2, 0, 2.
On en déduit que la matrice C' est diagonalisable.
Il existe donc une matrice R € .#3(R) inversible et une matrice D € .#3(R) diagonale telles
que : C = RDR™.
Plus précisément :
x la matrice R est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de C,

E_5(C) =

2 1 0 T 0
— 2 2 2|ly] =10
01 2 z 0
2 + y = 0
—= 2 + 2y 4+ 2z = 0
y + 2z = 0
Lo Lo—Is 2v + y = 0
= y + 2z =0
y + 2z =0
L3 < Ly — Lo {21- + y = 0
<
Yy = —2z
Ly« L1 — Ly { 2x = 2z
e
y = —2z
<~ r - i
y = —2z

{(;) € M1(R) | x=zety=—-2z}

z

z 1
{(Qz) | ze R} = {z- (2) | z € R}
z 1
1
Vect (2)
1

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de C (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

En posant D = ( 0
0

-2

00 1 1
0 0JetR=|-2 0
0 2 1 -1

1
2) , on obtient bien : C = RDR™!.
1
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b) En déduire que 'endomorphisme c est diagonalisable et déterminer une base de E constituée de
vecteurs propres de c.

Démonstration.

o D’aprés la question 8.a), la matrice C est diagonalisable.
Or c’est une matrice représentative de ¢ dans la base 4.

On en déduit que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

« Une base de E constituée de vecteurs propres est alors la concaténation des bases des sous-
espaces propres de c. De plus, d’aprés la question précédente :

1 1 1
Ey(C) = Vect ( 0 ) , Ey(C) = Vect (2) , E_5(C) = Vect (—2)
-1 1 1
Or :

1
(O) =Matgz(1-Ph+0-P—1-P),
-1

1
(2) :Matgg(l-Po—i-Q-Pl +1-P2),
1

1
(2) =Matgz(l-Fy—2-P+1-P)
1

On en déduit :

E()(C) = Vect (P(] — PQ) , EQ(C) = Vect (P() + 2P + PQ) , E_Q(C) = Vect (PO — 2P + Pg)

Une base de F constituée de vecteurs propres de c¢ est alors
(PO —2-P1—|—P2,P0—P2,P0—|—2~P1 +P2)

Partie IV : Etude de f
9. Montrer : VP € E, f(P) =P’

Démonstration.
Soit P € E.

(JP)X) = (boa(P)(X) - (aob(P))(X)
= H(P(X) = XP'(X)) - a(P(X) = P'(X))
= (P(X) = XP'(X)) - (P(X) = XP'(X))' = ((P(X) = P'(X)) = X (P(X) - P'(X)))
= PIXT - XP'(X) — (PUXT — (B4XT + XP"(X)))
- (M ~P(X)— XP(X) + XP"(X))
= —XPHX) + XPHX) + P'(X) + XPHX) - XPXX)

- P(X)

Pour tout P € E, f(P) = P’

10
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10. En déduire : (BA — AB)* = 0_4,m)-

Démonstration.

Soit P € E.

Tout d’abord, d’aprés la question 9 : f(P) = P’.

De plus, comme P est un polynéome de degré au plus 2, on en déduit : (f o fo f)(P)=P" = 0g.
Ceci étant vrai pour tout P € F, on en déduit : fo fo f=0gg).

en passant a ’écriture matricielle :
Matg(f o fo f) = Matz(02k) = 0.4 r)

Or Maty(f o f o f) = Maty(f®) = (Maty(f))* = (Maty(boa—aob))® = (BA— AB)>.

Ainsi : (BA— AB)? = 0_4,®).

11



ECE2 5 Février 2022
Mathématiques (version A)

Exercice 2 (EML 2014)

On considére 'application ¢ : |0, +00] = R,z +— e — zer. On admet 2 < e < 3.

Partie I : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que ¢ est de classe C? sur |0, +oo|, calculer, pour tout = de 0, +oo[, ¢'(z) et ¢"(x) et
3 1
ey
T

montrer : Vo € |0, 4+o00[, ¢ (z) = ¥ +

Démonstration.

« La fonction z + er est de classe C3 sur 10, 400 car elle est la composée hy o hy ou :

1
x hi:x— — est:
T

- de classe C? sur ]0, +oo[ en tant quinverse d’une fonction de classe C? qui ne s’annule pas
sur cet intervalle,

- telle que : hy(]0, +00[) C R.

% ho:x — e® est de classe C3 sur R.

On en déduit que la fonction ¢ est de classe C? sur |0, +0o[ en tant que somme et produit
de fonctions de classe C® sur ]0, +o0.

« Soit z € )0, 4o0].

1 1
SDI(:C) - el‘ - <ei — X ﬁ ei> ex + <;U — 1) e%
1 2 1 1 2 1 1
/! = =
‘P(e%):ex—ﬂew—(x—l)ﬂerzer—msez

1
/! — AT __ z
) =e 3 e
3r+1 1
" x =

2. Etudier le sens de variation de ¢” et calculer ¢”(1).
En déduire le sens de variation de ¢’, et montrer : Va € ]0,4o00[, ¢'(x) > e.
Démonstration.
« Soit z € |0, 4o00[. Déterminons le signe de ¢"'(x).
« Tout d’abord : e > 0 et er > 0.

3 1
i>0

x Ensuite, comme x > 0 : 3
x

On en déduit : ¢ (x) > 0.

12
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« On obtient le tableau de variations suivant :

T 0

Signe de ¢"'(x)

Variations de ¢”

—00
o Détaillons les éléments de ce tableau :
1
x tout d’abord : (1) = e! — = el = e—c
1
x ensuite : lim — er = 0x1 = 0.Deplus: lim e = +oo. Ainsi: lim " () = +o0.
T—+00 T —+ T—+00
1
x enfin : lim — ex = +oo. Deplus: lim e® = 1. Ainsi : lim ¢"(z) = —occ.
z—0t T z—0t z—0t
o On déduit le tableau de variations suivant :
T 0 1 +o00
Signe de ¢ (z) 0 +
+00 +oo
Variations de ¢’ \ /
(&}

« Détaillons les éléments de ce tableau :

x tout d’abord : /(1)

x ensuite :

% enfin :

« La fonction ¢’ est :

= e —

. 1
lim < - 1>
z—0t x

1
! —=>1e

1
lim < — 1> ex = —1. De plus : lim e® = 4o00. Ainsi :
r——+00 x€x

T—+

Tr—+400

er = +00. De plus : lim e” =1. Ainsi : lim ¢'(x) = +oo.

z—0t

x strictement décroissante sur ]0, 1],

x strictement croissante sur [1, +o00].

Elle admet donc un unique minimum en 1 égal a e.

z—0t

On en déduit : Vz € ]0, +ool, ¢'(x) = ¢'(1) =e.

3. Déterminer la limite de () lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

Démonstration.

o Tout d’abord : lim €% = e = 1.

z—0t

« Ensuite, pour tout z € |0, 400 : zer =

1

ex

— Avec le changement de variable X =

lim ¢'(z) = +oo.

1
—, on obtient :
x

i o = oo (par er o)
= lim — = +4oo (par croissances comparées
X—+oo X P b
Finalement : lim ¢(z) = —oc.
z—0t O

13
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4. Déterminer la limite de

M lorsque z tend vers +o00, et la limite de () lorsque z tend vers +o0.
x

Démonstration.

« Soit z € ]0,400].

o(x) e’ —zrew e’ 1
= = — — Cz
x x x
Or :
el’
x par croissances comparées : lim — = 4o0.
r—+4oco I
« lim er = & = 1.
T—+00
x
On en déduit : lim #(z) = +o00.
Tr—+00 xX
x
« Pour tout z € 10,00[ : p(z) = = ol )
x
D’apreés le calcul de limite précédent : lim ¢(x) = 4o0. 0
T—>+00

5. On admet : 15 < ¢(3) < 16. Montrer : Va € [3,+00[, p(z) > ex.
On note C la courbe représentative de .

Démonstration.

e On note h: x — p(z) —ex.
La fonction h est dérivable sur ]0, +o00o[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o0].

« Soit z € )0, 400].
W(z) = ¢'(x)—e = 0 (dapres 2.)

« On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 3 +00
Signe de h/(z) + +
o +00
Variations de h /h(3)
—00

« En particulier : Vz € [3,4+00[, h(z) = h(3). Or :

h(3) = ¢(3)—3e > 15—3e > 0

On en déduit, pour tout = € [3,+o00[ : h(x) > 0, c’est-a-dire (x) > ex.
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\

Commentaire \

On pouvait également démontrer cette inégalité en utilisant la convexité de .
« D’aprés la question 2. : Va € |1, +o00[, ¢"(x) > 0.
La fonction ¢ est donc convexe sur |1, +00[. Sa courbe représentative est donc située
au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 3, droite d’équation :

y = ¢B)x-3)+9@)
« Soit z € [3,+o0].
Comme ¢'(3) > e (d’apres la question 2.)
alors  ¢'(3)(x —3) =2 e(xz—3) (carx —3>0)

(car ¢(3) > 15 d’apres

PJREN / _ > —
dou  ¢'(3)(x —3) +¢(3) Ze(z —3) + 15 I’énoncé)

e De plus, comme e < 3 :

e(x—3)+15 = ex—3e+15 > ex

Finalement : Vz € [3,400[, p(z) = ¢'3)(x —3)+¢(3) > eux. 0

J

6. Montrer que C admet un unique point d’inflexion, déterminer les coordonnées de celui-ci et I’équation
de la tangente en ce point.

Démonstration.

« La fonction ¢” est négative sur 0, 1] et positive sur [1, +ool.

La fonction ¢ change donc de convexité en 1,
seul point d’inflexion de la courbe représentative de .

+ Les coordonnées de ce point d’inflexion sont (1,¢(1)). Or :

o(l) = el—lel = e—e =0

La courbe représentative de ¢ admet pour point d’inflexion, le point de coordonnées (1,0).

L’équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ en 1 est :
y = D@1 +¢(1) = e(@-1). O

7. Dresser le tableau de variations de ¢, avec les limites en 0 et en 400, et la valeur en 1.
Tracer I'allure de C et faire apparaitre la tangente au point d’inflexion.

Démonstration.
« D’apreés la question 2. : Va € |0, +oo|, ¢'(z) = e > 0.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

T 0 1 +0oo

Signe de ¢'(z) + +

Variations de ¢ /
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« L’obtention des différents éléments de ce tableau a été détaillée en questions & et 4.

o On en déduit que C admet la représentation graphique suivante.

6 x

1.5 2 2.5

Commentaire

o Un point d’inflexion de C est un point en lequel C change de convexité. Si la fonction ¢ est de
classe C? sur 'intervalle I d’étude, une condition suffisante d’existence de point d’inflexion
est que la fonction ¢” s’annule en changeant de signe en I’abscisse de ce point.

o L’énoncé demande de représenter la tangente au point d’inflexion. Il est important que le
dessin de la courbe mette en évidence :

x la notion de tangente : la courbe de C et la tangente doivent apparaitre comme confondues
a proximité du point (1,0).
x la notion de point d’inflexion : sur ]0, 1] la fonction est concave et sur |1, +00] la fonction est

convexe. Cela doit apparaitre clairement sur la représentation graphique. En particulier,
la tangente obtenue « traverse » la courbe C.

J

) |

Partie I : Etude d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles
On note U = Rx ]0, +00[ et on considére 'application : f: U — R, (z,y) — zy — e* In(y).

8. Représenter graphiquement ’ensemble U'.

Démonstration.
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9. Montrer que f est de classe C? sur 'ouvert U et calculer, pour tout (z,y) de U, les dérivées partielles

premicres et les dérivées partielles secondes de f au point (z,y).

Démonstration.

« La fonction g : (7, y) — In(y) est de classe C? sur U car elle est la composée g1 = 1)1 o hy oil :

x hy:(x,y) —yest:

- de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale,
hi(U) C 10,400l
x by 1 t = In(t) est de classe C? sur |0, +oo|.

- telle que :

« La fonction gy : (7, y) + e® est de classe C? sur U car elle est la composée gy = 13 0 hy ot :

x hy:(x,y) — x est :
- de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale,
- telle que : ho(U) C R.

x g : t > el est de classe C? sur R.

« La fonction (z,y) — 2y est de classe C? sur U en tant que fonction polynomiale.

de fonctions de classe C2 sur U.

Finalement, la fonction f est de classe C? sur U en tant que somme et produit

Commentaire

Le détail d’une seule des deux compositions suffit sans doute & obtenir la totalité des

points alloués & cette partie de la question.

V(z,y) €U, 0i(f)(z,y) = y—In(y)e”, 0a(f)(z,y)
K1 (Nx,y) = —In(y)e”, Hy(f)(z,y) =1
Bi(Ne) = 150 B(e) = 5

10. Etablir que, pour tout (z,y) de U, (z,y) est un point critique de f si et seulement si :

1
>0 et y=ez et ¢(r)=0

Démonstration.
Soit (z,y) € U.

Le couple (x,y) est un point critique de f si et seulement si V(f)(x,y) =0 4, (&) Or :

T

()@ y) =0 y—Inly)e” =
\Y z, = V51 e®
(@ y) =0pm,® < { S0 F)(E.y) = 0 VN

Deux cas se présentent alors.
xz T

e e
e Six <0, alors I'équation = — n’admet pas de solution car — > 0.
(Y

La fonction f n’admet donc pas de point critique sur | — oo, 0] x |0, 4+o00].

e Six > 0, alors, en reprenant les équivalences, comme x # 0 :

Y
y—In(y)e” = 0 y = In(y)e” o
z = =
Y T e r o

= In(y)

S8l 8|k
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Ensuite :
( 1

e; = y ($%:4 = y 1 1 1

Cxz = y Ccxz = y ex — y
et < et 1 = 1 <

r = — r = - rer = e¥ e  —xer =0 p(x) =0

\ Yy ez

Finalement, pour tout (z,y) de U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si :
x>0 et y:e% et @(z)=0.

Commentaire

X X
. . e e
o On pouvait aussi remarquer : t = — & y= —.
x
Il est classique de tenter d’écrire une variable en fonction de 'autre. Ce faisant, on peut
el’ X
remplacer y par son expression en x dans la premiére ligne : — = In <> e”. Par des
x x

manipulations usuelles, on démontre alors que cette équation est équivalente a : ¢(z) = 0.

o On a opéré ici par disjonction de cas pour pouvoir gérer en amont la difficulté « x > 0 ».
Cependant, on aurait pu traiter ce point au moment ou il apparait dans la démonstration.
Détaillons la démonstration.

« Soit (z,y) € U. On a:

_1 T
V(f)(z,y) =0 R n(f)(@,y) = N y—In(y)e® = 0
’ = U yx R -
5,1(R) Oo(f)(z,y) = - = 0
y—In(y)e” =0 (1)
= o
r = — 9
; (2)
- @
Or, comme y >0et e >0,0ona: (2) < ro= y . On en déduit alors :
x>0

y—In(y)e” =0 (1)

o(f)(z,y) =0 e”
\Y% z,y) =04, r = — 2
(@Y = 0w © {8200)(%@:0 = ; @

x>0 (3)

On peut alors reprendre la liste d’équivalences de la démonstration précédente en adjoignant
a chaque systéme la propriété (3).
o Cette maniére de procéder peut sembler un peu subtile ou lourde d’écriture.

I1 est aussi possible de raisonner par implication en remarquant que la propriété (2) et le
fait que y € U implique x > 0. On peut alors une nouvelle fois conclure avec la succession
d’équivalences de la démonstration page précédente. Il faut cependant bien comprendre qu’avec
cette présentation, on perd la succession d’équivalence (on a introduit une implication dans
cette succession). Il faudra alors bien penser a traiter la réciproque, a savoir :

x>0 e y=ez e p)=0 = V(f)(x,y):O//lzyl(R)
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11.

12.

13.

En déduire que f admet un point critique et un seul, et qu’il s’agit de (1, e).
Démonstration.
Soit (z,y) € U.
o D’aprés la question précédente :
z >0
(x,y) est un point critique de f < y = ew
p(x) = 0
« Or la fonction ¢ est :
« continue sur |0, 4+oo[ (car elle est de classe C? sur ]0, +oo[ d’aprés 1.),
x strictement croissante sur ]0, +-o0o[ (d’aprés 7).
Ainsi, ¢ réalise une bijection de ]0, 4o00[ sur gp(}O, +oo[) ol, d’aprés les questions 3. et 4. :

gp(]0,+oo[) = | im ¢(z), im ¢(x)| =]—o00,+o0]

r—0t T—+00

Or: 0 € ]—o00, +0o0[. On en déduit que 'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution sur |0, +oo[.
De plus, d’aprés 7. : ¢(1) = 0.

On en conclut que le réel 1 est 'unique solution de I’équation ¢(x) = 0 sur |0, +o0|.

« On obtient alors :

z >0 z >0 1 1
y:e% & y:e%<:> y=°o o y=e =¢
p(xr) =0 x =1
On en déduit que f admet un unique point critique sur U de coordonnées (1,e). =

Est-ce que f admet un extremum local en (1,€)?

Démonstration.

« Pour conlure quant & la nature du point critique (1, e), on cherche a déterminer le signe des valeurs
propres de la matrice hessienne H = V2(f)(1,e).

e Or, d’apres la question 9. :

—In(1)e! 1—% —e 0

H = = 1
1,§ i 0 =

1 e

o La matrice H est diagonale. Ses valeurs propres sont donc ses coeflicients diagonaux.

Ainsi : Sp (H) = {—e,%}.

La matrice V2(f)(1,e) admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative. On en déduit que (1,e) n’est pas un extremum local (c’est un point sefle).

Est-ce que f admet un extremum local sur U 7

Démonstration.
La fonction f admet (1,e) comme unique point critique sur U, d’aprés 11.. Or, d’aprés la question
précédente, ce point n’est pas un extremum local.

On en déduit que f n’admet pas d’extremum local sur U.
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Partie III : Etude d’une suite et d’une série

On considére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =3 et : Vn € N, w1 = @(uy).

14. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 3e".
(On pourra utiliser les résultats de la Partie I).

Démonstration.
Uy, existe

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou P(n) : { > 3en
n =

» Initialisation :
D’aprés I’énoncé : ug = 3. Or : 3e% = 3. D’ott : ug > 3¢Y.
D’ou P(0).

» Hérédité : soit n € N.

. ist
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. { Un+1 SXISEE

Un i1 p Se"Jrl )

o Par hypothése de récurrence, u,, existe et : u, > 3e". En particulier : u, > 0.
Donc ¢(uy,) est bien défini. On en déduit que u,41 existe.

« Par hypothése de récurrence : u,, > 3e™ > 3. Donc : u, € [3, 400
Alors, d’apreés la question 5. :

Up41 ex3e” = 3entl

D'ott P(n + 1).

Par principe de récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u,, > 3e™.

O

15. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante et que u, tend vers 4+o0o lorsque n tend vers

I'infini.

Démonstration.
e Soit n e N.
D’aprés la question précédente : u, € [3,+00].
Ainsi, d’aprés la question 5. :
o(up) = eup
| Vv

Unp+1 Un

On en déduit que la suite (u,,) est strictement croissante.

« Toujours d’aprés la question précédente :
VneN, u, >3e"

Or: lim 3e"™ = +oo.

n—-+00

Par théoréme de comparaison : lim wu, = +oc.
n—-+oo
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16. Ecrire un programme Scilab qui affiche et calcule le plus petit entier n tel que wu, > 103.

Démonstration.
1 n=20
2 u=3
3 while u < 1073
4 u = exp(u) - u % exp(1/u)
5 n=n-+1
6 end
7 disp(n)

Détaillons les éléments de ce programme.

o Début du programme
La variable n est initialisée a 0.
La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (u,), est initialisée a ug = 3.

n=20
u=3

o=

o Structure itérative
Les lignes 3 & 6 consistent & déterminer le plus petit entier n tel que u, > 103. On doit donc
calculer les valeurs successives de la suite (u,,) jusqu’a ce que u, > 103. Autrement dit, on doit
calculer ces valeurs successives tant que u, < 103. Pour cela on met en place une structure
itérative (while) :

3 while u < 103

Tant que u, < 103, on calcule u, et on stocke toujours cette valeur dans la variable u :

u = exp(u) - u x exp(1/u)

[

On met alors a jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on a calculé 1.

5 n=n-+1

o Fin du programme
A Dissue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que u, > 10°.
On affiche alors enfin la valeur de la variable n

7 disp(n)

Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab dé-
montre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’ob-
tenir la majorité des points alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Scilab.
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1
17. Quelle est la nature de la série de terme général — 7

18.

n
Démonstration.

« Soit n € N. Comme u,, > 3€", par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo] :

1 < 1
U, . 3en
« On obtient :
1 1 /1\"
cvnen 0 < L < ()
Uy, 3 \e
- 1\" ST . 1 , -
x la série > est une série géométrique de raison — € | — 1,1[. C’est donc une série
n>0 \€ e

. 1 /1\" .
convergente. La série > = [ —) l'est donc aussi.
n=0 3 €
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non nul)

. : : » . 1
Par critére de comparaison de séries a termes positifs, la série >, — est convergente.
n>0 Un

O

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function S = sommeP(n) qui, prend en argument un entier
n et stocke dans la variable de sortie S le n°™° terme de la somme partielle de la série de terme

général —.
Un

Démonstration.
1 function S = sommeP(n)
2 S =0
3 u =3
4 for i = 1:n
5 S=S+1/u
6 u = exp(u) - u x exp(l/w
7 end
s endfunction

Détaillons les éléments de ce programme.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme sommeP,
x elle prend en entrée un paramétre n,

x elle admet pour variable de sortie la variable S.

1 function S = sommeP(n)

no1

La variable S, qui contiendra la valeur de > —, est initialisée & 0 (choix naturel d’initialisation
k=0 Uk

lorsqu’on souhaite coder une somme puisque 0 est I’élément neutre de 'opérateur de sommation).

2 S =0
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La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (u,) est initialisée & 3 : la valeur
de ug.

o

c
Il

w

« Structure itérative
Les lignes 4 a 7 consistent a :
x calculer les valeurs successives de u,,,
n

x calculer les valeurs successives de > —.
k=0 Uk

Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).

4 for i = 1:n

On doit ensuite :

n
1) mettre a jour la variable S pour qu’elle contienne la somme »  —.
k=0 Uk

5 S=S+1/u

2) mettre a jour la variable u, pour qu’elle contienne la valeur de uy1.

6 u = exp(u) - u x exp(1/uw)
« Fin de la fonction .
A Tissue de cette boucle, la variable S contient > —, ce qui est bien le n®™ terme de la somme
k=0 Uk

1
partielle de la série de terme général —.
n
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Exercice 3 (EML 2012)

Soit a € R

1. Montrer que, pour tout entier n tel que n > 0,

Démonstration.
Soit n € N.

22

o La fonction x — x™e 242
ce méme intervalle.

est continue sur [0

22

“+oo
lintégrale I,, = / z™ e 242 dx est convergente.
0

, +00[ en tant que produit de fonctions continues sur

e De plus :
_ 22 1
x Vo € [1,+o00[, 2"e 22> 2 0 et — >0,
x
_ 2% 1
x xe 22 = o0 <2> En effet :
xr—r+o00 €T
962
" e 242 _a% ,
T = 2"2e"2a2  — 0 (par croissances comparées)
£ T——+00
ZE2
+oo
x / 2 dx est une intégrale de Riemann, impropre en 400, d’exposant 2 (2 > 1).
1

C’est donc une intégrale convergente.

+oo
Par critére de négligeabilité d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, /
1

est convergente.

22

o Enfin, comme la fonction z — x™ e 2.2 est continue sur le segment

est bien définie.

2
R
e 2.2 dx

22

z"e 22 dx

1
[0, 1], V'intégrale /
0

On en déduit que, pour tout n € N, l'intégrale I,, est convergente.

O

2. a) Rappeler une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance nulle et de

variance a2.

En déduire : Iy = a \/Z

Démonstration.
« On note X une v.a.r. de loi N (0, a?).

Une densité de X

est: fx x> ——
a2rw

o On sait déja, d’aprés la question précédente, que Iy est une intégrale convergente. De plus :

22

242 dx

Iy

+0o0
/ ei
0

e On sait de plus :

/0+00 fx(x) dx

+o0

o3 /0+

o0 2

€T

e 222 dr =

1
V2T

+oo
aV2n /0 fx(z) dx

a

fx(x) dx (car fx est paire)

(car fx est une densité)
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b)

Commentaire

« Rappelons que 'égalité :
+0c0 1 400
/ fx(z) dxe = = / fx(z) dx
0

provient d’une changement de variable affine| w = —x | Détaillons le.

u= —xz (et donc x = —u)
5 du=—dr et dr = — du
ex=0 = u=0

e I =400 = U= —00

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — —u est de classe C! sur ] — 00, 0].
On obtient :

[T @ = [ -
= /_OOO fx(—u) du

0
= / Ix(u) du (par parité de fx)
On a alors :

+00 0 +oo laty
/ fx(x)de = /_Oo fx(z) dx—f—/o fx (@) dz c(liag;(isig;n

—0o0

o Le programme officiel stipule que « les changements de variables affines pourront
étre utilisés directement sur des intégrales sur un intervalle quelconque ». Pour
autant, ce type de changement de variable ne peut se faire qu’aprés avoir démontré
la convergence (ce qu’on a fait en question précédente).

o Cela signifie aussi que, de maniére générale, on ne peut effectuer de changement de
variable directement sur une intégrale impropre : on doit se ramener au préalable

sur une intégrale sur un segment.

+o0o
= 2 / [x(z) d (d’aprés ce qui précéde)
0

22

Calculer la dérivée de 'application ¢ : R — R définie, pour tout z € R, par : p(x) = e 242.

En déduire : I; = a?.

Démonstration.

« La fonction ¢ est dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables sur R.

1 _
Ve e R, ¢'(z) = -3 re 242
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« Soit B € [0, 4o0].

B .2 B .2 o
/ e EE _ —a2/ L e @ (zo.ar,lmeamte de
0 0 a lintégrale)
B
= —qa? / ¢ (z) dx
0
B
=  —a [p(x)] = —a*(p(B) - 0)
_ B2
= —a%e 27 +a?
—  a?
B—+o00

On en déduit : I = a®.

O
3. a) Montrer, pour tout entier n tel que n > 2 et pour tout ¢ € [0, +o0] :
t 22 2 t 22
/ e 27 dr = —a’t" e 22 4+ (n — 1)a? / 2" 2e 22 dx
0 0
Démonstration.
Soit n > 2. Soit t € [0, 4+00[. On remarque :
t 22 t 22
/ e 22 dr = / 2"l x ze 22 da
0 0
On effectue l'intégration par parties (IPP) suivante :
u(r) = 2! u'(z) = (n—1)z"?2
(1?2 x
v'(z) = we 27 v(r) = —a’e 22
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,¢]. On obtient :
t 22 22 ¢ t 22
/ z"e 2 dx = [ —a? " e 22 } +a%(n—1) / "2 e 27 da
0 o 0
2 t 22
= —a*t" e 22 + (n—1)a? / "% e 27 dx
0
t 22 2 t 22
Vn > 2, Vt € [0, 400], / e 22 dr = —a*t" e 22 4 (n —1)d? / "2 e 27 dx
0 0
Commentaire
Le programme officiel stipule que «les techniques de calculs (intégration par parties,
changement de variables) seront pratiqués sur des intégrales sur un segment ». Dans
cette question, I’énoncé détaille cette étape afin d’aboutir & un résultat sur 'intégrale
impropre I,, (en question suivante).
O
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b) En déduire, pour tout entier n tel que n >2: I,, = (n — 1) a® I,,_s.

Démonstration.
Soit n > 2.

+o0 22 +o0 22
« On sait déja, d’apreés la question 1., que les intégrales / " e 242 dr et / 2" 2e 22 do
0 0

sont convergentes.
2

_ 2
o De plus, par croissances comparées : lim " le 2.2 = 0.
t—4o00

o En passant a la limite quand ¢ tend vers 400 dans 1’égalité obtenue en question précédente,
on obtient alors :

2

—+00 22 —+o0 >
/ z"e 27 dr = +(n—1)a? / 2" 2e 27 da
0 0

‘ Ainsi, pour tout n > 2 : I,, = (n — 1)a® I,,_o.

O]
c¢) Calculer I et Is.
Démonstration.
o D’aprés la question précédente : Iy = (2 —1)a’lr_o = a®Iy.
Or, d’aprés 2.a) : I =a \/Z
On en déduit : I» = a3 \/Z
o D’aprés la la question précédente : I3 = (3 —1)a®I3_ o = 2a°I;.
Or, d’aprés 2.b) : I; = a?.
On en déduit : I3 = 2a*. -

On considére I'application g, : R — R définie, pour tout x € R, par :

0 stz <0
ga(fl') = x 2

— e 222 siz>0
a2

4. Montrer que g, est une densité.

Démonstration.
« La fonction g, est continue :
x sur | — oo, 0[ en tant que fonction constante,

x sur ]0, 4+o0[ en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o0].

La fonction g, est continue sur R sauf éventuellement en 0.

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0], alors : g4(x) =02=0.
T 22

x iz € |0, 400, alors : go(z) = — e 22 > 0.
*********** a

On en déduit : Vz € R, g,(z) > 0.
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+o0
o Montrons que 'intégrale / ga(x) dz converge et vaut 1.
—0o0

x La fonction g, est nulle en dehors de ]0, 4+o00[, donc :

[T wwrde = [ ) do

—0o0

22

—+00
x D’aprés la question 2.b), l'intégrale I = / xe 222 dx converge et vaut a’.
0
2

400 >
On en déduit que l'intégrale / — e 22 dz est convergente et, par linéarité de l'intégrale :
0 a

~+o0 2 +o0 2
r  _=? 1 _ =2 1 1
— e 22dy = — xe2a2d:r:—2[1:—2a2:1
0 a a 0 a a

+o0
On en déduit que l'intégrale / ga(x) dx converge et vaut 1.

—0o0

Finalement, g, est une densité.

On considére une variable aléatoire X admettant g, comme densité.

Commentaire \

e On est ici en présence d’un cas particulier d’une « loi classique hors programme » : la loi
exponentielle linéaire.

« On retrouve exactement ce cas particulier dans I'EDHEC 2018. L’étude du cas général (loi
a 2 paramétres et non 1) est 'objet du sujet HEC 2017.

\. J

5. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Démonstration.
« Tout d’abord, on considére : X (§2) = ]0, 4-o0][.
o Soit € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0], alors [X < z] = & (car X(2) = ]0,+00]). D’ou :

Fx(xz) = /ff ga(t) dt

_ * (car g, est nulle en
B /0 9alt) dt dehors de 10, +0o0[)

= _ /9& O'(t) dt  (d’apres 2.b))
0
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On en déduit :

22

Fx(z) = —[9(t) ]} = —(p(z) —(0)) = 1—e 22
0 siz €] —o0,0]
Finalement : Fix : x — 2 .
1—e 22 sixze]0,+o0f O

6. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance E(X) et : E(X) =a \/Z .

Démonstration.

+00

La v.a.r. X admet une espérance si et seulement si l'intégrale impropre / tgq(t) dt est
—0o0

absolument convergente, ce qui équivaut a démontrer la convergence pour les calculs de moments

+o0
du type / t"gq(t) dt.
La fonction g, est nulle en dehors de ]0, +oo[, donc :

/+Oo tga(t) dt = /;OO tga(t) dt

— o
De plus, pour tout t € ]0, +o0] :

toe 1, 2
tga(t) = txa—Qe a7 = ﬁxt e 2a
+o0 2
Or, d’aprés la question 1., I'intégrale / t? ¢ 242 dt converge.
0

On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance.

De plus, d’aprés la question 3.c¢) :

1 1 T ™
EX) = gb = azas\/g = \/;
T

7. Montrer que la variable aléatoire X admet une variance V(X)) et calculer V(X).

Démonstration.

+00
Lav.a.r. X admet une moment d’ordre 2 si et seulement si I'intégrale impropre t2 9a(t) dt est

— 00
absolument convergente, ce qui équivaut a démontrer la convergence pour les calculs de moments
+o0
du type / t" g, (t) dt.
—00

La fonction g, est nulle en dehors de ]0, +o00[, donc :

“+o00 400
/ 2 ga(t) dt = / 2 ga(t) dt
0

—00
De plus, pour tout t € ]0, +o0] :

t 42 1 _ 2
t2 ga(t) = t2 X —e 202 = —5 X tge 2a2
a a
.2

—+00
Or, d’aprés la question 1., I'intégrale / t3e 22 dt converge.
0

On en déduit que la v.a.r. X admet un moment d’ordre 2, donc une variance.
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o De plus, d’aprés la question 3.¢) :

o D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (B(X))* = 24*- <\/§> —2a-al - (2=

2
4—
V(X) = 2
&0 2 0
8. a) On considére une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur U'intervalle ]0, 1]. Montrer que
la variable aléatoire Z = a y/—21In(U) suit la méme loi que la variable aléatoire X.
Démonstration.

e On note h: x +— a+/—2 In(x) de telle sorte que Z = h(U).
On sait tout d’abord : U(€2) = ]0,1]. On obtient alors :

Z(Q) = (hU))(Q) = h(U(Q))

= h(]0,1])

. . (car h est continue et strictement
N {h(l)’ wlﬂéﬂ =) [ décroissante sur |0, 1]) ()

= [0, +o0]

Détaillons (x) :
x La fonction h est continue sur ]0,1] en tant que composée de fonctions continues sur des

intervalles adéquats.

x La fonction h est dérivable sur 0, 1] pour la méme raison.
Soit x € 0, 1].

b (z) =

< 0 (cara>0etzel0,1])

_z "
¢ 2.\/—2 In(x) Tz v —2 In(z)

Donc la fonction h est bien strictement décroissante sur |0, 1].

Z(92) = [0,400[

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six €] —00,0] alors [Z < 2] = @ (car Z(Q2) = [0, +00[). D’ou :
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x sl x € [0, 400, alors :

\/Tn(U)ggD (car a > 0)

§>2 (par stricte croissance
de x — 12 sur [0, +o0[)

2
[ a2 (par stricte croi
par stricte croissance
_= ]P) > a2
(U/ez ]) de x +— ¢ surR)
_a? (car U est une v.a.r.
— —_— < a2
1 P<[U\e ’ ]) a densité)
12
= 1- FU <e_%2)
$2 22
De plus : sy < 0. Ainsi, par croissance de x — e” : ¢ 222 < 1. D'ou :

22

0 < e 22 < 1

Or:
0 siu€]—o00,0]

Fy:u— < u siue€l0,1]

1 siue]l,+oo
On en déduit : , ,
Fy(z) = 1-Fy <e22> = 1—e 22

0 siz €] — 00,0
Finalement : Fz : z — 9

T

1—e 2 sizel0,+o00]

o D’apreés la question 5., on reconnait la fonction de répartition de la v.a.r. X.
Or la fonction de répartition caractérise la loi.

Commentaire \

On en déduit que Z suit la méme loi que X.

« Détaillons 'obtention de la continuité de la fonction h.
La fonction h est continue sur |0, 1] car elle est la composée h = hy o hy ou :

x hy:x— —2In(x) est :
- continue sur |0, 1],
- telle que : hy1(]0,1]) C [0, +00]
x hy :x+— a+/x est continue sur [0, +oo[.

« Rappelons que la fonction x — /x est continue sur [0, 00|, mais dérivable sur |0, +o00],
ce qui explique (en détaillant la composition comme ci-dessus), que la fonction h soit
continue sur |0, 1] et dérivable sur ]0, 1. 0
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b) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function X = simulX(a) qui, prend en argument un réel
a et permet de simuler la variable aléatoire X.
On rappelle que l'instruction rand() simule une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1].

Démonstration.
On propose la fonction Scilab suivante :

function X = simulX(a)

u = rand()

X = a x sqrt(-2 x log(u))
endfunction

> o o =

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simulX,
x elle prend en entrée un paramétre a,

x elle admet pour variable de sortie la variable X.

1 function X = simulX(a)

« Contenu de la fonction
D’aprés la question précédente, si U < U(]0, 1]), alors la v.a.r. a v/—2 In(U) suit la méme loi que
X.
On commence donc par simuler la v.a.r. U a l'aide de la fonction rand. On stocke le résultat
obtenu dans une variable u.

2 u = rand()

On en déduit une simulation de X que l’on stocke dans la variable X.

3 X = a x sqrt(-2 % log(u))

Cette question est une application directe de la méthode d’inversion vue en TP. Elle a
également été traitée en cours pour démontrer le résultat classique suivant : si U est une

1
v.a.r. telle que U — U([0, 1]), alors la v.a.r. W = Y In(1 —U) suit la loi € (A).

Vocabulaire de ’estimation

En statistiques, on définit la notion d’estimateur. C’est une fonction permettant d’évaluer un paramétre
inconnu (souvent noté §) d’une loi de probabilité. Sans entrer dans les détails, un estimateur peut par
exemple servir a estimer certaines caractéristiques d’'une population totale a partir de données obtenues
par un sondage.

On définit comme suit le cadre de ’estimation.

Soit Z une variable aléatoire dont la loi dépend d’un paramétre inconnu 6.
Soit n un entier tel que n > 2.
Soit (Z1,...,Zy,) un n-uplet de variables aléatoires et soit Y,, une variable aléatoire.
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On donne les définitions suivantes.
e On dit que (Z1,...,Z,) est un n-échantillon de Z si :
x les variables aléatoires 71, ..., Z, sont indépendantes.
x les variables aléatoires Z1, ..., Z, suivent toutes la méme loi que Z.

e On dit que Y,, est un estimateur du parameétre 8 si la variable aléatoire Y;, s’écrit comme une fonction
(dont 'expression ne dépend pas de ) des v.a.r. Z1, ..., Z,. Par exemple :

x Yo =21+ ...+ Z, est un estimateur de 6.
x Yo=21+...4 Z,— (n—1)0 n’est pas un estimateur de 6.
o Siun estimateur Y;, de 6 admet une espérance, on appelle biais de Y;, le réel b(Y;,) défini par :

b(Yn) = E(Yn) -0

Dans le cas ou b(Y,,) = 0 (c’est-a-dire E(Y,,) = ), on dit que 'estimateur Y;, est sans biais.
« Siun estimateur Y;, de # admet une variance, on appelle risque quadratique de Y, le réel r(Y;,) défini

par :
r(Y,) =E (Yo —0)?)

9. On se place dans le cadre de 'estimation défini au-dessus.
En particulier, on considére 6 € R et Y,, un estimateur du paramétre § qui admet une variance.

a) Démontrer : 7(Y,,) = V(Y,) + (b(Yn))Q.

Démonstration.

« Comme la v.a.r. Y;, admet une variance, le risque 7(Y;,) est bien défini.
Comme la v.a.r. ¥;, admet une variance, elle admet une espérance. Le biais b(Y;,) est donc bien
défini.

e De plus :
x d’une part :

V(Ya) + (b(¥a)® = E(Y2) - (E(Ya)’ + (E(Y,) - 0)

= E(Y?) - (BOA) + (BE)) — 20E(Y,) + 62
x d’autre part :

r(Y,) = E((Yn—6)?)
= E(Y?-20Y,+6?)

= E(Y?) —20E(Y,) +6* (par linéarité de Uespérance)

Finalement : r(Y,) = V(Y,,) + (b(Yn))2.

O
b) On suppose dans cette question que Y, est sans biais. Que vaut le risque quadratique de Y, dans
ce cas”?
Démonstration.

D’aprés la question précédente :

Or Y,, est sans biais, donc : b(Y,,) = 0.

On en déduit : r(Y,) = V(Yy).
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Dans la suite, on considére n variables aléatoires indépendantes X, Xo, -+, X,,, suivant toutes la
méme loi que la variable aléatoire X définie aprés la question 4. On définit ainsi un n-échantillon de
la variable aléatoire X .

V2

10. On considére la variable aléatoire 4, = —— (X1 + Xo + -+ + X,,).
ny/m
a) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function A = simulA(a, n) qui, prend en argument un
réel a et un entier n et qui permet de simuler la variable aléatoire A,,.
On pourra se servir de la fonction simulX définie en 8.b).

Démonstration.
On propose la fonction suivante :

1 function A = simulA(a, n)

2 S=0

3 for i = 1:n

4 S =8 + simulX(a)

5 end

6 A = (sqrt(2) / (n * sqrt(%pi))) x S
7 endfunction

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme simulA,
x elle prend en entrée 2 paramétres a et n,

x elle admet pour variable de sortie A.

1 function A = simulA(a, n)

n
La variable S, qui contiendra une simulation de X; + Xy + --- 4+ X,, = > X, est initialisée
i=1
a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une somme puisque 0 est ’élément
neutre de l'opérateur de sommation).

o
wn
1]
(@)

e Structure itérative
n
Les lignes 3 a 5 consistent a calculer les simulations successives de Y X;. Pour cela, on utilise
i=1
une structure itérative (boucle for).

for i = 1:n
= S + simulX(a)
end

o s jw
wn

« Fin de la fonction

N n
A Tissue de cette boucle, la variable S contient une simulation de ) X;. On obtient alors une

i=1
\/§ n
nym i3

A = (sqrt(2) / (n * sqrt(/pi))) % S

simulation de A, en remarquant : A, =

[
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b) Montrer que la variable aléatoire A,,, est un estimateur sans biais de a.

Démonstration.

V2

n
e« Lavar A, =——= ) X, sexprime :
nym =1

x & l'aide du n-échantillon (X1,...,X,),

x sans mention du paramétre a.

La v.a.r. A, est donc un estimateur de a.

e La v.a.r. A, admet une espérance en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent

une (X7, ..
« On obtient :

E(An)

., X;, admettent une espérance d’aprés 6.).

S

(par linéarité de
l’espérance)

S
S
I

[l
3
s
It
-
Sl%
N————

==
SI%

(d’apres 6., car X1, ...
ont méme loi que X )

La v.a.r. A, est un estimateur sans biais de a.

c) Déterminer le risque quadratique de I'estimateur A,.

Démonstration.

o La v.a.r. A, admet une variance en tant que combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent
une (X1, ..., X,, admettent une variance d’aprés 7.).

« D’apreés la question 9.a) :

7(Ay)

(d’apres 9.b),car A, est un
estimateur sans biais de a)
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e Or:

2 (par indépendance de
= — Y V(X;
n27'r 7/; ( Z) X17 ey X’I’L)
2 X (4-7 4 (d’apres 7., car X1, ..., X,
= = ) a A .
n°m ;=1 2 ont méme loi que X)
2 4—7 o
= —— Xn a
n?m 2
Py
)
4—7 a?
r(Ap) = — ]
™

On définit la variable aléatoire M,, = min (X1, Xo, -+, Xp).
11. a) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function M = simulM(a, n) qui, prend en argument un
réel a et un entier n et qui permet de simuler la variable aléatoire M,,.
On pourra se servir de la fonction simulX définie en 8.b) ainsi que de la fonction min qui prend
en parameétre une matrice et renvoie le plus petit coefficient de cette matrice.

Démonstration.
On propose la fonction Scilab suivante.

function M = simulM(a, n)

1

2 V = zeros(1, n)

3 for i = 1:n

4 V(i) = simulX(a)
5 end

6 M = min(V)

7 endfunction

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :
x cette fonction se nomme simulM,
x elle prend en entrée 2 paramétres a et n,

x elle admet pour variable de sortie M.

1 function M = simulM(a, n)

La variable V, qui est un vecteur de taille n, qui contiendra une simulation du n-échantillon
(X1,...,Xyn) est initialisée au vecteur nul.

2 V = zeros(1l, n)
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o Structure itérative
Les lignes 3 a 5 consistent a simuler les v.a.r. Xy, ..., X, et stocker les simulations obtenues
dans les coordonnées successives du vecteur V. Plus précisément, pour tout i € [1,n], la i®™¢
coordonnée de V contient une simulation de la v.a.r. X;. Pour cela, on utilise une structure

itérative (boucle for).

for i = 1:n
V(i) = simulX(a)

Jov s

end

« Fin de la fonction
A Tissue de cette boucle, la variable V contient une simulation de (X1,...,X5). On obtient
alors une simulation de M,, a ’aide de la fonction min :

6 M = min(V)
O
n 2
b) Montrer, pour tout ¢ € [0, 400 : P([M,, > t]) = ¢ 52
Démonstration.
Soit ¢ € [0, +o0[. On remarque :
P <) = () %> 1)
i=1

B ' (car X1, ..., X,, sont
N Zl;[l P(X: > 1)) mutuellement indépendantes)
B (car X1, ..., X, ont méme
N Zl;ll (X > 1)) loi que X )
= (P(X >t])"
— (1-P(X <)
= (1-Fx(t)"

~2\\"  (dapres 5.
= —_ — a2 H

<Z <Z ¢’ )> car t € [0, +o0])
2 \" nt2
= <em?) = e 242
n 2
vt € [0, oo, B([M, > t]) = o™ 2 q

¢) En déduire la fonction de répartition de M,.

Démonstration.
« Tout d’abord, pour tout : € N* : X;(Q2) = ]0, +o0][.

D’ou : M, () C ]0, +o0l.
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o Soit t € R. Deux cas se présentent :

x sit <0, alors [M, <t] =@ (car M,(Q) C |0, +o0[). Dot :

Fu,(t) = P([M, <t]) = P(@) = 0

= 1-P([M, >t])
_ - engt; (d’apres la question
précédente)
0 site]—o00,0]

Finalement : Fiy, : ¢ +— 2

1—e 22 sitel0,+o0]

d) Montrer que M, est une variable aléatoire & densité, admettant g, comme densité avec b =

B

Démonstration.

o On rappelle qu'une v.a.r. Y de densité g, admet comme fonction de répartition, d’aprés 5. :

0 site]—o00,0]
Gb = 2
1—e 22 site]0,+o0]
a , on obtient, pour tout ¢ € ]0, +o0] :

NG

t2 t2 nt?

exXp —2<a>2 = eXp —2 %2 = exXp —7‘12
N

En prenant, b =

0 site]—o00,0]
Gp:t— a2
1—e 22 site]0,+o00]
o On remarque : Fy, = Gp.
Or la fonction de répartition caractérise la loi. On en déduit que les v.a.r. M,, et Y ont méme loi.

De plus, Y est une v.a.r. & densité. La v.a.r. M, est donc aussi une v.a.r. & densité.

o La v.a.r. Y admet g, pour densité.

Comme Y et M, ont méme loi, on en déduit qu’une densité de M, est g, avec b =

Bk
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Commentaire

\

o On pouvait également utiliser la définition de v.a.r. & densité.
x La fonction Fjy, est continue :
- sur | — 00, 0[ en tant que fonction constante,

- sur ]0,+oo[ en tant que composée de fonctions continues sur des intervalles adé-
quats,
- en 0. En effet, d’une part : lim Fy, (¢) = 0.

t—0~
D’autre part :

lim Fyp,(t) = Fu,(0) = 1—-1 =0
t—0+
Finalement, on a bien :
lim Fu,(t) = Fup,(0) = lim Fyy, (t)
t—0+ t—0~
« La fonction Fj, est de classe C! sur | — 0o,0[ et sur |0, 4+oc[ avec des arguments

similaires & ceux de la continuité sur ces intervalles.
On en déduit que M, est une v.a.r. a densité.

« Pour déterminer une densité fys, de M, on dérive la fonction Fjy, sur | — oo, 0] et sur
10, +00] (qui sont bien des intervalles ouverts).
Soit ¢ € R. Trois cas se présentent :

far, (t) = Fip, () = 0
x sit €0, +oof :
fu(6) = Fig (1) = o5 e

x on choisit la valeur arbitraire : fz, (0) = 0.

0 site]—o0,0]
On en déduit : far, 16— ¢ 3 L2
— e 2% site]0,+o0]

a2
On a bien : fy, = gy avec b =

Bk

e) Montrer que la variable aléatoire M,,, admet une espérance E(M,,) et une variance V(M,,).
Calculer E(M,,) et V(M,,).

Démonstration.

o D’apres les questions 6. et 7., la v.a.r. Y admet une espérance et une variance.

Or Y et M, ont méme loi si b =

N

On en déduit que M,, admet une espérance et une variance.

VT

D’apreés la question 6. : E(M,,) = \if \/Z =
n

a
Vv2n
4-— 2 47 a2
D’apres la question 7. : V(M,,) = 5 il (}) = T4
n
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12. a) En déduire un estimateur B, sans biais de a, de la forme A\, - M,, avec A\, € R.

Démonstration.
e Lav.ar. B, = A\, M,, admet une espérance en tant que transformée affine de la v.a.r. M, qui
en admet une.

e On cherche \, tel que E(\, M,,) = a.

(par linéarité de
lespérance)

EAMp)=0a < MEM,) =a

o ) NS y—a (d’apres la question
" 2n  précédente)
V2n
S \Ma=—ua

Von o Von

o On a bien que B, = F M, = F min(X1, ..., X,) s’exprime :

x & laide du n-échantillon (X7,...,X,),

x sans mention du paramétre a.

Van

La v.a.r. B, = — M, est un estimateur sans biais de a.

VT [

b) Déterminer le risque quadratique de ’estimateur B,,.

Démonstration.

o La v.a.r. B, admet une variance en tant que transformée affine de la v.a.r. M,, qui en admet une.

« Tout d’abord, d’apres la question 9.a) :

r(Bn) = V(B,)+ (b(Bn))’

(d’apres 9.b), car By, est un
estimateur sans biais de a)

= V(Bn)

« Ensuite, d’aprés la question précédente :

V2n V2n ? 21 4—7 a® 4—m ,
V(B,) = V<ﬁ Mn) - <ﬁ> VM) = Tx ot = = a

Commentaire

On peut noter que les v.a.r. A, et B, sont deux estimateurs sans biais de a. De plus :

. . 4—7 2
ngrfoo r(A,) =0 et ngr}rnoo r(Bpn) = ——a #0

L’estimateur A,, est donc, en plus d’étre sans biais, un estimateur convergent, contrairement a B3,,.
L’estimateur A,, est donc & privilégier pour I'estimation de a. -

\.
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