ECG4 A RENDRE LE 19 SEPTEMBRE 2022
Mathématiques

DM1 vA correction

Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on définit la fonction f,, par :
Vz e Ry, fo(z) =2" 4922 —4

1. a) Soit n € N*. Montrer que 'équation f,(x) = 0 n’a qu'une seule solution strictement positive,
notée u,.

Démonstration.

« La fonction f,, est dérivable sur [0, +o00[ en tant que fonction polynomiale.
« Soit x € R,

fl(x)=na"t+18z > 0

n

On en déduit le tableau de variations suivant.

x 0 Unp —+o0
Signe de f'(z) 0 +
+00
Variations de f ¥ /
0
s
—4

« La fonction f,, est :
x continue sur [0, 400/,
x strictement croissante sur [0, 4o00].
Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur f,, ([0, +oc[). Or :

fn([07+oo[) = [fn(0)7 lim fn(x)[: [_47"’_00[

T—r+400

o Comme 0 € [—4, +0o0[, alors 0 admet un unique antécédent u,, € [0, 4o0[ par la fonction f,.
« Enfin, comme f,(0) = —4 # 0, on en déduit : u,, # 0.

L’équation f,(x) = 0 admet donc une unique solution strictement positive (notée uy).

Commentaire .

o L’énoncé débute avec la quantification de la variable n suivante : « Soit n € N* ». Les
propositions démontrées aprés l'introduction de cette variable sont donc démontrées
pour tout n € N* (aucune autre condition sur la variable n n’apparait dans I’énoncé).
C’est le cas de cette question mais aussi des questions 2.a) (ou 'on consideére f, et f, 1)
et 2.b) (ot 'on considére la quantité fp,(un+1)).

o En particulier, dans cette question, on démontre qu’a tout n € N* on peut associer une
valeur wu,. C’est donc une suite (uy)nen+ qu’on définit ici et pas seulement une unique
quantité wu,.

LW
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b) Calculer u; et us.

Démonstration.

« Par définition, u; est I'unique solution strictement positive de I'équation fi(x) = 0 ou fi est
la fonction f1 : # + = + 92% — 4. Notons P(X) = 9X2 + X — 4 le polynéme correspondant.
Ce polynome de degré 2 admet pour discriminant : A =1 —4 x (—4) x 9 =1+ 144 = 145.
Ainsi, P admet deux racines :

-1 /145

—1++/145
= —_— t -
13 >0 e T9 13 <0

En effet, v145 > /144 = 12.

x1

—14v145
18 '
« Par définition, us est I'unique solution strictement positive de I'équation fa(x) = 0 ol fy est

la fonction f5 : o+ 22 4+ 922 — 4. Notons Q(X) = 10X? — 4 le polynéme correspondant.
On remarque :

On en déduit : vy =

Q(X) = (V10X)? - 2> = (V10 X —2) (V10 X +2)
Ainsi, () a pour racines :

2 -2
1 =—-=>0 et To=——=<0

V10

On en déduit : uy =

2
¢) Vérifier : Vn € N*) u, € ]0, 3 [

Démonstration.
Soit n € N*.

o Remarquons tout d’abord :
X fn(O) = —4 <0,
X fn(un) = 0,
2 2\" 2\° 2\"
0 (5) = G) o G) - G) e
On a donc : fr,(0) < fo(un) < fa <§>

« Or, d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f,,; ! : [~1, +o00[— [0, +00][ est strictement
croissante. En appliquant f, ! de part et d’autre de I'inégalité, on obtient :

BURO) < 570 < 57 (3))

0 < Up, <

w| N

2
On a bien démontré : Vn € N*, u,, € ]O, 3 [
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2. a) Montrer que, pour tout  élément de ]0,1[, on a : fr+1(x) < fn(z).

b)

Démonstration.
Soit n € N* et z € 10, 1].
for1(@) = folz) = (2" 4922 —4) — (2" + 922 —4) = 2" 4947 — 4 — 2" — 927 + 4
= "t —g" = 2" (z—1)

Or:
x comme 0 <x<lalorsz—1<0.

x comme 0 < x < 1, on obtient de plus : 2™ > 0.

On en déduit : Vx € )0,1[, frnt1(z) — fu(z) <O0.

En déduire le signe de f,,(un+1), puis les variations de la suite (uy,).

Démonstration.

o Soit n € N*. D’aprés la question 1.c :
2
0< Un+1 < g <1

« En appliquant la formule de la question précédente en x = wu, 41 € ]0, 1], on obtient :

fn(un—‘rl) > fn+1(un+1)
I
0 (par définition)

fn(unJrl) >0
e Or fp(up) =0. On en déduit : fr(ups1) > fr(un).

Par application de la fonction f !, strictement croissante sur [—1, +oo[, on obtient : w11 > .

Ainsi, (u,,) est strictement croissante.

Commentaire

« Cet exercice consiste en I'étude de la suite (uy,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas accés a la définition explicite de la suite (u,) mais simplement & la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N*| w,, est 'unique solution de 'équation f,(z) = 0 sur ]0, +oo[

On comprend alors que I’étude de (uy,) va passer par I’étude des propriétés de la fonction f,.

« De cette définition, on tire la propriété : | VYm € N*| f,,(up,) =0

Cette propriété est au coeur de 'étude de la suite implicite (vy,).
On l'utilise dans cette question & la fois pour m = n et pour m =n + 1.

o Comme la suite (u,) est définie de maniére implicite, on n’étudie pas la monotonie de (uy,)
a laide de la différence wp41 — up. Il est par contre trés classique de passer par l'inégalité :

fn(uns1) > fo(un)

et de conclure : up+1 > uy, al’aide d’'une propriété de f,. O
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¢) Montrer que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.

Démonstration.
D’aprés les questions précédentes, la suite (uy,) est :
x croissante,

2

x majorée par 3

On en déduit que la suite (u,) est convergente et que sa limite £ est telle que : 0 < £ <

w'\ [\
Ol

3. a) Déterminer la limite de u," lorsque n tend vers +oo.

Démonstration.
2
o Soit n € N*. D’aprés la question 1.¢): 0 < u, < 3

La fonction élévation a la puissance n étant strictement croissante sur [0, +oc[, on en déduit :

2\ "

. OI' :
x lim 0=0,
n—-+o0o
. 2\" 2
x ngl}rloo <3> =0 (car 3 e]—11).
Ainsi, par le théoréme d’encadrement, la suite (u,") est convergente et de limite 0. .
b) Donner enfin la valeur de /.
Démonstration.
« Soit n € N*. Par définition de u, : f,(u,) = 0. Ainsi : u," + 9 u,2 — 4 = 0 ou encore :
Qu,? =4 — u,”
o Or:
x lim 9u? =9¢?% car (u,) converge vers .
n—-+oo
x lim 4—wu,"” =4 car (u,") converge vers 0.
n—+oo
On en déduit : 9¢2 = 4. Enfin :
4
952 - 4 = 62 = §
4 4 2 4 2
9 V9 3 9 3
1 2
Comme ¢ > 0, on en déduit que (u,) converge vers { = 3
C’est encore une fois la propriété de définition des termes de la suite (uy,,) qui est utilisée
ici (Vn € N*, f,,(u,) = 0). On insiste sur le fait que cette propriété est fondamentale
pour ’étude de la suite implicite (uy,). -
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2
4. Montrer que la série de terme général 3~ Uy, est convergente.

Démonstration.

o Soit n € N*. Comme f,,(u,) =0, on a :

2
" = 4—9up? = (2—3u,)(2+3u,) = 3 (3—un> (2 + 3up)

On en déduit :

2 1 u,”
Z_u z
3" 32+3u,
2 n
o D’apreés la question 3.a) : 0 < up,™ < (3) )
1 1
D’autre part, comme u, > 0 alors 2+ 3u,, > 2 et ainsi : 0 < —— < —.
24 3u, 2
On en déduit, en multipliant ces inégalités membre & membre :
1 11 /2\"
< 3 < 535103
3 24 3u, 32\3
I
2
3

« On a alors :

2 1 /2\"

n

2
x la série Y 3 est une série géométrique de raison 3 €]—1,1[. Elle est donc convergente et

1 /2\"
> 6<3) aussi.

1
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par g #0)

. . . o . 2
Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série ) | <3 — Uy | est convergente.

Commentaire

On utilise encore et toujours, en début de question, la propriété de définition des termes
de la suite (uy), a savoir : Vn € N*, f,,(u,) = 0.




