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DM4 correction

Exercice avec préparation 1
Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ’exercice sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (€, </, P).

1. Question de cours : Convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.
Dans tout l’exercice, X désigne une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre
A> 0.

2. a n pose : 1I'= partie entiere de . Montrer que la loi de 7" est donnée par :
O T X i iere de X). M la loi de T' d
A N
VEeN, P([T =k]) = (1—e* ) (e* )

Démonstration.
« Tout d’abord, comme X < & (\), alors : X(Q2) = R,.

On en déduit, par définition de la partie entiere : T(Q) C N.

Commentaire ]

En particulier, la v.a.r. T est une variable aléatoire discréte.

« Soit k € N.
P(T = k) = P([[X] = &])

(par définition de la
partie entiére)

(car X est une
v.a.r. a densité)

= Fx(k+1)— Fx(k)
= (- e_’\(k_l)) — (X —eF) (car X — E(N))

— oAk _ A1)

Onen déduit : Vk e N, P([T =k]) = (1—e?) e = (1—-e7?) (e_)‘)k.
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Commentaire

« On rappelle qu'on appelle fonction partie entiére la fonction suivante.

|.] : R - Z
x — |x] = le plus grand entier n € Z tel que n < x

On peut aussi définir |« | comme 'unique entier relatif vérifiant la propriété : n < z < n+1.

o Une propriété fondamentale provenant de la définition de cette fonction est donc :

YueR,VneZ, (luj=n < n < u < n+l)

En particulier : Vo € R, |z] <z < [z]| + 1.

» Sa représentation graphique est la suivante :

)

/ 4; h

e

/|

Fonction z +— |x] ‘
\ D

b) Quelle est la loi de T'4 17 En déduire 'espérance et la variance de T

Démonstration.
On note Z =T + 1.

« Tout d’abord, comme T'(Q2) C N, alors : (T"+ 1)(2) C N*.

Z(Q) Cc N*
« Soit k € N*.
P([Z=k]) = P(T+1=k)
= P([T'=k-1))
= (1 — e_’\) (e_’\)k_1 (d’apres la question précédente)

On reconnait une expression de la forme : P([Z = k]) =p(1 —p)F Lot p=1—e

‘ On en déduit : ZC—>Q(1 —e_’\). ‘

« La v.ar. Z admet une variance (donc une espérance).

Ainsi, la v.ar. T'= Z — 1 admet une variance (donc une espérance) en tant que
transformée affine d’une v.a.r. qui en admet une.
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e De plus :
E(T) = E(Z-1)
~ E(Z)-1 (;par gzneamte de
lespérance)
1 -2
= "o (carZ<—>Q(1—e ))
1
E(T) =
(T) 1—e A

o Enfin :

(par propriété de la

= V(2) variance)
(1 e
= Zl(f e—eA ) (car Z < G (1 — 6_>‘))
Y
e
Vi) = == 0

3. Onpose: Z =X —|X].
Montrer que Z est une variable aléatoire & densité et déterminer une densité de Z.

Démonstration.

e On note h: x +— x — |z de telle sorte que Z = h(X).
On sait tout d’abord : X (2) = [0, +oo[. On obtient alors :

Z(Q) = (h(X))(Q) = h(X(Q))
= h([07+oo[)
c [0,1]

La derniére inclusion est obtenue de la maniére suivante.
Soit = € [0, +o0[. Par définition de la partie entiére :

lz] <z <|z]+1 & 0<z—|z] <1 & 0<h(z)<1

Ainsi : Z(2) C [0,1]
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Commentaire \

« Pour tout nombre réel z, le nombre réel z — |z correspond a la
partie décimale du nombre x. C’est pourquoi on nomme la fonction
x — x — |x]| fonction partie fractionnaire.

o Sa représentation graphique est la suivante :

Y

‘Fonction T — |z ‘

« La fonction partie fractionnaire est un cas particulier de fonctions
dites 1-périodiques.

x Soit T' € [0, +oc[. Une fonction est dite T-périodique si :
Ve eR, f(x+T)= f(x)

Le réel T est appelé période de la fonction f.

x La représentation graphique sur R d’une fonction f T-périodique
s’obtient par translation de sa représentation graphique sur un
intervalle de longueur T' (par exemple U'intervalle [0, T]).

La fonction partie fractionnaire est donc une fonction 1-périodique.
Sa représentation graphique sur R s’obtient bien par translation de
sa représentation graphique sur un intervalle de longueur 1 (par
exemple par translation de sa représentation graphique sur l'inter-
valle [0, 1]).

\ J

o Soit « € R. Trois cas se présentent :

x six €] —00,0]alors : [Z < 2] =@, car Z(Q2) C [0,1[. Donc :
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La famille ([T = k])gen forme un systéme complet d’événements.

Par formule des probabilités totales :

B(IX — T < )

S B(X - T <] [T = k)
k=0

SR(X — k<N [T =K)
k=0

EP([X <k+z]N[|X] =k])

%P([ngék—i-x])
k=0

:f; (Fx(k+ ) — Fx(k))

—+00

> (-

k=0

e—)\(k-l-:c)) _ (X _

“+00
(ef)\k _ e)\(k+x))

k=0

+oo
Z e—)\k (1 _ e—)\m)
k=0

(=) 3 (e
k=0

_ 1
—e )\x) m

(1

S R(X <k+al k<X <k+1])
k=0

e—/\k))

(par définition de la
partie entiére)

(car x € [0,1])

(car X — E (X))

(car e* €] —1,1])

x sl x € [1,4o00], alors : [Z < x] =, car Z(2) C [0,1[. Donc :

Fule) = B(Z<a]) = P@) = 1
0 six € ]—o00,0]
1 _ef)\w
Finalement, Fiz : v+ ¢ ———— siz € [0,1]
1—e A
1 six € [1,+00]

o La fonction Fyz est continue :
X
x sur |0, 1] en tant que combinaison linéaires de fonctions

X

sur | — 00, 0[ et sur |1, +o00[ en tant que fonctions constantes,

continues sur |0, 1,

en 0. En effet, d'une part : lim Fz(x) = 0. D’autre part :

z—0
1—e 0 1—-1
li F = Fy(0) = = =0
zg(r)l+ #(x) #(0) 1—e A 1—e A
Ainsi : lim Fyz(z) = Fz(0) = lim Fz(x).
z—0— z—0t
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x en 1. En effet, d'une part : lim Fz(z) = Fz(1) = 1. D’autre part :

z—1t

1—e?
lim F, = =1
S 20 = 7

La fonction F'z est continue sur R.

« La fonction F est de classe C! sur | — oo, 0], sur ]0, 1] et sur ]1, +-o0o[ avec des arguments similaires
a ceux de la continuité sur ces intervalles.

La fonction Fy est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

On en déduit que Z est une v.a.r. a densité.

« Pour déterminer une densité fz de Z, on dérive la fonction Fz sur les intervalles ouverts | — oo, 0],
10,1[ et |1, +o0[. Soit = € R.
x Six €] —o00,0[

x On choisit enfin : f7(0) =0 et fz(1) =0.

— e sizel0 1]
Ainsi, une densité fz de Z est : f: l—e

0 sinon

O

4. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout n € N*, X, suit
A
une loi exponentielle de paramétre —. On pose pour tout n € N* : Z,, = X,, — [ X,,].
n
Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire dont
on précisera la loi.
Démonstration.

o Tout d’abord, d’aprés la question précédente :

0 siz €] —o00,0]
A
1l—e"n®
l1—e™n
1 six € [1,+o0]

« Pour conclure quant a la convergence en loi de (Z,), on détermine la limite de la suite (Fz, (7)),
pour tout xz € R.

x Soit x < 0. Alors, par définition de Fz, :

lim Fz (z) =0

n——+o0o
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x Soit x € [0, 1. Par définition de (Fy,) :

A

1—e n”®
Vn e N* Fy (z) = ;A
1—e™n
Or :
. A
- lim — — 2 =0.Donc:
n—-+oo n
A
e*%x -1 ~ ——z
n—-+oo n
A
- lim — — =0.Donc:
n—-+oo n
A
e_% —1 ~ - —
n——+oo n

On en déduit :
T
Fz,(x) ~ b =

D’ou : ngrfm Fy (z) =x.

x Soit x > 1. Alors, par définition de F, :

lim Fy (z) =1

n—+o0o

Finalement : Vx € R, lim Fyz, (z) = G(z),

n——+o0o

0 siz<0

ouG:zx—< x sizel0]]

1 siz>1

« On reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. U qui suit la loi ¢ ([0, 1[). Ainsi :

Ve e R, lim Fy (z) = G(z) = Fy(x)

n—-+o0o

On en déduit que (Z,) converge en loi vers U, une v.a.r. de loi #(][0, 1[).
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Exercice sans préparation 1
Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que f* = f? et rg(f?) = 1.
Montrer que le spectre de f est {0} ou {0,1} ou {—1,0}.

Démonstration. « Tout d’abord : f4 — f2 = 0¢(k)-
«x Le polynéme Q(X) = X% — X? est donc un polynome annulateur de f.
x Or :
QIX) = X' —XxX? = X3(X?-1) = X?(X-1)(X +1)

On en déduit : Sp(f) C {racines de @} = {—1,0,1}.

« Montrons tout d’abord que 0 est valeur propre de f. On procéde par ’absurde.
Supposons que 0 n’est pas valeur propre de f.
Alors : Ker(f) = {0g} et 'endomorphisme f est donc injectif.
De plus, E est un espace vectoriel de dimension finie. On en conclut que f est bijectif.
Or:

comme fr=f?
alors f~loft=f"lof?
donc =7
dou flofi=flof
ainsi f? =idg

On en déduit : rg (f?) = rg(idg) = 3.
Cecl est absurde.

Ainsi : 0 € Sp(f).

o Quatre cas se présentent alors :

x Sp(f) ={0,-1,1},
x Sp(f) ={0,-1},

< Sp(f) ={0,1},

x Sp(f) = {0}.

Montrons que le premier cas ne peut pas étre réalisé.
Supposons : Sp(f) = {0, -1, 1}.
x On sait alors :
- f e Z(F) avec dim(F) = 3,
- f admet 3 valeurs propres distinctes : —1, 1 et 0 (d’aprés le point précédent).
On en déduit que 'endomorphisme f est diagonalisable.
Notons Z une base de vecteurs propres de f. On obtient alors :

-10 0
Matz(f) = (0 1 o)

0 0 O
% Ainsi :

Matg (f?) = (Mat%(f)> i

2
(_01) 102 8 (car Matg(f) est
0 02 diagonale)

o O =
o = O

(=N =)
\—/
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Dot : rg (f2) = rg (Mat,%(f2)) = 2.

Ceci est absurde.

On en déduit que —1 ou 1 n’est pas valeur propre de f.

Finalement, le spectre de f est {0} ou {0,1} ou {—1,0}.




