ECE2

Mathématiques

DM3 vA

Soit IV un entier supérieur ou égal a 2.

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé

(Q, o7 ,P), et suivant chacune la loi uniforme discréte sur [1, NJ.

1.

N-1 E\"
Pour tout entier n > 1, on pose : s,(N) = > (N) :
k=1

a) Montrer que la suite (s,(N)),>1 est strictement monotone et convergente.
Démonstration.

. SOlt n e N*
x Tout d’abord :

I
N
L
7N
2| =
N——

3
7N
2| =

!
[
N—————

X SOitkE[[l,N—l]]:

Comme 1<kE<N-1

alors %\%\N}\—[l (car N >0)
d'ott %—1<%—1<N§1—1

ainsi %—1<—%<0

k n
De plus : <N> > (0. On en déduit :

vk € [1,N — 1], (1,;)”(;_1) <0

x Ainsi, en sommant les inégalités précédentes :

Spt1(INV) = sp(N) < 0
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On en déduit que la suite (s,(N)) est strictement décroissante.

neN*
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e Soit n € N*. LAn
On sait : Vk € [1, N — 1], (N) > 0. Ainsi : s,(N) > 0.

Vn € N*, 5,(N) >0

« On en déduit que la suite (s,(N)) t:

neN* s
x décroissante,

x minorée par 0.

La suite (s,(N)) converge donc vers un réel £ tel que : £ > 0.

neN*

Commentaire \

o On prendra garde a ne pas confondre les suites (sn(N))neN* et (sn(N))NeN*.

o Il n’y a pas de sens ici a considérer la suite (S”(N))NGN*’ puisque la variable N a
été fixée au début de I’énoncé par la quantification : « Soit N un entier supérieur
ou égal & 2 ». C’est d’ailleurs le fait que cette variable N soit fixée qui permet de
définir des v.a.r. de loi U([1, N]).

)
b) Trouver sa limite.
Démonstration.
« Soit n € N*. Soit k € [1, N —1].
Comme 1<k<N-1
| 1 < k < N-1
alors — < =<
N ° N N
k
d’ot 0<—=x<«1
ol N <
C ﬁe] 1,1] déduit : L En—O
ommeN ,1[, on en eul.nirfm N =0.
o On obtient :
N—-1 k n
sp(N) = <>
" k=1 N
B 1\" n 2\" n n N —1\"
N N N N
1 i 1
+ + +
8l 8‘L 8l
0 0 0
Finalement : lim s,(N)=0.
n—-+o0o 0
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2. Pour tout entier n

> 1, on pose : T, = max(Xy, Xo,..., X,).

a) Calculer pour tout k € [1, N, P([T;, = k]).

Démonstration.

Soit k € [1, NJ.

o Tout d’abord :

e On en déduit :

e De plus :

Commentaire

L (car les v.a.r. Xy, ..., X,
- - <

il;llp( [Xi < K]) sont indépendantes)

L (car les v.a.r. Xy, ..., Xy,
= <

Z-I;IIP( (X1 < K]) ont méme loi)

k (car les événements [X1 = 1], ..., [X1 = k]
N Z; P([X1=4) sont deuz & deuz incompatibles)
ko1
= > — (car X1 — U([1,N]))
i1 N
_F
N
: k"
Finalement : Vk € [1, N], P([T, < k]) = <N> .

Remarquons que cette égalité est vraie aussi pour k = 0. En effet :
x d’une part : [T}, < 0] = &. Donc :

=

B

&.

=
-3
N
=)

I
/—‘\
~

3
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« On sait de plus : Vi € [1,n], X;(Q) = [1, N] (car X; — U([1, N])).
On en déduit : T,,(22) C [1, N].

Soit k € [1, NJ.

[T, <k] = [T, <kJU[T, = K|

(car T), est a

= < - -
[Tn < k=1 U [T, = K] valeurs entiéres)

Les événements [T,, < k — 1] et [T}, = k] sont incompatibles. On en déduit :

P([Tn<k]) = P([Tn <k—1]) +P([T, = K])

Ainsi : Vk € [1,N], P([T, = k]) = P(|T,, < k]) — P([T;, < k —1]).
« Soit k € [1, N].

Deux cas se présentent :

x sl k € [2, N], on obtient :

([T < K]) — P(Tn <k—1]) = <k> _ (kzj;l) lgcirlkee[ﬁ,]\][\]f]]% et

- d’une part :

P(T, < 1)~ BT, <o) = () ~0 (eorTyCLND

- d’autre part :

W) -(5) - () - )

La formule reste donc vraie pour k = 1.

Finalement : Vk € [1, N], P([T}, = k])

I
N
2| =
N————
3

|
N
o

=N

—
N—
3

‘
Si on avait remarqué plus tot :
k n
whe NPT < k)= ()

alors la disjonction de cas n’était pas nécessaire.
\ 7 D
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b) Montrer que E(7T,) = N — s,(N).

Démonstration.

e La v.a.r. T;, admet une espérance, car c’est une v.a.r. finie.

« On obtient :

=
5
I
s
NA

I
=
o~

|
it=
o
e N N
2| =
~
3
|
x>

i
I

(d’apres la question
précédente)

) (par décalage d’indice)

(
) (eoty] B e ()
v)

E(T,) = N — s,(N)

3. a) Justifier que P([|T;, — N| > 1] ) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Démonstration.
Soit n € N*,

o Tout d’abord :

B([ T~ N|>1]) = 1-P([|Tn - N| <1])

e Or:
[ [T, — N| < 1]

[-1<T,—N<1]
[N-1<T, <N+1]

(car T), est a

< <
[N < T < N] valeurs entiéres)
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o Ainsi :
P([|T, - N|>1]) = 1-P([T,=N])
_ 1 N n_ N —1\"\ (d’apres la
N N N question 2.a))
N —-1\"
S (55)
(N -1\"
B N
-1 N —-1\"
o De plus : —1,1[. D’ou: i — ] =0
e plus €]—1,1[. D’ou nﬁu}rnoo( N > 0

i : i — > = 0.
Finalement nll}rf_loo P([|T,—N|>1])=0

b) En déduire, pour tout € > 0, la limite de P([|7;, — N| > ¢]) quand n tend vers I'infini.

Démonstration.

Soit € > 0. Soit n € N*. Deux cas se présentent.
. Sl g € [1,+OO[

1
alors [T, —N|>¢] C [|T,—N|>1]

Comme €

WV

Par croissance de IP :

0 < B([ [T, -N|>e) < P([T.-N|>1)

Or :
«x d’aprés la question précédente : lim P([|T, — N|>1]) =0,
n——+oo
x lim 0=0
n—+oo

Par théoréme d’encadrement : lim P([ |T, — N| >¢]) = 0.

n—+oo
Commentaire

Soit w € [ |T,, — N| > ¢]. Alors : |T),(w) — N| > e.
Ainsi, par transitivité :
|Th(w)—N| > e > 1

Dou : [T, (w) — N| > 1. Ainsi : w € [ |T;, — N| > 1].
On en déduit :
[[Tn = N|>¢] C [|Th,—N|=>1]

Détaillons la démonstration de Uinclusion : [ [T, — N| > ¢] C [|T, — N| > 1].
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e Sie €]0,1[. Soit n € N*. Comme T;, est & valeurs entiéres :

(I Tn = N| > €] = [[Tn — N[ >1]
Ainsi, d’aprés la question précédente :

P(IT, = N[>¢]) = P([Tn —=N[>1]) — 0

n—-+0o

Finalement : Ve > 0, Eg_] P([|T, — N| > ¢€]) =0.

Commentaire |

o On aurait pu éviter la disjonction de cas en remarquant directement :

[|T,—N|>¢] € [|Tn—N|>=1] (carT, est a valeurs entiéres)

o On démontre en fait dans cet exercice que la suite de v.a.r. (T),),en+ converge en
probabilité vers N (ou encore que 7T;, est un estimateur convergent de N).

o Cette notion de convergence en probabilité sera abordée plus tard dans I’année. En
voici tout de méme la définition.
On dit que la suite de v.a.r. (X,,)nen+ converge en probabilité vers un réel 6 si :

Ve>0, lim P(|X,—6]>¢]) =0
n—-+o0o




