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Soit a un nombre réel strictement positif.
On considère une suite réelle (un)n∈N∗ dont tous les termes sont strictement positifs, et, pour tout
n ∈ N∗, on pose : 

wn =
un+1

un
− 1 +

a

n

`n = ln (na un)

On suppose que la série de terme général wn est absolument convergente.

1. Soit f : t 7→ ln(1 + t)− t.

a) Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction au
voisinage de 0.

b) En déduire que la série
∑
n>1

f

(
1

n

)
est convergente.

2. Démontrer que les séries
∑
n>1

wn

n
et
∑
n>1

(wn)
2 sont convergentes.

3. a) Vérifier, pour tout n ∈ N∗, l’égalité :

`n+1 − `n = f
(
wn −

a

n

)
+ wn + a f

(
1

n

)

b) En déduire la convergence de la série
∑
n>1

(`n+1 − `n).

4. a) Justifier la convergence de la suite (`n)n∈N∗ .

b) En déduire l’existence d’un réel A > 0 tel que : un ∼
n→+∞

A

na
.

5. Déterminer la nature de la série
∑
n>1

2 · 4 · · · (2n)
1 · 3 · · · (2n+ 1)

.
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