ECE2 A RENDRE LE 9 SEPTEMBRE 2019
Mathématiques

DM1 vB correction

Soit n € N*. On note f, la fonction définie sur R par :

2+l _ g+l _ g

fnizH—x
1. Etudier les variations de la fonction f,, sur R,.

Démonstration.
o La fonction f, est dérivable sur R} en tant que fonction polynomiale.

. SOlt T € R+.
fi(x) = Cn+1)z® —(n+1)z" = 2" (2n+1)a" —n—1)
De plus, comme 2™ > 0 :

()20 & 2n+1)2"—-n—-120
& (2n+1)a" >n+1

n+1
n> 2 1
& o T 1 (car2n+1>0)
n+1 (par stricte croissance
>
= nln(x) >1n <2n—|—1> de In SUT}O,—FOO[)
1 n+1
1 > —1
& In(z) ~In <2n+ 1> (carn >0)
1
n+1\n» (par stricte croissance
>
<z <2n+1> de exp sur R)
n+1\n . . .
o En notant o, = 1) on obtient le tableau de variations suivant :
n
x 0 Qnp “+00
Signe de f} () - 0 +
-1 +o0
Variations de f, \ /
o Détaillons les éléments de ce tableau :
x fa(0) = 02l —ontl 1 = 1,
x Comme : fy(z) = 2?1 —g"*1 -1 ~ 22"l alors: lim f,(z) = +oc.

T—+00 T—r+00
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2. a) Montrer que la fonction f,, s’annule une unique fois sur R..
On note x,, I'unique solution de I'équation f,(z) = 0.

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question précédente, la fonction f,, est décroissante sur [0, a,]. Ainsi :
Vz € [Ovan]a fn(x) < fn(o) =-1

En particulier : Vz € [0, o], fn(z) <O0.

La fonction f, ne s’annule pas sur [0, ay,].

o D’aprés la question précédente, la fonction f,, est :
x continue (car dérivable) sur |ay,, +00],
x strictement croissante sur |ay,, +00].
Ainsi la fonction f, réalise une bijection de Jay, +oo sur f, (Jan, +00[), avec :

fn(]an,+oo[) = |falan), lim fu(2)| =]fu(an), +00]

Tr——+00

e Or, comme démontré dans le point précédent : f(a,) < 0. D’ou : 0 € | fp (), +00].

On en déduit que la fonction f, s’annule une unique fois sur |a;,, +00].

Finalement, la fonction f,, s’annule une unique fois sur [0, +o0].
On note x,, ce point d’annulation.

Commentaire \

o L’énoncé débute avec la quantification de la variable n suivante : « Soit n € N* ». Les
propositions démontrées aprés l'introduction de cette variable sont donc démontrées
pour tout n € N* (aucune autre condition sur la variable n n’apparait dans 1’énoncé).

o On définit donc bien, pour tout n € N*, le réel z,,. Autrement dit, avec cette question,

on définit la suite (z,)nen-.
L U

b) Montrer : Vn € N*, z, > 1.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Tout d’abord : f,(1) = 1?2n+l —ntl 1 = 1
« On rappelle de plus, par définition de z,, : fp(z,) = 0.
Ainsi :
fa(1) < fulzn)
On note g, la réciproque de f,, sur |a,, +oo[. D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction gy,

est strictement croissante sur | fy, (), +00[.
En I'appliquant de part et d’autre de I'inégalité, on obtient :

1 <z,

VneN* z,>1
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3. a) Montrer que la suite (x,),>1 est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N*.

e D’une part :
— (xn)2n+3 _ (xn)n—l-Q -1

— (xn)Q x2n+1 _ (wn)n+2 -1

_ 9 il _ nt2 (car, par définition de x,, :
B (xn) ((xn) * 1) (xn) ! (xn)2n+1 - (xn)n+1 —1= 0)

= (xn)”+3 + ($n)2 - (5571)7L—~_2 -1
= (22)"P? (xn — 1)+ (2 — D)(zp + 1)
= (zn— 1) ((x)"*2 + 2, +1)

Comme z,, > 1, on en déduit : f,+1(x,) > 0.
« On rappelle d’autre part, par définition de 41 : fn+1(xnse1) = 0.
Ainsi :
fn+1($n) > fn+1($n+1)

En appliquant de part et d’autre de I'inégalité la fonction g,y1, on obtient :

Ty > Tptl

On en déduit que la suite (zy,) est (strictement) décroissante.

Commentaire \

o On rappelle que les propositions démontrées précédemment le sont pour tout n € N*.

o En particulier, on démontre en question 2.a) que, pour tout n € N* la fonction f,
admet une bijection réciproque sur |ay,, +00[ que 'on note g,,.
Cette propriété est quantifiée universellement en n. Cette variable est donc muette. On
pourrait par exemple remplacer toutes les occurences de la variable n par une variable
m et la proposition resterait inchangée : pour tout m € N*, la fonction f,, admet une
bijection réciproque sur Ja,, +oo[ que 'on note gy,.

o En appliquant cette proposition & m = n+ 1, la fonction g, 1 est bien définie comme la
bijection réciproque de la fonction fy,+1 sur Jag,41, +00].
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Commentaire

« Cet exercice consiste en I'étude de la suite (z,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas accés a la définition explicite de la suite (x,) mais simplement & la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N*, z,, est I'unique solution de I’équation f,(z) = 0 sur [0, +o00]

On comprend alors que I’étude de (x,,) va passer par I’étude des propriétés de la fonction f,.

« De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N*| f,,(z,) =0

Cette propriété est au coeur de 'étude de la suite implicite (x,).
On l'utilise dans cette question & la fois pour m = n et pour m = n + 1.

o Comme la suite (z,,) est définie de maniére implicite, on n’étudie pas la monotonie de (x,)
a laide de la différence x,+1 — x,. Il est par contre trés classique de passer par l'inégalité :

fnv1(zn) > for1(Tng)

et de conclure : x, > x,41 & l'aide d’une propriété de f,. =

b) Que peut-on en conclure ?

Démonstration.
La suite (x,,) est :

x décroissante, d’aprés la question précédente,

x minorée par 1, d’aprés la question 2.b).

On en déduit que la suite (x,,) converge vers un réel ¢ tel que : £ > 1.

Commentaire \

« On rappelle que le passage a la limite est compatible avec les inégalités larges. En
effet, si la suite (u,) converge vers ¢ :

VneN, up,>a = {(2>=a

1
e On pourra retenir ’exemple classique de la suite <> :
n

1
x d’une part : Vn € N*, — >0
n

1
x d’autre part : lim — =0 X0

n—+oo n
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4. On note h la fonction définie sur [1,+oo| par :
h:z—z(x—1)
Montrer que la fonction h réalise une bijection de [1, +oo[ sur [0, +00].

Démonstration.

« Tout d’abord, pour tout = € [1,+o0] :
h(z) = z(z—1) = 22—z

La fonction h est donc dérivable sur [1, +o00[ en tant que fonction polynomiale.

« Soit z € [1,+o0[.
B (z) = 22 -1

Comme x > 1, on en déduit : A'(z) > 0.

La fonction h est donc strictement croissante sur [1, o0/
e On en déduit que la fonction h est :

x continue (car dérivable) sur [1, 4+00],

x strictement croissante sur [1, +ool.

Ainsi, la fonction h réalise une bijection de [1, +oo] sur hA([1, +o0]) avec :

h(L,+oo]) = |h(1), lim h(z)| = [0,+00]

r—-+00

La fonction h réalise une bijection de [1, +oo[ sur [0, +o0].

5. a) (i) Soit n € N*. Exprimer (z,,)" en fonction de h~!.

Démonstration.

e Tout d’abord, par définition de z,, :
0 = fn(mn)
— (I‘n)Qn'H _ (l‘n)n'H -1
= (2" ((zn)n - 1) -1
= ap X (@)" ((xp)" —1) =1
= xp h((zn)") — 1
e De plus :
ph((zn)") —1=0 & z,h((zn)") =1
& h((zn)") = % (car x, #0)

() = o (L) (par bijectivité de h sur [1, +oo,
v et car ()" € [1,+00] (+))
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« Démontrons la proposition (x) : (z,)" € [1, +00][.
D’aprés la question 2.b) : x, > 1.
Ainsi, par stricte croissance de la fonction z — 2™ sur [0, +oo] : (zy,)"™ > 1™ D’ou :

()" > 1

1
Finalement : (z,)" = h~! <>

Tn

(it) En déduire que la suite ((:vn)”)n> converge.

1

Démonstration.

« D’apreés la question 3.b), la suite (x,,) converge vers £ avec : £ > 1. On en déduit :

i 1 1
lim — = -
n—+00 Tp 14

« De plus, d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction 2~! est continue sur [0, +o0o[ (donc

1 1
continue en —). Ainsi, la suite <h1 ()) converge et :
g Ln, n>1

1
Finalement, la suite ((:vn)”)n> converge vers h ™! <>

1 14

b) Montrer alors : lim x, = 1.
n—+o0o

Indication : on pourra procéder par l’absurde.

Démonstration.
o D’aprés la question 3.b), on sait : £ > 1.
o On procéde alors par ’absurde pour montrer : £ = 1.

Supposons : £ > 1.
La suite (z,,) est :

x décroissante,

x vérifie : lim x, = /.
n—-+o0o

On en déduit : Vn € N*, x,, > £.
Soit n € N*. Par croissance de la fonction x +— 2" sur [0, +o0] :

(:En)n > VK

On obtient :
x Vn e N*, (z,)" > ",

x comme ¢ >1: lim /M =+
n——+oo

Par théoréme de comparaison, on en déduit : lim (z,)" = +oc.
n—+400

Ceci est absurde d’aprés la question précédente.

On en déduit : lim =z, = 1.
n—-+o0o
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Commentaire \

On peut visualiser sur un graphe 'implication suivante :

x (zy) décroissante,

. = VneN, z,>/
x lm xz, =/
n—-+o0o

\ 7 D

¢) En déduire : ligrl ()™ = ¢, ol @ est la solution de I’équation h(x) =1 sur [1, +ool.
n—-+00

Démonstration.

o D’aprés la question précédente : £ = 1.
Ainsi, d’apres la question 5.a)(%3) :

n—-+o00

lim  (2)" = bl @) — hl)

« On cherche alors & déterminer ¢ = h=1(1). Or :
p=h"'(1) = hlp)=1

Le réel ¢ est donc solution de 1'équation h(x) = 1 sur [1, +o00].
« D’apres la question 4., la fonction h réalise une bijection de [1, +oo[ sur [0, +-o00].
Or:1e]0,+o0].
On en déduit que I’équation h(z) = 1 admet une unique solution.
Ainsi ¢ est bien défini et unique.

Finalement : nEIfoo (xn)™ = o,

ou ¢ est 'unique solution de I'équation h(x) = 1 sur [1, +oo].
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Commentaire .

On pouvait méme calculer ¢ explicitement :
« Tout d’abord, soit = € [1,4o0] :

h(z)=1 & z(z—-1)=1 o 22—2—-1=0

« On note P € R[X] le polynome défini par : P(X) = X? — X — 1.
Calculons le discriminant du polynéme P :

A= (-1)2-4x1x(-1) =5 >0

o Ainsi, le polynéme P admet 2 racines :

~D-VA _1-v5 o —(EDHVA 1445
2% 1 - T 9 = 2% 1 - T2

rn =

Or ¢ est la solution positive de I'équation h(z) =1 (car h réalise une bijection de
[1, +o00] sur [0, +00]).
On en déduit :

Ce nombre ¢ est parfois appelé « nombre d’or ».

6. a) Déterminer un équivalent de (In(zy)).

Démonstration.
Soit n € N*.

o Par définition de z,, :

(par bijectivité de In sur

(zn)?" T = (z,)""'+1 & (2n+1) In(z,) =In (1 + (z,)"™) 10, +00[ et car : 2, > 0)

« De plus, d’aprés la question précédente : lim (z,)" = . Ainsi :
n—-4o0o

: n+l
= ¢ (%)
« Détaillons (). Par définition de ¢ :
hp)=1 & ¢*—p=1 & p’=p+1

« Enfin, par continuité de la fonction In sur |0, 400 :

lm  In (14 (z,)") = In(¢?) = 2 In(p)

n—-+00

Comme 2 In(¢) # 0, on en déduit : In (1 + (z,)"™') ~ 2 1In(yp).

n—-+oo
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o Ainsi :
(2n+1) In(x,) ~ 2In(p)

n—-+4oo
D’ou :
) 2 In(p) 2 In(yp)

n—:—oo 2n+1 n-o+too 2Zn

In(zy,

1
Finalement : In(z,) ~ n(gp)'
n—-+oo n

Commentaire \

Si 'on ne remarquait pas la relation ¢? = ¢ + 1, on obtenait 1’équivalent :

In(1+ ¢) In(1+ ¢)
1 ~ —_— ~ —_—
n@n) N o T e 2m

Celui-ci est tout a fait correct et aurait sans doute été accepté par le jury.

b) En déduire : x, — 1 ~

Démonstration.

In
o D’une part, d’aprés la question précédente : In(z,) ~ (QO)
n—-+oo n

« D’autre part : In(z,) = In (1 + (z, — 1)).
Or, d’aprés la question 5.b) : lim =z, —1 = 0. Ainsi :

n—-+o00

In(14(zp—1) ~ x,-1

On en déduit : 2, —1 ~

Commentaire

L’équivalent est imposé pour cette question. Sil’on n’avait pas exploité la relation ¢? = p+1
en question précédente, elle était indispensable pour conclure cette derniére question.




