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DM3 vA

On considére les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

1 1 1 2 1 1 0 0 0
A=l0 o -1|, B=|-3 =2 -1|, D=0 -1 0
-2 -2 -1 1 1 0 0 0 1

Partie I : Réduction simultanée de A et B

1. a) Soit A € R. Montrer :
rg(A—NI3) =3 & A¢{0,—-1,1}

Démonstration.
Soit A € R.
1—-X 1
rg(A—A13) = rg 0o -
—2 -2 —1 -
Ly o Ly -2 -2 —1 —
— I‘g 0 —
1—-A
L3+ 2L3+(1-XN)L -2 -2 _1_
= rg 0 =X
0 2X >\2 + 1

L3+ L3421y -2 -2 -1-A
= rg 0 =X -1
0 0 (A+1)(A-1)
On obtient une réduite triangulaire supérieure.
Donc rg(A — A I3) < 3 si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux est nul.
Son premier coefficient est —2 (et —2 # 0), ainsi :
1g(A-A3) <3 & -A=000(A+1)(A—-1)=0
& A=00UA=-100A=1
< Ae{-1,0,1}

rg(A—A5) =3 < X¢{0,-1,1}
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b) On définit les ensembles suivants :
Eg(A) = {X e s:(R) | AX =04, }
E_1(4) = {Xess:(R) | AX = -X}
E\(A) = {Xeu#,(R)| AX = X}

Montrer que ce sont des espaces vectoriels et déterminer une base de chacun d’entre eux. En
déduire leurs dimensions.

Démonstration.

« Déterminons une base de Ep(A).

T
Soit X = (y) S //371(]1%).

z

X € Ey(A) = AX
T 0
< yl =10
—2 —1 z 0
+ y + z =0
<:>> — i = 0
—2x — 2y — =z 0
Ly« L3421, r + Yy + 2z = 0
= — 2z =0
z = 0
{x + 9y + 2z =0
<~
=0
.
z = 0
r = —y
= {z — 0

Finalement, on obtient l’expression de Ey(A) suivante :

Eg(A) = {X e s (R) | AX =0.4,,r)} = {(z) | = —yet z=0}

—y -1
= {<y)|yeR}= w'<1)|y6R}
0 0

On en déduit que Ep(A) est un espace vectoriel.
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—1
On sait donc que la famille ( 1 )
0

x engendre Ey(A),

x est une famille libre de .#3 1(R), car elle est constituée uniquement d’un vecteur non nul.

-1
La famille ( 1 ) est donc une base de Ey(A).
0
-1
Ainsi : dim (Ep(A4)) = Card 1 = 1
0
« Déterminons une base de F_1(A).
X
Soit X = [y | € #5.1(R).
z
X € Eo(A) <~ (A—I-Ig)X = 0///3,1@[@)
2 1 1 T 0
<= o 1 -1 y|l =10
-2 =2 0 z 0
22 + y + z =0
—2x — 2y =0
L3 < L3+ Ly 2z + Yy + z = 0
< y — YA = 0
-y + z =0
{23: + 3y + 2z =0
—
y - =0
— {23: + y = —z
Yy = z
Ly« Ly — Lo { 27 = 924
—
y = z

Finalement, on obtient l’expression de E_1(A) suivante :

Ey(A) = {Xe.#:(R)|AX = —X} = {(y> | = —2z ety =z}

-z -1
= {(z) | ze R} = {z(}) | z € R}
~1
= Vect 1
()

On en déduit que E_1(A) est un espace vectoriel.
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—1
On sait donc que la famille ( 1 )
1

x engendre E_j(A),

x est une famille libre de .#3 1(R), car elle est constituée uniquement d’un vecteur non nul.

-1
La famille ( 1 ) est donc une base de E_1(A).
1

-1
Ainsi : dim (E_1(A)) = Card ( 1 ) = 1
1

« Déterminons une base de F;(A).

T
Soit X = (y) € //371(R).

z

X e El(A) (A I3)X = 0//[3 1(R)

3o ()=

11

y + 2z =0
— -y — z =0
- 2y — 2z =0

II

r +y + 2z =0

&
T
&

!
S
+
<
+
N
o

8
+
<
|
|
N

LleLl Ly

T = 0
y = -z

(:
{
SR
|
|

Finalement, on obtient l'expression de Ej(A) suivante :

E(A) = {Xess:1(R) | AX =X} = {(z) |z =0ety=—z}

z

0 0
= {(—z) | ze R} = {z(—ll) | z € R}
0
= Vect -1
)

On en déduit que E;(A) est un espace vectoriel.
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0
On sait donc que la famille (1)
1

x engendre E1(A),

x est une famille libre de .#51(R), car elle est constituée uniquement d’un vecteur non nul.

0
La famille (—1) est donc une base de Ej(A).
1
0
Ainsi : dim (E(4)) = Card | [ -1 = 1L
1
O
1 -1 0
2. a) Montrer que la matrice P= [ -1 1 1 | est inversible et déterminer son inverse.
0o 1 -1

Démonstration.
On applique l'algorithme du pivot de Gauss.

0

0

)
1 -1 0 1
0 0 1 1
0 1 -1/ |\o

On effectue l'opération { Lg <+ L3. On obtient :

1 -1 0 1
0 1 -1 0 1
0 0 1 1 0

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
Ainsi P est inversible.
On effectue 'opération { Ly <— Lo + L3. On obtient :

1 -1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

On effectue l'opération { Ly <— L; + L2. On obtient :

1 00 211
010 111
0 01 110

2
On en conclut que P est inversible et : P~ = (1
1

o = O
= O O
v

= O O
(an)

— = O

S = O
SN——

_ = =

O = =
N~ —
]
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b) Montrer : A= PDP™!.

Démonstration.
o Tout d’abord :

1 -1 0 0 0 0 1 1 1
pPpP~t = | -1 1 1 1 -1 -1 =(0 0 -1] =4
0 1 -1 1 1 0 2 2 _1

A=PDpP! 0

o Ensuite :

3. Calculer la matrice C = P~! B P et vérifier que C est diagonale.

Démonstration.
« Tout d’abord :

o Ensuite :

—
o
e

On obtient : P"1BP = (0 0 0 ) = (. La matrice C est bien diagonale.
0 0 -1

Partie II : Etude d’un endomorphisme d’un espace de matrices

On note F 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre trois, et on considére I'application f : £ — F
qui, & toute matrice M carrée d’ordre trois, associe f(M) = AM — MB.

1. Donner la dimension de E.

Démonstration.
D’aprés lénoncé : E = #5(R).

On en déduit : dim(E) = dim (.#3(R)) = 32 = 9. O

2. Vérifier que f est un endomorphisme de F.

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord que si M € .#5(R), alors f(M) =AM — MB € .#3(R).

L’application f est a valeurs dans .#3(R) = E.
o Soit (A1, A2) € R? et soit (M7, M) € E2.

fO-Mi+Xa-My) = AN\ -My+Xy-My) — (N - My + Xy - M2)B
= M -AM;+ Xy AMy— A\ - MiB — )y - MB
= A -(AM; — MiB) + X2 - (AMy — M3B)
= A f(M) + Ao - f(Mr)

On en déduit que application f est linéaire. n
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3. Soit M € E. On note N = P~'M P, ot P est définie en 1.2.

a) Montrer : M € Ker(f) & DN = NC.

Démonstration.

On a les équivalences suivantes :

M € Ker(f)

=

54

F(M)=0p & AM —MB=0g5 < AM = MB

PDP 1 x PNP!=PNP 1 x PCP!

PDNP~!=PNCP!

P! x (PDNP™Y) =P ' x (PNCP™)

DNP1=NCP!

(DNP~1) x

DN =NC

P=(NCP Y)Y xP

M € Ker(f) & DN =NC

(d’apres les questions
précédentes)

(en multipliant a
gauche par P~1)

(en multipliant o droite
par P)

O
b) Déterminer les matrices N carrées d’ordre trois telles que : DN = NC.
Démonstration.
Dans la suite on note F' = {N € .#3(R) | DN = NC}.
a b
Soit N=|d e € #5(R).
g h i
NeF & DN=NC
0 0 O a b c a b c 1 0 0
& |0 -1 0)x(|d e f]l=1|d e f]x]|0O0 0
0 0 1 g h 1 g h i 00 -1
0 0 0 a 0 —c
& | =d —e —f|=1[d 0 —f
g h 1 g 0 —i
a=c=e=h=0
& —d=d
—i=1
< {a=c=d=e=h=i=
0 b 0
Les matrices N vérifiant DN = NC sont de la forme N = [0 0 f | avec (b, f,g) € R3.
g 0 0 ]
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¢) Montrer que I’ensemble des matrices N carrées d’ordre trois telles que DN = NC' est un espace
vectoriel, et en déterminer une base et la dimension.

Démonstration.
e On en déduit :

F = {Ne.#(R)| DN =NC}

g h i

a b c
= {(d e f)|a:c:d:e:h:i:()}

0 b 0
= {(0 0 f) | (b, f,9) € R?}
g 0 0

10 000 000
0 0f+f-{oo0 1)+g-[0 0 0] ]| Ffg) cR}
00 000 100

On note :

o O O

010 000 000
Ni=[o o0 o], No={[0o0 1], Ny=1]0 0 0
000 000 00 1

F = Vect (N1, Na, N3) et donc F' est un espace vectoriel.

« Montrons que la famille (N1, N3, N3) est libre.
Soit (/\1, Aa, )\3) € R3.

Supposons :
M- Ni4+X2-Nao+2X3-N3 = Op
Alors :
010 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AM-l0 0 O +X-[0 0 1]4+A3-10 0 0] = |0 0 O
0 0 0 0 0 O 0 0 1 00 0
On obtient alors : { A} = Ay = A3 =0.

La famille (N7, N2, N3) est libre.

« Finalement, la famille (N7, Na, N3) :
x engendre F,
x est libre dans E.

La famille (N1, Na, N3) est une base de F.

dlm(F) = Card ((Nl,NQ,Ng)) =3
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4. a) En déduire la dimension de ker(f).
Démonstration.
e Soit M € E.

M € Ker(f)

(d’apres la

_ p-1
© N=P MPecF question 3.a))

3 oy . . (d’apres la
& (A1, A2,A3) ERY, N = A1 - Ni+Ap- Na+ A3 N3 question 3.c))
& 3()\1,)\2,)\3)€RS, P_lMP:)\l-N1+)\2'N2+)\3-N3

& 3(/\1,)\2,)\3) S ]RS, M = P(/\l Ny + Xy -Nog+ Ag- Ng) P!
= M\ PN P14 )y PNyP 1 4 \3- PN3P!

& M € Vect (PN P!, PN, P~ PN3 P~ 1)

Ainsi : Ker(f) = Vect (PN1P~!, PNoP~ PNsP™1).

« Démontrons que la famille (PN; P~1, PNo P!, PN3P~1) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3.
Supposons :
M- PNiP7 4+ Xy PNoP7h 4 A3 - PN3P7! = 0p

Or :
A - PN P71 4 0PNy P74 \3- PN3P™L = P(\-Ni+ Xy Ny+ A3-N3) Pt

Donc :
P(M-Ni+Xa-No+A3-N3) P! = 0p

Ainsi, par multiplication & gauche par P~! puis & droite par P :
AM-Ni+X-No+2A3-N3 = 0

Or la famille (N1, No, N3) est libre d’aprés la question 3.c).
Donc : Ay = Ag = A3 =0.

La famille (PN P~!, PNoP~! PN3P~1) est libre.

« On en déduit que la famille (PN; P~ PNy P~ PN3P71) :
x engendre Ker(f),
x est libre dans F.

Donc la famille (PNyP~!, PNoP~!, PN3P~1) est une base de Ker(f).

Ainsi : dim (Ker(f)) = Card (PNiP~',PNo,P~!, PN3P71)) = 3.
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b) Donner au moins un élément non nul de Ker(f) et donner au moins un élément non nul de

Im(f).

Démonstration.

« D’aprés la question précédente : PN; P~ € Ker(f). Or :

1 -1 0 010 211
PNPU = |-1 1 1]x|oo0oo0]lx|111

0o 1 -1 0 00 110
1 -1 1 11

= -1 1 11 x10 00
0o 1 -1 0 00
1 1 1

= -1 -1 -1
0 0 0

1 1 1

La matrice | -1 —1 —1| est un élément non nul de Ker(f).
0 0 O

« Par définition de I'image d’une application linéaire : f(I3) € Im(f). Or :

f(I3) = AI;—I3B = A—B

1 1 1 2 1 1
= O 0 —-1]—|-3 -2 -1
-2 -2 -1 1 1 0
-1 0 O
(3 2 0)
-3 -3 -1

-1 0 O
La matrice ( 3.2 0 ) est un élément non nul de Im(f).
-3 -3 -1 0

10



